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lieber die Erzeugnisse projektiver linearer
Kreisreihen.

Von

Dr. (i. Stiner in Frauenfeld.

Ï.
1. Der französische Geometer VJ. de Jowgm'ères führte im

Jahr 1861 den Begriff Iwdeac ec'wer .AMrwrara7«e ein.*) Er
definierte als Index J einer einfach unendlichen Kurvenreihe
die Anzahl derjenigen Kurven der Reihe, welche durch einen
beliebigen Punkt gehen. Ferner stellte er den Satz auf, daß
das Erzeugnis einer Kurvenreihe von der Ordnung Wj und
dem Index J, und einer dazu projektiven Reihe von der
Ordnung und dem Index eine Kurve ist von der Ord-

nung Wj /„ -j- Wo J,.
Sind die beiden projektiven Kurvenreihen JfTOsm7tew,

so ist ihr Erzeugnis eine Kurve von der Ordnung V

Im Folgenden soll das Erzeugnis von 2 projektiven föweara?.

Kreisreihen untersucht werden.
Es sei ein fester Punkt S angenommen und durch diesen

eine feste Gerade ce. Ist Af ein beliebiger Punkt von » und
SAf [x, so konstruiere man um Af als Mittelpunkt einen
Kreis, dessen Radius gleich ist 7«. p, wo 7c für alle Punkte
von cb dieselbe positive Konstante bedeutet. Auf diese Weise
entstehen einfach unendlich viele Kreise. Je 2 derselben liegen
ähnlich bezüglich V als Aehnlichkeitszentrum. Die so definierte
Reihe von Kreisen heißt eine Lineare. Ist 7c < i, so haben
alle Kreise der Reihe 2 reelle gemeinschaftliche Tangenten

*) Théorèmes généraux concernant les courbes géométriques planes
d'un ordre quelconque. Journal de Liouville, Avril 1861.
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durch S und 7c ist gleich dem sinus des halben von diesen

Tangenten eingeschlossenen "Winkels. 1st & 1, so berühren
sich sämtliche Kreise der Reihe in S; die Reihe geht also
dann über in ein Büschel von Kreisen. Ist endlich 7c > 1, so

haben alle Kreise der Reihe 2 imaginäre gemeinschaftliche
Tangenten durch S ; dieser Punkt ist also dann im Innern
aller Kreise der Reihe.

Ist außer dieser ersten Reihe noch eine zweite gegeben
durch die Bestimmunarselemente a:' und 7c', so ist eine

O 17 7

projektive Zuordnung der Kreise der einen Reihe zu denen
der andern möglich, wenn man den Punkten 717" von « die
Punkte 7)4"' von er' projektiv zuordnet. Die beiden so definier-
ten Kreisreihen sind vom Index 2 ; das Erzeugnis obiger pro-
jektiver Zuordnung ist demnach eine ifwrw ae7«7er OrcZmmg,
deren Haupteigenschaften entwickelt werden sollen.

Man kann zu diesem Zweck mit Vorteil räumliche An-
schauungen benützen.

2. Die Ebene der Kreisreihen sei die Bildebene einer
orthogonalen Parallelprojektion. Die Kreise der einen Reihe,
z. B. diejenigen der zweiten, können dann betrachtet werden
als Projektionen der Querschnitte eines schiefen Kreiskegels
iT* mit den zur Bildebene parallelen Ebenen. Aus der ersten
Kreisreihe läßt sich dann eine andere Fläche ableiten in
folgender Weise: if und if* seien ein Paar korrespon-
dierender Kreise beider Reihen, if' sei die Pro-
jektion des Querschnittes K'* von if^ mit einer
Ebene 47 parallel der Bildebene. Man konstruiert
nun in der Ebene 47 denjenigen Kreis if*, dessen
Projektion if ist. Macht man diese Konstruktion für
alle Paare korrespondierender Kreise if if, so er-
füllen die Kreise if* eine gewisse Fläche iE

Die Projektion der Durchdringungskurve von
i"" und if- auf die Bildebene ist das gesuchte Er-
zeugnis der beiden projektiven Kreisreihen.

Es ist also notwendig, die Fläche f näher zu unter-
suchen.

3. Legt man durch den Punkt eine Gerade, so ist
diese zu betrachten als Projektion der 2 Erzeugenden des

Kegels if'*, welche in der projicierenden Ebene jener Geraden

liegen. Jede dieser Erzeugenden enthält die Originalpunkte
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im Räume zu homolog liegenden Punkten der Reihe ähnlich
liegender Kreise H'. Legt man ebenso eine Gerade s durch
den Punkt S, so tritt die Frage auf: Welche Kurven werden
nach Art. 2 erzeugt durch die Originalpunkte im Raum zu den
2 Reihen homolog liegender Bildpunkte, welche durch die Reihe
der Kreise It" ausgeschnitten werden auf s. (v. Fig. 1.) Oder :

Sind !£, IL, If,, die Kreise der Reihe, die s einerseits in
der Punktreihe Cr, G^ G„ und anderseits in der Punktreihe
H, H, Hg schneiden, welche Kurven werden dann er-
zeugt durch die nach Art. 2 konstruierten Originalpunkte
G,* Cr.,* GL* und II, * Ilg* II,* Es soll gezeigt werden,
daß der Ort von G„* Cr,,* Cr.,* eine gleichseitige Hyperbel
ist, deren eine Asymptote senkrecht zur Bildebene ist, ebenso
der Ort von H„* II,* Hg* Um dies zu beweisen hat man
sich nur die Konstruktion dieser Punkte zu vergegenwärtigen.
Der Ort von Cr,- * wird gefunden, wenn man in Cr,- die Normale
<7; zur Bildebene errichtet und diese schneidet mit der Ebene
JE,-. Die Ebene B,- trifft die projicierende Ebene von <7 nach
einer Geraden e,- ; der Schnittpunkt von .9,- und e, ist Gj *.
Sind nun ill, ill, ill, und ill', IH'„ iH'„ die Mittelpunkte
der betreffenden Kreise und ill',* AT,,* ill',,* die Original-
punkte zu ill', ill', ill',,..., so bestehen folgende Projektivitäten :

Cr/, r/o r/s. - 0 & <?., G, ^ -M, .m, •

fill', iH'„ in', ...;= (i)i',*ïi'„*Ai'g*..= CB, Bg B,, ...;
— Ce, e, e„

Daraus folgt :

cc/i r/2 r/g • • v> ("<% e.2

Ebenso erhält man
CA, Ä.j A„ -4 C®1 6-2 ®s • • -4

Die Punkte G,- * und H; * beschreiben also je eine gleich-
seitige Hyperbel: ©* und §*, deren eine Asymptote parallel
zur Bildebene und deren andere Asymptote normal zur Bild-
ebene ist. Die zur Bildebene parallele Asymptote von ©*
wird erhalten, wenn man zu dem unendlich fernen Strahl
r/00 die entsprechende Gerade e konstruiert, d. h. sie liegt in
der Ebene B„ desjenigen Kreises Ç'*, welcher dem unendlich
fernen Kreis der ersten Reihe entspricht. Dieselbe Gerade e

ist auch Asymptote der Hyperbel §*. Die zur Bildebene
senkrechte Asymptote von ©* ist derjenige Strahl <7, welcher
dem unendlich fernen Strahl in den beiden projektiven

4
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Büscheln entspricht. Dieser Strahl 9 wird erhalten, wenn man
zur Bildebene die Senkrechte errichtet im Schnittpunkt Cr von
s mit demjenigen Kreis P der Reihe, welcher dem unendlich
fernen Kreis der zweiten Reihe entspricht. Die zur Bildebene
senkrechte Asymptote der Hyperbel §* wird in derselben
Weise erhalten, wenn man zur Bildebene die Senkrechte er-
richtet im Schnittpunkt ZT von s mit dem Kreis AI.

Die beiden Kreise Ç' und P, welche für die beiden

projektiven Kreisreihen eine ebenso bedeutende Rolle spielen
wie die Gegenpunkte von 2 projektiven geraden Punktreihen,
sollen in Zukunft die bregreraftm'se der 2 projektiven Kreisreihen
genannt werden.

Durch die analoge Betrachtung zeigt man, daß die Mittel-
punkte JA,* DA,* der Kreise ff,* /£,* 7Ç* auf einer
gleichseitigen Hyperbel liegen, für welche die Schnittlinie der
Ebene E^ mit der projicierenden Ebene über der Centrale a;

die eine Asymptote und die Normale zur Bildebene im Mittel-
punkt des Gegenkreis_es P die andere Asymptote ist.

Man erkennt aus dem Vorhergehenden, daß jede Ebene
P durch N, normal zur Bildebene, die P in 2 gleichseitigen
Hyperbeln schneidet. Die beiden Hyperbeln haben eine gemein-
same Asymptote, die Schnittlinie von P mit der Ebene E„ des

Kreises $'*; die beiden andern Asymptoten sind die Schnitt-
linien von P mit dem Rotationscylinder über dem Gegenkreis P.
Alle so entstehenden Hyperbeln gehen durch den Punkt $*,
den Originalpunkt zu <S.

Es folgt somit: Die Fläche P ist eine Fläche
vierter Ordnung, Pj, für welche der Punkt N* und
der unendlich ferne Punkt der Normalen zur
Bildebene Doppelpunkte sind. Der ïangentialcylin-
der des letztern Punktes ist der Rotationscylinder
über dem Kreis P. Die unendlich ferne Gerade der
Bildebene ist eine Selbstberührungsgerade der
Fläche; die zugehörige Asymptotenebene ist die
Ebene P„.

Die imaginären Kreispunkte der Bildebene sind dreifache
Punkte der Fläche. Durch jeden dieser Punkte gehen außer
der Selbstberührungsgeraden noch 2 einfache Gerade der P^.
Von diesen 4 einfachen Geraden liegen 2 in der unendlich
fernen Ebene; ihr Schnittpunkt ist der Punkt Die beiden



andern liegen in der Parallelebene durch S* zur Bildebene;
ihr Schnittpunkt ist &*.

2^ hat außer den angegebenen Singularitäten noch
5 s7»(«iZare Ta«f/en7ZaZe66Kew : die Normalebenen zur Bildebene
über den 2 gemeinsamen Tangenten der Kreisreihe berühren
die 2*7 je längs einer gleichseitigen Hyperbel. Diese beiden

Tangentialebenen sind reell für 7c <C 1, sie sind konjugiert
imaginär für 2 > 2 und sie fallen zusammen für 7c 2. Im
letzten Falle ist jedoch die Fläche 2^ nicht mehr allgemein;
sie zerfällt in die Ebene 25q und in eine Fläche dritter Ordnung.

Fig. 2 soll ein Bild der Fläche geben für 7c < I. Außer
der Projektion auf die Ebene der Kreisreihe ist noch gezeichnet
der Schnitt der 2^ mit der Normalebene zur Bildebene durch
die Centrale « der Kreisreihe, welche Ebene eine Symmetrie-
Ebene der Fläche ist. Es sind dargestellt: die Hyperbel der
Mittelpunkte 217; * der Kreise 72; *, die Hyperbel der Punkte
Gy * und die Hyperbel der Punkte 27",• *. Man erhält eine
bequeme Vorstellung der Fläche, wenn man über jeder Strecke
Cr.; * 22; * als Durchmesser einen Kreis 72; * konstruiert, dessen
Ebene zur angenommenen Querschnittebene senkrecht steht.

4. Durch einen beliebigen Punkt P* der 2^ geht ein
Kreis und eine gleichseitige Hyperbel, deren Ebenen zu einander
senkrecht sind. Mit Hülfe dieser beiden Kurven kann man für
einen beliebigen Punkt P* cfe'e Tfiww/mfcZe&ewe konstruieren.
Dieselbe ist bestimmt durch die Kreistangente und die Hyperbel-
tangente in diesem Punkt. P* ist der Originalpunkt zu einem
Punkt P der Bildebene; 22 sei der Bildkreis, dessen Original-
kreis 72* durch P* geht. Dann ist die Tangente in P an 72

die Projektion der Tangente in P* an 22*. Die Verbindungs-
linie PS ist die Projektion der Hyperbeltangente. Nimmt
man nun, was im Folgenden immer vorausgesetzt werden soll,
die Ebene 22g des Kreises $'* als Bildebene, so kann man
in einfacher Weise den Durchstoßpunkt '7 der Hyperbel-
tangente mit der Bildebene angeben. Berücksichtigt man
nämlich den Satz, daß der Berührungspunkt einer Hyperbel-
tangente der Mittelpunkt des durch die Asymptoten auf der
Tangente begrenzten Segmentes ist, so folgt für T die Kon-
struktion : wenn P^ der zu P homologe Punkt auf dem Gegen-
kreis 27 in der Aehnlichkeit der Kreise 22 und 27 bezüglich
S ist, so ist der symmetrische Punkt zu P^ in Bezug auf P



der gesuchte Durchstoßpunkt P. Die parallele Gerade durch
T zur Tangente in P an -ZT ist die Spur der Tangentialebene
in P* an P^ auf der angenommenen Bildebene P„.

5. Zwei einfache Konstruktionen der Pj mögen noch
entwickelt werden. Es wurde gezeigt, daß der Schnitt der P^
mit einer Ebene P durch S, normal zur Bildebene, aus 2

gleichseitigen Hyperbeln besteht, für welche die Schnittlinie
PjKj eine gemeinsame Asymptote ist; die beiden andern
Asymptoten sind die Schnittlinien -von P mit dem Rotations-
cylinder über dem Gegenkreis P. Run sind bei einer Hyperbel
die Segmente zwischen den Asymptoten und der Kurve ein-
ander gleich. Da beide Hyperbeln durch den Punkt S* gehen,,
so ergibt sich unter Anwendung des obigen Satzes folgende
Konstruktion der P^ : s sei ein beliebiger Strahl des
Bündels vom Scheitel 5*; er treffe den Rotations-
cylinder über dem Kreis P in den Punkten C, und
Cg, die Ebene P^ in dem Punkte Z. Konstruiert man
auf s 2 Punkte P, und P^, so daß S* C, gleich und
gleich gerichtet ist mit ZP,, ebenso S* gleich und
gleich gerichtet mit ZP^, so liegen P, und T, auf Pj.

Dadurch erscheint P^ als Spezialfall einer interessanten
Gruppe von Flächen vierter Ordnung.

Durchläuft der Punkt C; (ï i,,2) auf dem Cylinder einen
Kreis, dessen Ebene S also parallel P^ ist, so durchläuft P,
einen Kreis auf P^, dessen Ebene 2* zu 2 parallel ist. und
von ihr einen Abstand a hat, der gleich und gleich gerichtet
ist mit der Entfernung des Punktes <S* von der Ebene P^.
Es ergibt sich daraus folgende neue Konstruktion der P^ :

Es seien angenommen ein fester Rotationscylin-
der und ein fester Punkt $*. Eine Ebene 2 senk-
recht zu den Erzeugenden des Cylinders schneidet
aus dem Cylinder einen Kreis, welchen man aus S*
auf eine Ebene 2* projiciert, die zu 2 parallel ist
und von ihr einen nach Größe und Richtung ge-
gebenen Abstand « hat. Wenn man diese Konstruk-
tion für alle Ebenen 2 macht, so erfüllen die proji-
eierten Kreise die Fläche Pj.

Durch diese Konstruktion ergibt sich auch der Tangential-
kegel des Doppelpunktes <S*. Die Ebene 2, welche von S*



die Entfernung — a hat, schneidet den Cylinder in einem Kreis,
welcher die Leitkurve des gesuchten Tangentialkegels ist.

Aus der ersten in diesem Artikel entwickelten Konstruk-
tion ergeben sich auch in einfacher Weise die 4 Schnittpunkte
der .Fj mit einer beliebigen Geraden durch die Schnittpunkte
eines Kreises mit einer Hyperbel.

6. Es soll in diesem Artikel noch kurz gezeigt werden,
wie die analytisch zu behandeln ist. Zu dem Zweck soll
ein rechtwinkliges Koordinatensystem folgendermaßen festgesetzt
werden : Die Ebene «j/ soll zusammenfallen mit der Ebene E^
der Kreisreihe; die Centrale « der Kreisreihe sei die «-Axe
und der Ursprung des Koordinatensystems soll zusammenfallen
mit dem Punkt & Zur Ableitung der Gleichung der Fläche
kann man dann direkt ausgehen von der in Artikel 2 ge-
gebenen Definition der E^ : Man konstruiert über jedem Kreis
der Reihe einen senkrechten Cylinder und schneidet diesen

Cylinder mit einer ihm projektiv zugeordneten Parallelebene
zur Koordinatenebene äv/. Der Ort der so entstehenden Quer-
schnittkurven ist die E..4

Die Gleichung eines Kreises in der Ebene «j/, welcher
der Reihe angehört, lautet

fs—n/ + y*=ÄV (1)
wo p die Abscisse des Mittelpunktes und 7c die charakteristische
Konstante der Kreisreihe ist. Im räumlichen Koordinatensystem
stellt (1) die Gleichung des senkrechten Cylinders über dem
Kreis der Reihe dar. Bei variablem p stellt die Gleichung
die Gesamtheit der Cylinder über den Kreisen der Reihe dar.
Zu jedem Wert des Parameters p gehört ein und nur ein
Cylinder der Reihe und umgekehrt.

Die Gleichung einer Ebene parallel «y lautet
* X (2)

Auch hier sind die Ebenen parallel in eindeutiger Weise
mit dem Parameter X verbunden.

Sollen nun die Cylinder der Reihe diesen Ebenen projektiv
zugeordnet sein, so muß zwischen den Parametern X und p
eine bilineare Gleichung bestehen

a X p —(— ß X —(— y {x 5 ö
Setzt man fest, daß die 3 folgenden Parameterpaare korrespon-
dierende sein sollen
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{i 0 À a

{i —- OO X 0

{1 6 X CO,
so geht die Proiektivitätsgleichune: über in

Xfti —&) + «& 0 (3)
Diese Projektivitätsgleiehung hat folgende geometrische-

Bedeutung : a: (x, // 0, « X sind die Koordinaten des

Mittelpunktes desjenigen Kreises, welcher durch die Ebene
« X aus dem korrespondierenden Cylinder der Reihe ge-
schnitten wird. Die Gleichung (3) sagt aus, daß der Ort dieses

Mittelpunktes eine gleichseitige Hyperbel ist, welche die Gerade
« 0 und die Gerade x 6 zu Asymptoten hat und die 0-Axe
in einem Punkt schneidet, welcher die Entfernung « vom
Ursprung des Koordinatensystems hat.

Durch Elimination von X und p aus den Gleichungen
(1), (2) und (3) ergibt sich die Gleichung der :

(X0— 60 -j- «&/* -j-^ 0^ — 6" (le;— 0 (4)
Die Gleichung kann auf die Form gebracht werden

<V —Or.e'*=0 (5)
wobei Cy ~ 0 (x——f-

Cj, EE5 7/6(0—«)-f-2/0 0 — 7c«6

C'a, 716(0—oj— ,(/0 0('/c6 — //_)— 7ca&

Die Poljmome Cy C^ und C'^ gleich Aull gesetzt stellen-
demnach gleichseitig-hyperbolische Cylinder dar; die Erzeugen-
den des ersten sind parallel zur //-Axe, diejenigen der beiden
andern sind parallel zur x-Axe. Alle 3 Cylinder haben die
Ebene x// zur einen Asymptotenebene.

Aus Gleichung (5) folgt, daß betrachtet werden kann
als Enveloppe der folgenden Keihe von Flächen zweiten Grades r

Çç —|— ,2 î/ Oy —J— ^ 0 a- — (9 (6)
wobei 7 einen Parameter bedeutet. Jede Fläche dieser Reihe
ist ein gleichseitig-hyperbolischer Cylinder, dessen eine Asym-
ptotenebene die Ebene 0 0 ist.

Bedeutet 7 einen beliebigen festen Parameterwert, so be-
stehen für die Punkte der Durchdringungskurve der dem Wert
7 entsprechenden Fläche C der Reihe mit ihrer unendlich
benachbarten Fläche die 2 Gleichungen

Cj, -j- 7 C ^ 0 |
C, + < Cy 0 J
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Durch die Durchdringungskurve dieser beiden Flächen
geht auch die Fläche

0 {*,(7—+ + J 0,

welche sich zusammensetzt aus der Ebene 0 0 und aus der
Ebene

P ^ (7 — 5 fcîf-+ + a- (7c - 7t: 7-; 0 (7)
Man hat also den Satz : Die Fläche

C=C,.-|- 57 C„ +7* 6", 0
berührt die längs der doppelt gelegten unendlich fernen
Geraden der Ebene .«/ und nach einer gleichseitigen Hyperbel,
deren Ebene gegeben ist durch die Gleichung (7). Diese
Gleichung ist in 7 quadratisch; daher gehören zu jeder Ebene
durch die 0-Axe 2 Flächen der Reihe, d. h. jede Ebene durch
die 0-Axe schneidet 7^, nach 2 gleichseitigen Hyperbeln.

Die Untersuchung der letztern Querschnitte wird wohl am
einfachsten, wenn man mit der ursprünglichen Gleichung (4) eine
Umformung vornimmt. Setzt man i—7c^=7c,'^, so läßt sich die
Gleichung (4) auf die Form bringen

0-(hU + 7r — 5 J— 7c, - «Ô 0 —7c, &) -)- ^«0)^ 0

,'C j.iA ./-D,*.

oder endlich
(.»0 - V&0+ V«7>) — *iV) 0 (8)
Die Gleichung der Tj, läßt sich also auf die Form bringen

—*ü_g-=0 (9)
wo G 0 und 77= 0 Flächen zweiten Grades darstellen.

Dies ist zugleich die charakteristische Form der Gleichung
einer Fläche vierter Ordnung, für welche der Querschnitt von
0 ö und G 0 ein Dpßöe77ce(/e7s«7m777 ist. Im vorliegenden
Fall stellt G 0 einen gleichseitig-hyperbolischen Cylinder
dar, welcher 0 0 zur einen Asymptotenebene hat. Es folgt
hieraus, daß der Doppelkegelschnitt der 7^, aus 2 unendlich
benachbarten unendlich fernen Geraden besteht. Die Fläche
77=0 zerfällt im vorliegenden Fall in die beiden Ebenen

7c
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Aus Gleichung (8) folgt, daß diese beiden Ebenen singulare
Tangentialebenen der Fläche sind; sie berühren die iF, längs
den beiden gleichseitigen Hyperbeln, welche sie aus dem

Cylinder Gr 0 schneiden.
Um nun den Schnitt der iF, mit einer durch die «-Axe

gehenden Ebene zu untersuchen, setze man in Gleichung (8)
2/ —

dann geht die Gleichung über in

(s#—— (H .a;*/ 0

wobei H =!'&* —
Der Querschnitt der IF, mit der Ebene besteht

also aus den 2 Kegelschnitten, welche die Ebene aus den

folgenden Flächen zweiten Grades schneidet:

£ I (T -f-M') ,r — 70j- 5 j 4- /ty <9

0 |fl—A; a;—j -f-Ä,-a6=0
Die beiden Gleichungen stellen 2 gleichseitig-hyperbolische

Cylinder dar, für welche £ 0 eine gemeinschaftliche Asym-
ptotenebene ist. Die Gleichungen der 2 andern Asymptoten-
ebenen werden erhalten, wenn man die Linearfaktoren des

Ausdrucks
—,2foc-|- 7c,-

gleich Null setzt. Hieraus ergibt sich eine andere Konstruktion
der beiden zur «-Axe parallelen Asymptoten des Querschnittes :

der Cylinder der am Anfang dieses Artikels betrachteten Keihe,
welcher dem Parameter (j, & entspricht, hat die Gleichung

Zur Bestimmung der Mantellinien, in welchen dieser
Cylinder -von der Ebene î/ aa: geschnitten wird, bekommt
man dann die Gleichung

(2 -+- er) 5 6 a -j- it, * Ô * 0
D. h. die zur «-Axe parallelen Asymptoten der beiden

gleichseitigen Hyperbeln in der Ebene ax sind die in
dieser Ebene liegenden Erzeugenden des obigen Cylinders.
Da die beiden andern Asymptoten der 2 gleichseitigen Hyperbeln
zusammenfallen in die Schnittlinie von y aurait £ 0 und
beide Kurven die «-Axe schneiden in dem Punkt, welcher vom
Ursprung die Entfernung a hat, so ist durch diese Angaben
der Querschnitt der .F, mit der Ebene î/ ax völlig bestimmt.



Die Konstruktion der P^, welche aus der Betrachtung
dieser Querschnitte folgt (Artikel 5), führt ohne Schwierig-
keiten zur Darstellung der Koordinaten eines Punktes der
Fläche als Funktionen von 2 Parametern.

Zu bemerken ist noch, daß die Umformung, welche zu
Gleichung (8) geführt hat, nicht möglich ist für 7c., 0, d.h.
7c 1. In diesem Fall hat man eine Reihe von sich berühren-
den Kreisen und die P, zerfällt in die Ebene 0 0 und in
die Fläche dritter Ordnung

« — ,20a: (0— ff) 0

7. In der nachfolgenden Untersuchung braucht man die
ersfe Po7a?*/7«e7îg rZe»* P^ //»• cfe« î»î8»â'c7» /erwen P«»7rf der
0-H;re, d. h. für den Doppelpunkt der P^. Diese Fläche
Pg kann analytisch oder geometrisch untersucht werden. Die
bequemste Gleichungsform ergibt sich aus Gleichung (8) des

vorigen Artikels, nämlich

P,=(0.r—Äq - 00 -f- 7Cj -«0; (x—Jkj *6;—«2— 7,q y; 0

Diese Gleichung ist erfüllt für :

1) 0.« Äq2&£_j_&j2ß£ _ 0 0 0

D. h. Pg enthält 2 unendlich ferne unendlich benachbarte
Gerade in der Ebene 0=0 oder P„. Die Ebene P, ist also
eine singulare Tangentialebene der gesuchten Fläche.
2) ,r — Äq20 0 und 0 0

D. h. P, enthält die Gerade der Ebene »3/ von der
Gleichung ,r—7c^0 0. Diese ist die Polare des Ursprungs S
in Bezug auf den Gegenkreis P.
'3) 0£—7c^00-|-7iq2«0 0 und 7c2«2—- 0

D. h. Pg enthält die beiden Hyperbeln, nach denen P^
von den 2 singulären Tangentialebenen berührt wird.
4) 3 — 7c/0=0 und ft2a;2_Ä^2 0

D. h. P, enthält auch die zur Ebene «3/ senkrechten
Asymptoten der unter 3) erwähnten Hyperbeln.

Außerdem hat Pg die imaginären Kreispunkte der Ebene

,-rj/ zu Doppelpunkten und die Verbindungslinien dieser beiden
Punkte mit dem Doppelpunkte sind 2 der Fläche an-
gehörige Gerade.

Diese Eigenschaften ergeben sich auch geometrisch einfach.
Eine Gerade senkrecht zur Ebene 2:3/ schneidet P, außer

im Doppelpunkt noch in 2 weitern, im allgemeinen im



Endlichen liegenden Punkten. Der Ort der Mitten der durch
diese Punktpaare begrenzten Strecken ist die Fläche Fb. Aus
dieser Definition ergeben sich auch die oben gefundenen Geraden
und Kurven. Für die Darstellung der Fläche ist von "Wich-

tigkeit, daß sie von jeder Parallelebene zu P„ geschnitten
wird in einem Kreis und in der allen diesen Ebenen gemein-
samen unendlich fernen Geraden. Die Mittelpunkte dieser
Kreise liegen auf einer gleichseitigen Hyperbel, welche mit
der Hyperbel der Mittelpunkte M;* der Pj die Asymptoten
gemein hat. Ueberdies halbiert die neue Hyperbel die zur
Ebene Pj, parallelen Segmente der ersten Hyperbel zwischen
der Kurve und der zu senkrechten Asymptote.

Sämtliche Kreise der P., stützen sich auf die unter 4)
konstruierten beiden Geraden. Die Projektionen dieser Kreise
auf die Ebene P„ bilden daher ein Kreisbüschel, dessen Basis-

punkte die Berührungspunkte der aus S an den Gegenkreis
P gelegten Tangenten sind.

Fig. 2 gibt eine Anschauung der Fläche P,. Die Kurve
(py ist ihr Schnitt mit der Normalebene zu P,, durch ».
Konstruiert man über jeder Sehne ?7F als Durchmesser einen
Kreis, dessen Ebene parallel P„ ist, so erfüllen diese Kreise
die P.

II.
8. Nach den im vorigen Abschnitt gemachten vorbereiten-

den Untersuchungen bietet nun die eigentliche Aufgabe keine
wesentlichen Schwierigkeiten mehr. Das Erzeugnis der beiden
projektiven Kreisreihen Fl und AT' ist nach Artikel 2 die
Orthogonalprojektion der Durchdringungskurve achter Ordnung
Pg des Kegels zweiten Grades 7P mit der Fläche vierter
Ordnung auf die Ebene P„, also eme acAfer OrP

Cg.

Die imaginären Kreispunkte der Ebene P'„ sind dreifache
Punkte der Kurve Pg, weil p dreifach und /P einfach durch
diese Punkte gehen. Die unendlich ferne Ebene trifft Pg in
2 weitern, einfachen Punkten ; es sind die 2 weitern Schnitt-
punkte der Linien aus P^ nach den imaginären Kreispunkten
der Ebene mit dem Kegel PP Da die Projektionen dieser
beiden Punkte aus auf P„ ebenfalls in die imaginären
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Kreispunkte fallen, so ergibt sich, daß diese Punkte vierfache
Punkte der Cg sind.

Die 8 Schnittpunkte der Cg mit einer beliebigen Geraden ,9

der Ebene A„ ergeben sich so : Die Kormalebene durch <7 zu
jEq trifft Aj in einer Kurve von der vierten Ordnung und
den Kegel 70* in einem Kegelschnitt. Die Projektionen der
Schnittpunkte der C, mit diesem Kegelschnitt sind die ge-
suchten Punkte. Ct ist eine rationale Kurve, denn sie hat
einen Berührungsknoten im unendlich fernen Punkt von 9 und
einen gewöhnlichen Doppelpunkt in der Richtung senkrecht
zu ,9. Die Asymptote des Berührungsknotens ist die Linie ,9,

die Asymptoten des Doppelpunktes sind die Senkrechten zur
Ebene in den Schnittpunkten von 9 mit dem Gegenkreis iL
Geht 9 durch S oder so reduziert sich die Aufgabe achten
Grades auf 2 Aufgaben vierten Grades. Wenn nämlich ,9

durch $ geht, so zerfällt Cj in 2 gleichseitige Hyperbeln.
Man hat also dann die Schnittpunkte eines beliebigen Kegel-
Schnittes mit 2 gleichseitigen Hyperbeln zu bestimmen. Geht 9
durch S,, so zerfällt der Kegelschnitt in ein Linienpaar. Man
hat also dann die Schnittpunkte von 2 geraden Linien mit
einer zu suchen.

Interessant ist die Bestimmung der Schnittpunkte der
Yerbindungslinie mit Cg. Diese Aufgabe achten Grades
reduziert sich auf 4 quadratische Aufgaben : man hat 2 gleich-
seitige Hyperbeln mit 2 Geraden zu schneiden. Es sind also
4 mal die Doppelpunkte von 2 vereinigten projektiven Punkt-
reihen zu bestimmen. Die Bestimmungselemente dieser 4 Paare
von vereinigten projektiven Reihen auf S!S^=s lassen sich
durch folgende Ueberlegung finden: Der Gegenkreis ()' ist
die Schnittkurve des Kegels 10* mit der Ebene A„ ; er werde
von s geschnitten in den Punkten §'1 und S' sei der
entsprechende Kreis der zweiten Reihe zum Nullkreis S der
ersten Reihe, a'j und a'g dessen Schnittpunkte mit s, wobei
a', der homologe Punkt zu Ç'j und der homologe Punkt
zu (J'2 sein soll. Dann sind die 4 vereinigten projektiven
Reihen folgendermaßen bestimmt:
1) iüj und $'1 sind Gegenpunkte, £ und a'j ein Paar,
2) -^-2 » $ 1 » » } ^ ^ 1 » «5
ö) -^1 Ç 2 » » ^ ^ 2 » » >

4) -Bg, „ <2'2 » » s „ a'2 „ „
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Sind Z,Z,*, Z„ Z,*, Z, Z,*, ZjZ_j* die 4 Paare von Doppel-
punkten, so bestehen also die Beziehungen: Z, F^ Z',*;
Z, F, (?', Z,* ; Z, F, Ç'„ Zj* ; Z, F, Q'g Z,*.

9. Fowstfnf/cfe'ow der Taragrewte if m eiwem Pim/de P der C„.
Die Tangente t in einem Punkt P der C<, ist die Projektion
der Tangente if* im Punkt P* an die Fg. Sie ist also die

Projektion der Schnittlinie der Tangentialebene in P* an den

Kegel ZZ'^ und der Tangentialebene in demselben Punkt an
.Fj. Nun können leicht die Spuren dieser Tangentialebenen
auf der Ebene F„ angegeben werden. Es sei Dt der homologe
Punkt zu P auf dem Gegenkreis F und Q' der homologe
Punkt zu P auf dem Gegenkreis Ç'. Die Tangente in £}' an

ist dann die Spur der Tangentialebene in P* an ZT'-. Nach
Artikel 4 findet man die Spur der Tangentialebene in P*
an Fj, wenn man durch den symmetrischen Punkt zu Dt in
Bezug auf P die Parallele zieht zur Tangente in Dt an den
Kreis F. Der Schnittpunkt dieser 2 Spuren ist der Durch-
stofipunkt der Tangente if* mit der Ebene F„, also ein Punkt
der gesuchten Tangente Z Denkt man sich die Kreise ZZ der
ersten Reihe als Projektionen der Querschnitte eines Kegels
mit den zur Bildebene parallelen Ebenen und die Kreise ZZ'

der zweiten Reihe als Projektionen der Querschnitte derselben
Ebenen mit einer F^, so ergibt sich ein neuer Punkt der
gesuchten Tangente, wenn man die Tangente in Dt an den
Kreis F schneidet mit der Parallelen zur Tangente in Q' an den
Kreis durch den symmetrischen Punkt zu Q' in Bezug auf P.
(v. Fig. 3.) Aus diesen beiden Tangentenkonstruktionen ergibt
sich eine neue, welche symmetrisch ist in Bezug auf beide Kreis-
reihen: Man konstruiert die Tangenten in P an die
Kreise ZZ und ZZ', aus denen P entstanden ist, ebenso
in Dl die Tangente an den Gegenkreis F und in Q'
die Tangente an den Gegen kreis Dann bilden
diese 4 Tangenten ein Parallelogramm. Die Tangente
t in P an Cg ist die Parallele zu der nicht durch P
gehenden Diagonale dieses Parallélogrammes.

Andere Tangentenkonstruktionen ergeben sich, wenn man
den Durchstofipunkt von if* nicht mit der Ebene F^, sondern
mit andern zu F„ parallelen Ebenen bestimmt. Es eignen
sich hiezu hauptsächlich die Parallelebenen durch N* und Sj*
zu F',.



Es ergibt sich beispielsweise die folgende andere Tangenten-
konstriktion : E sei der Mittelpunkt der Strecke 910'. Man
ziehe durch den Punkt <Sj die Parallele zu EP bis zum
Schnitt mit PS. Die Parallele durch diesen Schnittpunkt zur
Tangente in P an ET trifft die Parallele durch zur Tangente
in P an ET' in einem Punkt der gesuchten Tangente t.

Oder allgemeiner: Man ziehe durch irgend einen Punkt
von PSj die Parallele zu EP bis zum Schnitt mit PS. Die
Parallele durch diesen Schnittpunkt zur Tangente in P an ET

trifft die Parallele durch den angenommenen Punkt zur Tangente
in P an ET' in einem Punkt der gesuchten Tangente in P.
Analog, wenn man ausgeht von einem beliebigen Punkt der
Geraden PS.

Zu bemerken ist noch, daß die Kurve Cg 4 vierfache
Tangenten hat, die 2 Paare gemeinsamer Tangenten der
2 Kreisreihen.

10. Ehe 6 EoKoeTjtwj/Se cier Cg. Es wurde gezeigt, daß
die imaginären Kreispunkte vierfache Punkte der Cg sind.
Es soll bewiesen werden, daß die Kurve außerdem noch
6 Doppelpunkte besitzt. Um die Anzahl der Doppelpunkte
der Cg zu bestimmen, hat man die Anzahl der scÂewîèarOT

EoppeZjMm7efe der Eg zu suchen bezüglich des angenommenen
Projektionszentrums, d. h. bezüglich des Punktes E^ • Oder
mit andern Worten: man hat zu bestimmen die Anzahl der
Bisokanten der _ßg, welche durch den Punkt E^ gehen.

Ein Strahl a durch das Projektionszentrum trifft die Ej
außer in E^ in 2 weitern Punkten A und A.,, welche im
allgemeinen im Endlichen liegen. Derselbe Strahl a trifft den

Kegel ET^ in 2 Punkten E und Ej. Der Mittelpunkt der
Strecke AAj sei 21, dann ist der Ort von 21 die erste Polar-
fläche des Projektionszentrums bezüglich der E^, also eine
Fläche dritter Ordnung Pg (Artikel 7). Der Mittelpunkt der
Strecke EEj sei 39; dann ist der Ort von 39 eine Ebene, die
Polarebene P des Projektionszentrums bezüglich des Kegels ETE

Unter den Strahlen durch das Projektionszentrum gibt es

einfach unendlich viele, für welche die beiden Punkte 21 und 23

zusammenfallen. Diese Strahlen erfüllen eine Cylinderfiäche,
deren Leitkurve der Querschnitt von P mit Pg ist, also eine

Cylinderfiäche dritter Ordnung. Zu den Erzeugenden dieser
Fläche gehören auch die gesuchten Bisekanten der Eg. Die



Schnittkurve dieses Cylinders mit der Projektionsebene P^ gellt
also durch die Doppelpunkte der Cg. Die so entstehende Kurve
dritter Ordnung F., soll heißen: die Puree der scÄewöare»

-Do^peZjwÄe. Sie kann auch betrachtet werden als Projektion
des Querschnittes von P mit P„.

Die Kurve F., hat mit C„ 24 Punkte gemein. Von
diesen fallen 12 in die imaginären Kreispunkte, wie folgende
Ueberlegung zeigt : Nach Artikel 8 sind die imaginären Kreis-
punkte der Projektionsebene dreifache Punkte der Pg und
vierfache Punkte der Cg, weil noch je ein Punkt der Pg in
die Kreispunkte projiciert wird. Die imaginären Kreispunkte
sind also eine Vereinigung von je einem dreifachen Punkt
mit 8 scheinbaren Doppelpunkten. Die Kurve F.. muß daher
in den imaginären Kreispunkten eine Berührung zweiter Ord-

nung haben mit der Projektion desjenigen Zuges der Pg,
welcher nicht in "Wirklichkeit, sondern bloß in der Projektion
durch die Kreispunkte der Projektionsebene geht. Die ima-
ginären Kreispunkte absorbieren also 2(34-3) Schnittpunkte
von F., und Cg. Die Anzahl der Doppelpunkte von Cg ist
also |-(24—12) 6. Pie Cg ist somii eom G-esefefeeÄif j? 3.
Es folgt hieraus nach einem Satz von HarwacÄ*, daß die
Kurve aus vier geschlossenen Zügen bestehen kann. Diese

Eigenschaft ergibt sich übrigens durch die bloße Rauman-
schauung.

11. Es handelt sich noch um die Konstruktion der Kurve
Fg. Sie ist die Projektion des Querschnittes der Polarfläche
P, mit der Polarebene P auf die Ebene P^. Diese Projektion
läßt sich in einfacher "Weise aus den auf der Ebene P<,

gegebenen Größen konstruieren.
Eine beliebige Ebene P parallel P„ schneidet Pg nach

einem Kreis Z7* (und nach einer unendlich fernen Geraden)
und die Polarebene P nach einer Geraden «*. Dieser Strahl
e* ist die Polare des Fußpunktes der Senkrechten aus der
Kegelspitze iSj* auf der Ebene P in Bezug auf denjenigen
Kreis P'*, welcher durch die Ebene P aus dem Kegel P^
geschnitten wird. 27* und e* schneiden sich in 2 Punkten,
deren Projektionen auf Fg liegen. Nun sind durch die Ebene

' Ueber die Vielteiligkeit der ebenen algebraischen Kurven.
Mathematische Annalen, Band X.
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7? die Kreise 77* und die Geraden «* einander projektiv
zugeordnet. Die Projektionen der Kreise 77* bilden nach
Artikel 7 ein Büschel, dessen Grundpunkte Gy und Cr, die

Berührungspunkte der Tangenten aus S an den Gegenkreis
77 sind. Die Projektion der Geraden »*, also die Linie z>,

ist die Polare des Punktes in Bezug auf den Kreis AT',
die Projektion des obigen Kreises TT'*. Die sämtlichen Linien
» bilden also ein Büschel von Parallelen. Das Büschel der
Kreise 77 und das Büschel der Geraden v sind projektiv;
ihr Erzeugnis ist die Kurve 17,. Man kann 3 Paare dieser
Projektivität angeben:

1) Dem Kreis 77, durch den Punkt G entspricht die Polare
«y des Punktes £, in Bezug auf denjenigen Kreis 2'
der zweiten Reihe, welcher dem Nullkreis N der ersten
Reihe entspricht.

2) Dem Kreis 77^ entspricht als ^ der unendlich ferne
Strahl des Büschels. Dieser Kreis berührt also Tg in
den imaginären Kreispunkten. Sein Mittelpunkt ist der
Doppel brennpunkt von 17,. Dieser Punkt ist nach Artikel
10 auch ein singulärer Brennpunkt der C<,.

3) Dem unendlich großen Kreis 77g des Büschels entspricht
als «g die Polare von <Sj in Bezug auf den Gegenkreis $'•
Die Elemente 77g und sind die Querschnitte der
Projektionsebene 77„ mit der Fläche 77, und mit der
Ebene P. Die Gerade «g ist die reelle Asymptote der
Kurve ; ihr Tangentialpunkt ist der Schnittpunkt der
Geraden «r, und 77g. (v. Fig. 4.)

Durch diese 3 Paare ist die Projektivität der beiden
Büschel bestimmt ; von Tg kennt man dadurch schon mehr
Elemente als zur Bestimmung notwendig sind.

12. In ebenso einfacher Weise läßt sich eine zweite
Kurve F konstruieren, welche durch die gesuchten Doppel-
punkte geht. Betrachtet man nämlich die Kreise 77 der ersten
Reihe als Projektionen der Querschnitte eines Kegels mit
den zur Bildebene parallelen Ebenen und die Kreise TT' der
zweiten Reihe als Projektionen der Querschnitte einer
mit denselben Ebenen, so zeigt die analoge Ueberlegung,
daß die Doppelpunkte der <7, auf einer neuen Kurve dritter
Ordnung liegen, welche ebenfalls dargestellt werden kann
als Erzeugnis eines Kreisbüschels und eines dazu projektiven
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Büschels von unter sieh parallelen Strahlen. Die Kreise C
des neuen Büschels gehen durch die Berührungspunkte der
Tangenten ans Ä, an den Gegenkreis (?'. Die Strahlen r'
des neuen Büschels sind die Polaren des Punktes S in Bezug
auf die Kreise K der ersten Reihe. Die 3 Paare entsprechen-
der Elemente Z7' r', welche die Projektivität bestimmen, sind
die folgenden:

1) sei der Kreis des Büschels, welcher durch geht;
diesem entspricht die Polare von S in Bezug auf
den Kreis Sj der ersten Reihe, welcher dem Nullkreis

der andern Reihe korrespondiert.
2) Dem Gegenkreis $'= 77'^ entspricht der unendlich ent-

fernte Strahl des Büschels als Der Mittelpunkt
dieses Kreises ist demnach der Doppelbrennpunkt der
Kurve I"„ und zugleich ein singulärer Brennpunkt der Cg.

3) Dem unendlich großen Kreis 77'., des Büschels entspricht
als «'g die Polare von $ in Bezug auf den Gegenkreis
77. Es ist also die Yerbindungslinie Gy 6r„ 77„ die
reelle Asymptote von I",. und der Schnittpunkt der Ge-
raden 77'g und r'g ist der zugehörige Tangentialpunkt.
Damit ist auch die Kurve T'„ vollständig bestimmt.

Die Kurven II, und f., sind zirkulär und haben den-
selben Tangentialpunkt für die reellen Asymptoten. Die
6 übrigen gemeinsamen Punkte dieser beiden Kurven
dritter Ordnung sind die Doppelpunkte der Cg.

Aus der Konstruktion folgt, daß die 6 Doppelpunkte
der Cg im allgemeinen nicht auf einem Kegelschnitt liegen.
Sie liegen auf einem Kegelschnitt, wenn die Zentralen der
beiden Kreisreihen dieselbe Richtung haben.

13. FF7r7c7Zche der 17g «md _Dp£>j3eZptm7cfe

«wfôfer Ar7 der Cg. Die projektive Beziehung der beiden
Kreisreihen kann so spezialisiert werden, daß die Kurve Cg

noch weitere Doppelpunkte, jedoch von anderem Charakter
als die bereits gefundenen, besitzt. Die gegenseitige Lage
der Flächen 7f- und IF, kann derart sein, daß die Durch-
dringungskurve J7g t«'r7cZZc7te DoiJpeTpwti&fe aufweist. Die aus
solchen hervorgehenden Doppelpunkte der Cg sollen DojtpeZ-

0«e«fer MrZ der Cg genannt werden. Die Durch-
dringungskurve von 2 Flächen bekommt einen wirklichen
Doppelpunkt, wenn die beiden Flächen sieh in einem Punkt



berühren; d. h. wenn beide Flächen in einem gemeinsamen
Punkt dieselbe Tangentialebene haben oder wenn ein Doppel-
punkt der einen Fläche auf der andern Fläche liegt.

Die Kurve Cg wird also Doppelpunkte zweiter Art be-
kommen, wenn die projektiven Kreisreihen so gewählt sind,
daß und A* in einem gemeinsamen Punkt dieselbe Tangen-
tialebene haben oder wenn N* auf A- oder endlich <Sj* auf
2^ liegt.

Der Fall, daß der Doppelpunkt auf A^ liegt, kann
hier nicht in Betracht kommen, weil dann die Ordnung von
Og um 2 Einheiten verringert würde.

Die beiden letzten Kriterien für das Auftreten eines
Doppelpunktes zweiter Art sagen aus :

Wenn der Kreis 2' der zweiten Reihe, welcher dem
Nullkreis N der ersten entspricht, durch N geht, so ist $ ein
Doppelpunkt der Cg oder wenn der Kreis S-, der ersten Reihe,
welcher dem Nullkreis $, der zweiten entspricht, durch Sj
geht, so ist Sj ein Doppelpunkt der Cg. Es bleibt noch zu
untersuchen, welche Bedingung erfüllt sein muß, damit
und A'^ in einem gemeinsamen Punkt dieselbe Tangential-
ebene haben. Soll P* diese Eigenschaft haben, so müssen
durch P 2 korrespondierende Kreise AT und AP der beiden
Reihen gehen, welche sich in P berühren. sei die Tangente,
nach der die Berührung stattfindet. Ist 91 der homologe
Punkt zu P auf dem Gegenkreis A, so ist die Parallele q'

zu yj durch den symmetrischen Punkt zu 91 bezüglich P die

Spur der Tangentialebene der in P* auf der Projektions-
ebene A„. Die Verbindungslinie iSjP muß in dieser Tangential-
ebene liegen ; ihr Durchstoßpunkt muß sich somit auf q'
befinden. Konstruiert man also den Gegenkreis 1/ so, daß

er im Schnittpunkt von q' und <SjP die Linie q' berührt, so
haben AT' und A^ in P* eine gemeinsame Tangentialebene
und dem zufolge Cg in P einen Doppelpunkt zweiter Art.
Das Kriterium für einen Doppelpunkt zweiter Art ist also

folgendes: P ist ein Doppelpunkt zweiter Art für Cg,

wenn die Kreise A und A', aus denen P entstanden
ist, sich in diesem Punkt berühren und die Tangente,
nach der diese Berührung stattfindet, in der Mitte
liegt zwischen der homologen Tangente r des Gegen-
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kreises P und der homologen Tangente q' des Gegen-
kreises ()'.

Durch das Vorhandensein eines Doppelpunktes P wird
das Geschlecht der Cg um eine Einheit reduziert.

Durch Vereinigung von Doppelpunkten zweiter Art mit
solchen erster Art können auch höhere Singularitäten, näm-
lieh dreifache und vierfache Punkte der Cj, hervorgebracht
werden. Die Untersuchung der einzelnen Fälle ist interessant,
würde aber hier zu weit führen. Ein Beispiel mag genügen.
Es soll gezeigt werden, wie die Annahmen zu treffen sind,
damit Cg die Punkte $, iSj und einen beliebigen Punkt P zu
Doppelpunkten zweiter Art hat.

Für diesen Fall muß also <?* auf AT- und S,* auf Pj
liegen; ferner müssen 7V und A^ in P* eine gemeinsame
Tangentialebene haben.

Von der ersten Kreisreihe seien gegeben: S, der Gegen-
kreis P, der Kreis AT, auf welchem P liegen soll und end-
lieh der Kreis 2j, welcher dem Nullkreis S, der zweiten
Reihe entsprechen soll. Dann ist durch diese Angaben die
zweite .Reihe zweideutig bestimmt.

Die Spitze $,* des Kegels AP muß liegen in der Tangential-
ebene in P* an A^ und auf dem Kreis 2,*, dessen Projektion
Sj ist. Dieser Punkt ist also einer der beiden Schnittpunkte
der Tangentialebene mit 2j*. Man findet die Projektion
dieser Punkte durch folgende Ueberlegung : sei die Tangente
von AT in P, q' die Spur der Tangentialebene auf AJ„, »*^0

die unendlich ferne Gerade der Ebene und endlich s die

Projektion der gesuchten Schnittlinie der Tangentialebene
mit der Ebene des Kreises 2,*. Dann ist die letztere Gerade
bestimmt durch die Projektivität :

wobei ATqo der unendlich große Kreis der Reihe ist. Das
Büschel der 4 Strahlen muß also zur Reihe der Mittelpunkte
jener 4 Kreise projektiv sein, wodurch s eindeutig bestimmt
ist, da alle andern Elemente bekannt sind. Schneidet man
jetzt s mit 2^, so ist einer dieser beiden Schnittpunkte der
gesuchte Punkt Sj. Es sei ferner a die Projektion der
Schnittlinie der Tangentialebene mit der Parallelebene zu
durch den Punkt Sj*. Zur Bestimmung von a hat man die

Projektivität:
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(2?q'Too a) (71/^30-RS)
a ist dadurch eindeutig bestimmt. Verbindet man nun
mit jP, so ist der Schnittpunkt dieser Linie mit a die Projektion
des Durchstoßpunktes der Linie ä,*_P* mit der Parallelebene

zu 7J, durch den Punkt $*. Konstruiert man also jetzt den

Kreis, welcher im Schnittpunkt von P mit a die Linie a
berührt und durch S geht, so ist dieser Kreis 2', d. h. der-
jenige Kreis der zweiten Reihe, welcher dem Nullkreis $ der
ersten entspricht. Dadurch ist die zweite Kreisreihe den

Bedingungen der Aufgabe gemäß bestimmt. Zu bemerken
ist noch, daß der Gegenkreis ()' die Linie q' im Schnittpunkt
mit der Linie »Sj P berührt.

Die hier entstehende Cg ist rational. Wenn man diese
Kurve nach reciproken Radien transformiert und als Mittel-
punkt der Transformation einen Doppelpunkt der Cg annimmt,
so erhält man eine spezielle Kurve sechster Ordnung mit
10 Doppelpunkten, wovon 2 in den imaginären Kreispunkten
liegen. Es ergibt sich hieraus eine verhältnismäßig einfache
Konstruktion dieser ausgezeichneten Kurve sechster Ordnung.

14. Derjenige Fall ist noch besonders zu behandeln,
wo für eine oder für beide Kreisreihen die charakteristische
Konstante 7c Z.

a) Für die erste Kreisreihe sei 73SZ, für die zweite
Kreisreihe sei 7c -= f. Die zweite Reihe besteht aus Kreisen,
die sich im Punkt berühren ; d. h. die Kreise bilden ein
Büschel. Der Index dieser Reihe ist I. Nach dem Satz

von de Jonquières ist, demnach das Erzeugnis dieser zwei
Kreisreihen eine Kurve sechster Ordnung. Der Grund dieser
Reduktion der Ordnung des Erzeugnisses um 2 Einheiten
läßt sich aus unserer Raumbetrachtung leicht erkennen. Der
Kegel 70* hat im angenommenen Fall eine Mantellinie, welche
zur Projektionsebene senkrecht steht, d. h. der Doppelpunkt
7)^3 der P, liegt auf dem Kegel TTk Der Punkt Z)^ ist
demnach ein wirklicher Doppelpunkt der i?g. Die Projektion
dieser Z?g ist eine Kurve sechster Ordnung, welche die Kreis-
punkte zu dreifachen Punkten hat und für welche »Sj ein
Berührungsknoten ist. Weitere Doppelpunkte erster Art kann
diese Cg nicht haben; sie ist also vom Geschlecht Z? 2.
Durch Transformation nach reciproken Radien für Sj als
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Mittelpunkt geht die Kurve über in eine mit einem un-
endlich fernen Doppelpunkt.

b) Haben beide Kreisreihen die charakteristische Kon-
stante 7c I, so kann man nach Artikel 6 die erste Reihe
betrachten als Projektionen der Querschnitte einer Fläche
dritter Ordnung Jdj mit den zur Bildebene parallelen Ebenen
und die zweite Reihe als Projektionen der Querschnitte eines
Kegels TP mit denselben Ebenen. Die Durchdringungskurve
beider Flächen ist eine Kurve sechster Ordnung, welche in
den imaginären Kreispunkten der Ebene T5„ und im Punkt
Dqq wirkliche Doppelpunkte hat. Die Projektion dieser Kurve
auf TT,,, also das Erzeugnis der beiden projektiven Kreisreihen,
ist eine bicirkulare Kurve vierter Ordnung, welche durch S
und & geht und in diesen Punkten die Tangenten der beiden
Kreisreihen berührt.

In den Fällen a) und 6) kann man nach der allgemeinen
Methode noch Doppelpunkte zweiter Art erzeugen.

15. Eine lineare Kreisreihe kann auch zu andern Ge-
bilden erster Stufe in projektive Beziehung gesetzt werden,
vorausgesetzt, daß diese Gebilde rational sind. Im Anschluß
an Artikel 14 soll hier das Erzeugnis der projektiven Zu-
Ordnung der Kreise einer linearen Reihe zu den Kreisen eines
beliebigen Büschels untersucht werden.

Die Kreise eines Büschels mit 2 getrennten Grundpunkten
können angesehen werden als Orthogonalprojektionen der Quer-
schnitte eines Hyperboloides TP mit den zur Bildebene parallelen
Ebenen. Das Hyperboloid geht durch das unendlich ferne
Projektionszentrum und ist ein hyperbolisches, wenn die Grund-
punkte reell sind, ein elliptisches, wenn die Grundpunkte
imaginär sind. Die Grundpunkte G und T7 des Kreisbüschels
repräsentieren die Projektionen der 2 durch das Projektions-
Zentrum gehenden Erzeugenden jgr und 7 der Fläche. Die Kreise
der Reihe stellen dann wieder die Projektionen der Quer-
schnitte der zur Bildebene parallelen Ebenen mit einer
dar. Die beiden Flächen 2^ und TP durchschneiden sich in
einer Kurve achter Ordnung, welche die imaginären Kreispunkte
der Bildebene zu dreifachen Punkten und das Projektions-
Zentrum T)^ zu einem Doppelpunkt hat. Die Projektion
dieser Kurve aus ist eine Kurve sechster Ordnung. Die
imaginären Kreispunkte sind dreifache Punkte der Kurve, die
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beiden Punkte G und P sind Doppelpunkte. Weitere Doppel-
punkte erster Art können nicht vorkommen. Die Kurve ist.

also vom Geschlecht 2. G und P sind Doppelpunkte erster
Art, denn ,9 z. B. schneidet 2^ außer in in 2 weitem
Punkten, welche der angehören und deren Projektionen
in G vereinigt liegen.

Die Tangente in einem Punkt P der Cg wird erhalten
als Projektion der Tangente if* im entsprechenden Punkt P*
an die Kaumkurve P^. ist die Schnittlinie der Tangential-
ebenen in P* an und an IP. Die Spur der Tangential-
ebene von in P* auf der Bildebene wird nach Artikel 4
bestimmt als die Parallele zur Tangente in P an den Kreis AT

durch den symmetrischen Punkt zum homologen Punkt 91 in
Bezug auf P. Die Tangentialebene in P* an das Hyperboloid
wird am einfachsten bestimmt durch die 2 durch P* gehen-
den geraden Linien des Hyperboloides. Es sei der Kreis
des Büschels, welcher dem unendlich großen Kreis der Reihe
entspricht, d. h. der Schnitt des Hyperboloides mit der Ebene A7„.
Die Projektionen der 2 Geraden des Hyperboloides durch
P* sind die Yerbindungslinien von P mit den Grundpunkten
G und P des Büschels. Die zweiten Schnittpunkte dieser
Geraden mit dem Kreis Ç' sind die Durchstoßpunkte derselben
mit der Ebene FJ„. Die Verbindungslinie der beiden letzten

0 o
Punkte ist die Spur der Tangentialebene des Hyperboloides
in der Ebene PJg. Wenn man diese Spur mit der frühern
schneidet, so erhält man einen Punkt der Tangente in P an Gg.

Die Konstruktion der Spur der Tangentialebene des

Hyperboloides erleidet eine geringe Modifikation in dem Fall,
wo die Punkte G und P imaginär sind. Man findet dann
die genannte Spur, wenn man zur Verbindungslinie GP be-

züglich P und die Polare von P bezüglich des Kreises den
vierten harmonischen Strahl konstruiert.

16. Zum Schluß dieses Abschnittes möchte ich noch
bemerken, daß die projektiven linearen Kreisreihen auch aus
einem andern Gesichtspunkt betrachtet werden können. Die

PiMer der Punkte einer geraden Linie er-
füllen eine lineare Kreisreihe und umgekehrt können die Kreise

9 Man vergleiche: -Fiedler, Cyklographie oder Konstruktion der
Aufgaben über Kreise und Kugeln, Leipzig 1882.
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einer linearen Reihe stets als die cyklographischen Bilder der
Punkte einer Geraden aufgefaßt werden.

Die Paare entsprechender Kreise RT/i' von 2 projektiven
linearen Reihen können demnach angesehen werden als die
cyklographischen Bilder der Paare entsprechender Punkte von
2 projektiven geraden Punktreihen im Raum.

Man hat also den Satz: Der Ort der Schnittpunkte
der cyklographischen Bilder entsprechender Punkte-
paare von 2 projektiven geraden Punktreihen im
Raum i s t ein e Kur v e ach ter Or d nung vom G esc hl echt 8.

Mit Hülfe des Satzes von cfe tJowgiweres läßt sich die

Ordnung der analogen Kurve bestimmen für den Fall, daß
die projektiven Punktreihen auf Raumkurven beliebiger Ord-
nung iV", resp. TV, gegeben seien. Es ergibt sich der Satz:
Der Ort der Schnittpunkte der cyklographischen
Bilder entsprechender Punktepaare von 2 projek-
tiven Punktreihen auf Raumkurven von der Ord-
nung JVj und JV, ist im allgemeinen eine Kurve von
der Ordnung 4

Die Richtigkeit dieses Satzes geht daraus hervor, daß die
Indices der so entstehenden Kreisreihen gleich sind und
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