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Wissenschaftliche Mitteilungen

Uptimalc ].’riimicnstu[bnsysteme

Von Hans Biihlmann, Ziirich

Zusammenfassung

Iis wird gezeigt, wie die Theorie der sequentiellen Schiitzverfahren die Kon-
struktion von Primienstufensystemen ermaoglicht. Im Rahmen dieser Theorie wird
der «wahre Priimiensatz» als der zu schitzende Parameter aufgefasst, die beobach-
teten Schadenfiille des Iinzelrisilos als Realisationen von Zufallsvariabeln, deren
Verteilungsfunktionen von diesem Parameter abhiingen.

Die konstruierten Priimienstufensysteme werden besonders dann sinnvoll,
wenn iitber der Parametergesamtheit eine a priori Verteilung angenommen wird.
Bemerkenswert ist auch der Umstand, dass mit der Theorie der sequentiellen Schiitz-
verfahren die Hauptformel der «Credibility Theory» hergeleitet werden kann.

Die Anwendungsmiglichkeit der Theorie wird an einem Beispiel im Detail
demonstriert.

1. Yom festen zum variabeln Primiensatz

Priamienrevisionsvorschliige aus verschiedenen Lindern empfehlen
vor allem in der Autohaftptlichtbranche einen fiir den individuellen
Versicherten je nach Schadenverlauf variierenden Priimiensatz. Usanz-
gemiiss spricht man zwar — beispielsweise in der Automobilversicherung

noch oft von einem festen Pramiensatz abztiglich eines variabeln
Bonus (und neuerdings auch zuziiglich eines variabeln Malus), eine Aus-
drucksweise, die aber — wenn auch in threr psychologischen Wirkung
auf den Versicherten moglicherweise verschioden — so doch sachlich mit
dem Begriff ¢variabler Primionsatzy identisch ist.

Mit dem Ubergang vom traditionell festen Primiensatz auf einen
innerhalb einer Primienskala variierenden Primiensatz wird — wie es
auf den ersten Blick erscheint — ein entscheidender Grundsatz der
Risikotarifierung durchbrochen, namlich der, dass alle Bedingungen
fitr die Ubernahme eines Risikos durch den Versicherer zu Beginn der
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Versicherungsdauer unabdanderlich festzulegen seien. Fine verfeinerte
Interpretation dieses Grundsatzes lisst uns aber erkennen, dags ihm
in der Tat auch entsprochen wird, falls die Regeln, nach welchen der
Pramiensatz des ttbernommenen Risikos variiert werden soll, bei Ver-
sicherungsabschluss unabénderlich festgelegt werden. Kin solechesSystem
von Regeln, welches auf Grund der Schadenanfdilligkert des Finzelrisikos
(plus evtl. weiterer char. Merkmale) den Pramiensatz fir eben dieses
Kinzelrisiko schrittwerse festlegt, wollen wir ein Priamienstufensystem
nennen.

Wo steht nun der Aktuar in dieser Entwicklung? lir ist zunichst
einmal mit einem komplett neuen Problem konfrontiert. Bisher ging es
darum, fir ein gegebenes Risiko die richtige feste Primae zu finden;
jetzt soll er fiir dieses Risiko ein optemales Priimaenstufensystem an-
geben. Wie findet man ein solches optimales Primienstufensystem ? Was
heisst optimal ? Fs sind der Fragezeichen viele, welche sich dem Ver-
sicherungsmathematiker hier aufdringen. Und so mehren sich denn
gerade jetzt die wissenschaftlichen Publikationen, welche auf das eine
oder andere Fragezeichen Antwort geben. Von der Fille der I'orschungs-
ergebnisse auf diesem (ebiet profitierend '), mochte ich an dieser
Stelle den Versuch wagen, eine allgemewne theoretische Formulierung
des Primienstufenproblems zu geben, um dann die theoretische Liosung
dieses Problems aufzuzeichnen.

2. Terminologie zur Beschreibung
eines Primienstufensystems

Mit dem Schritt vom festen zum variabeln Primiensatz beschreiten
wir aktuarielles Neuland. Kein Wunder, dass uns fur bestimmte Phi-
nomene in diesem Neuland die sprachliche Formulierung noch fehlt
oder zum mindesten nicht gelaufig 1st. Versuchen wir es einmal!

Halten wir zunichst fest, dass zu einem Pramienstufensystem fol-
gende [ilemente gehoren:

- eine Skala von maglichen Pramiensitzen (moglichen Primienstufen):

S;

1y Inshesondere erwiihnt seien die Arbeiten von Delaporte [1-3] und Ove
Lundberg [4].
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~ Folgen von Beobachtungen tiber die Schadenanfilligkeit jedes Finzel-
risikos in jeder Versicherungsperiode: X, X,, X4, ..., X, (X, =
Schadenbelastung des Iiinzelrisikos in der Versicherungsperiode 1) ;

- eine Folge von Regeln B, (n = 1,9, ...), wobei jedes I?, fiir die n-te
Versicherungsperiode einen bestimmten Wert in & als T'unktion der
Schadenantilligkeiten in den fritheren Versicherungsperioden, d. h.
in Abhingigkeit von X, ..., X, festlegt.

n=

In konzentrierter mathematischer Symbolik wiirden wir sagen, dass
ein Primienstufensystem P durch das Tripel (S, X, R) definiert sei

[) - {6’ x’ }{},

wobel

S = Skala méglicher Pramiensitze (Pramienstufen) gleich Wertevorrat
an Primiensiitzen (Pramienstufen),

X = Gesamtheit aller moglichen Beobachtungsfolgen (N, X,, ..., X))
von Schadenanfilligkeiten des Finzelrisikos,

R = (Ry, By, ..., R,, ...) Folge von Funktionen R,, welche allen
Beobachtungsfolgen (X, X,, ..., X,_) einen Wert in & zu-
ordnen.

Man kann sich nun die I'rage stellen, wie bei gegebenem Wertevorrat
an Primiensiitzen (&) und gegebenen Beobachtungsmoglichkeiten der
Schadenantilligkeiten (X) die Folge der Funktionen I, (n = 1,2, ...) —
in einem noch genauer festzulegenden Sinne «optimaly — gewiihlt wer-
den soll. Das ist das Problem des optimalen Primienstufensystems.

3. Beispiele zum Begriff des Primienstufensystems
A. Der Schwerzer UDI Haftpflichttarf 1963 fiir Personenwagen

Beschrerbung:

i) Dieser Tarif basiert auf folgendem Primienstufensystem:

Priimienstute in Prozent der Grundprimie
5 S
B0 serasmsnsimsmnipimimsss s 280



Primienstufe in Prozent der Grundprimie

i) Die Grundpramie wird auf Grund kollektiver Merkmale, wie z. B.

Steuer-PS des Fahrzeuges, festgelegt.

i) Der Neuhalter beginnt auf Stufe 9.

1v) Nach jedem schadenfreien Jahr sinkt man im folgenden Jahr auf
der Skala win 1 Stufe; pro Schadenfall steigt man im folgenden Jahr

auf der Skala um 3 Pramienstufen an.

Anwendung unserer Terminologe.:

Wie dritckt sich dieses Primienstufensystem in unserer im vorher-
oehenden Kapitel festgelegten Terminologie aus? Mibt andern Worten,
welches Tripel (S, X, B) definiert den UDK-Haftptlichttarit 19639

Iis gilt offenbar

S = Menge der Primienstufen 1 big 21,

X = Gesamtheit aller ganzzahligen endlichen Folgen (X, X, ..

-

X, bezeichnet dabei die Anzahl Unfille des individuellen Risikos

mm Jahre 1,
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R = ordnet jedem X, X,, ..., X, einen Wert in & zu, ndamlich
R, =9

R, = 9—143X,+min(1; X)) = 8falls X, - 0,

12 falls X, = 1,

15 falls X, = 2, ...;

allgemein
n—1

R, = 9—(m—1)+ }1 [3)\‘7%- + min (1; X,i)],
i=1

wobei zusiitzlich noch zu beachten bleibt, dass, falls £, nach dieser
Formel kleiner als 1 resp. grosser als 21 zu wihlen wire, der Rand-
wert 1 resp. 21 einzusetzen ist.

B) Riickversicherung auf Spread-Loss- Basis

Beschreibung:

in Schadenexzedenten-Riickversicherungsvertrag eines Auto-
mobilhaftpflichtportefeuilles sehe vor, dass

1) der Priimiensatz fiir die Riickversicherungsdeckung zwischen 3 und
8 Prozent des Bruttoprimienvolumens des riickversicherten Porte-
feuilles betrage.

1) Innerhalb dieser Minimum-Maximum-Spanne werde der Riick-
versicherungsprimiensatz nach der Formel gerechnet

Riickversicherungs- 100 Kxzedentenschiiden letzte 5 Jahre
primiensatz 75 Bruttoprimienvolumen letzte 5 Jahre -

Anwendung unserer Terminologie:

S = Menge aller Primiensitze zwischen 3 und 8%, (im Gegensatz zum
vorhergehenden Beispiel haben wir es hier mit einer wnendlichen,
stetig zusammenhdngenden Menge zu tun).

X = Gesamtheit aller endlichen I'olgen von Burning-Costs (X, ..., X))
resultierend aus dem 1., 2., ..., n-ten Versicherungsjahr nach

Abschluss des Vertrages (Burning-Cost ist hier als «terminus
technicusy fiir den Quotienten Fxzedentenschiden durch Brutto-
primienvolumen verstanden).
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Bei jihrlich gleichbleibendem Priamienvolumen heissen dann die
Formeln fir R,
R — anlfk'r‘Xrl—Z + N X'n— 5

n ~
2

2

wobel wiederum die Grenzen 3 resp. 8%, einzuhalten sind. (Bel
variterenden Primienvolnina ist der Durchschnitt in der lormel

fiir I3 durch ein cewichtetes Mittel zu ersetzen.
n o

Die Beispiele liessen sich selbstverstindlich in beliebiger IMiille
wiederholen. Insbesondere wire es interessant, auch die folzenden Iille
in unserer Terminologie zu formulieren:
~ Gewinnbeteiligungsklauseln tiir Gruppenversicherungen (Beteiligung

am Sterblichkeitsgewinn).

- Gewinnbeteiligungen fiir Riickversicherungsvertrige.

Die beiden hier angefithrten Kxempel werden aber auch so die
Anpassungsfihigkeit des Tripels (&, X, E) an jegliche Situation, wo
Pramiensitze nach einem Stufensystem variiert werden sollen, zum
mindesten plaugibel erscheinen lassen.

4. FPormulierung des Pramienstufenproblems

Halten wir zunichst noch einmal fest, dass es bet einem Pramien-
stufensystem darum geht, aus den fiir ein bestimmtes inzelrisiko be-
obachteten Schadenbelastungen X, X,, ..., X,_, den fir die n-te
Periode zu wihlenden Prdmaensatz zu bestimmen (Wahl eines Illementes
aus S auf Grund von Beobachtungen in X).

Die Interpretation der X, als Zufallsvariabeln ist naheliegend. (Wir
benutzen hier das gleiche Symbol tiir Zufallsvariabeln und beobachtete
Werte von Zufallsvariabeln.) Der fiir die n-te Periode zu wihlende Pri-
miensatz ist dann ein Funktional der Zufallsvariabeln X, Wir konnen
somit die Aufgabe eines Primienstufensystems auch so beschreiben,
dass es auf Grund der Beobachtungen von X,, X,, ..., X, _| ein be-
stimmtes Funktional der Zufallsvariabeln X, moglichst gut schiitzen
soll. In der Praxis wird man sich vor allem fiir folgende 'unktionale
interessieren:

a) lrwartungswert, ¢) Streuung,
b) Median, d) Tunktionen von «), b) und ¢).
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Um technische Irschwerungen nach Moglichkeit zu wigehen, set
im folgenden nur der I'all ¢) weiterverfolgt, womit — in dieser einge-
engten Sicht — die Aufgabe des Pramienstufensystems schliesslich dazu
roduziert wird, aus den Beobachtungen von X, X,, ..., X, _,, den
Erwartungswert I1(X,) = 9, der Zufallsvariabeln X, moglichst gut zu
schiitzen.

(Einfachheitshalber sei ebenfalls angenommen, dass die @, beliebige
reelle Zahlwerte in einem bestimmten — moglicherweise unendlichen —
Intervall annehmen kénnen.)

Ialls nun aber die Beobachtungen X, X,, ..., X, | hinsichtlich
des Iirwartungswertes /9(X,) = 9, tiberhaupt informative Bedeutung
haben sollen, dann missen die Verteilungstunktionen aller Zufalls-
variabeln X, (k = 1,2, ...) in Relation zuemander stehen. In dieser
Arbeit wird diese Relation durch die Arbeitshypothese H postuliert.

H) «Alle X, sind gleichverteilt und voneinander unabhiingig».

Risikotechnisch besagt diese Arbeitshypothese nichts anderes, als dass
das Primienstufensystem nur wihrend einer solchen Zeitspanne zur
Anwendung kommen soll, als dem Einzelrisiko ein «gleichbleibendes
Risikoverhalten» zugesprochen werden kann.

Damit sind wir zu folgender abstrakter Formulierung des Priimien-
stufensystems gelangt

P) «Gegeben eine IFolge von gleichverteilten unabhingigen Zufalls-
variabeln (Schadenbelastungen in der n-ten Versicherungsperiode)
X, Xy, Xy, o0, X, oo Man bestimine eine Folge von Schatz-
funktionen B, (X, ..., X, ), n=1,2, ..., welche den (gemein-
samen) ,,wahren Krwartungswert I7(X,) = @ sukzessive und - in
einem noch festzusetzenden Sinne — optimal approximieren. 9 ist
dabei ein bestimmtber Wert aus der Gesamtheit & aller moglichen
Priamiensitze.»

5. Die Risikofunktion eines Pramienstufensystems

Jedes Primienstufensystem der hier untersuchten Art versucht
(siche Formulierung P im vorhergehenden Kapitel) den wahren Ir-
wartungswert @& der Belastungen X, X,, ..., X, ... sukzessive
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(d. h. durch die Folge R, R,, ...) zu approximieren. Je niher diese
«Approximationen» beim wahren Frwartungswert @ liegen, desto
besser das Pramienstufensystem oder negativ ausgedrickt, je mehr
die Approximationen vom wahren lirwartungswert ¢ entfernt sind,
desto schlechter das Pramienstufensystem.

158 liegh nahe, den Fehler jeder Approximation I, durch eine nicht
negative Fehlerfunktion It der Differenz R, - & (& — wahrer Frwar-
tungswert) zu messen.

Der Approximationstehler jedes einzelnen Approximationsschrittes
k wird dann

F(R,—®)
und der totale Fehler von N Approximationsschritten
N
17
M F(R,—9).
fo=1
Beliebte Wahlen fiir F' sind die Funktionen
@) F(R,—9) = (B, —%)?%
b) F(R,—®) = |R,—9|.

Als Risikofunktion Vy (N, R) evnes Prdimaenstufensystems (S, X, R)
definieren wir dann den erwarteten totalen ['ehler fiir N Approximations-
schritte in Funktion des wahren Parameters.

Defination:
N N
Vy(N,R) = X Erwartungswert I'(R,—9) — > E[F(R,—)].
k=1 k=1
(Dabet 1st die Operation « irwartungswerty» als ¢« rwartungswert, falls
& der wahre Primiensatz 1st», zu verstehen.)
Weiter definreren wir, dass eine Folge R, R,, ..., R,, ... gegeniiber
R/, RS, ..., R}, ... ein gleichmiissiq besseres System sei, falls
E[F(R,—®] < E[F(R;—®] tiir alle & und k.
Iis gilt dann sbesondere
Vo(N, R) = Vy(N, R") fiir allo 9 und N.

Eine Wahl der Iolge R, Ry, ..., R,, ... wire in diesem Sinne

glewchmiissiy  optimal, falls sie gegeniiber jeder oglichen Tolge
oo LR ein gleichmiissig besseres System liefert.

ny **
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6. Optimales
Primienstufensystem bei bekannter Portefeuillestruktur

(schlechthin «optimales Primienstufensystem» genannt)

Gleichmissig optimale Primienstufensysteme im Sinne der Defi-
nition im vorhergehenden Kapitel gibt es — ausser in trivialen I"dllen —
normalerweise nicht, es se1 denn die Fille der zur Konkurrenz zugelas-
senen Priimienstufensysteme werde durch eine zusitzliche Forderung
eingeschrinkt, wie z. B,

Erwartungstreve; d.h. E(R,) = 0 fur alle k

oder Invarianz unter Permutation der Beobachtungen; d.h. alle R, sind
symuetrische Funktionen der X\, X,, ..., X

Loppe] ®

Statt diese in der klassischen mathematischen Statistik vor-
gezeichneten Gedankenginge (der Erwartungstreue oder der Invarianz)
aufzunehmen, ist es beim Problem des Primienstufensystems sicher
angezeigt, den in eine andere Richtung weisenden Uberlegungen der
«Bayesianer» zu folgen. Diese betrachten die Verteilungsparameter (in
unserem I'alle ) nicht als bestimmte feste Grossen, sondern ebenfalls als
Zufallsvariable. Im Falle des Primienstufenproblems ist aber fiir den
Versicherer der Parameter in der Tat eine je nach Struktur des Ver-
sicherungsportefeuilles innerhalb bestimmter Grenzen mit bestimmten
Glaubwiirdigkeiten variierende Grosse. A priori-Verteilung von @ (d.h.
«Verteilung vor Beobachtung des Schadenverlaufes des Finzelrisikos»)
nennen wir dann im Sinne Bayesscher Terminologie diejenige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, welche fiir ein Portefeuille (oder Teile des-
selben) die Hiufigkeit (oder auch nur subjektiv die Glaubwurdigkeit)
bestimmter Parameterwerte innerhalb dieses Portefeuilles beschreibt.
Finfachheitshalber wollen wir fiir diese a priori-Verteilung auch den
Namen « Portefeuillestrukturverteilung» oder kurz « Strukturverteilung»
gebrauchen und diese mit dem Symbol S(}) bezeichnen.

WN,R) — | V,(N, R) dS (&)

heigst dann das mattlere Portefewillerisiko des Pramienstufensystems
(S, %, B). Im Gegensatz zur im vorhergehenden Kapitel beschriebenen
Risikofunktion Vy(N, B) ist das mattlere Portefeusllervsiko bei festem N
nur noch eine Zahl, nicht mehr evne Hunlition.
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Weiter definieren wir:
(S, X, R) ist ein optimales Primienstufensystem, talls das mittlere Porte-
fewrllervsiko W (N, R) minimal ist im Sinne

W(N, R) — int W(N, R*) fiir alle N,

R*

wobel das infimum itber alle moglichen Primienstufensysteme (S, X, B")
zu bilden ist.

7. Existenz und Konstruktion optimaler
Priamienstufensysteme

Im Gegensatz zu den in Kapitel 5 definierten «gleichmissig opti-
malen Primienstufensystemen», deren Existenz nur in Spezialfillen
gesichert 1st, gilt nach einem allgemeinen Satz von Wald und Wolfo-
witz [5-6], dass die durch das minimale mittlere Portefeutllerisiko ge-
kennzeichneten optemalen Primienstufensysteme (itn Sinne der Defi-
nition des letzten Kapitels und in dem Sinne, wie wir den Begriff opti-
males Primienstufensystern von hier an immer verwenden) immer exi-
stieren. Die explizite Konstruktion eines optimalen Pramienstufen-
systers hiingt dann allerdings von der gewihlten Fehlerfunktion I ab.

Bevor wir zu dieser Konstrukbion tibergehen, sei jedoch noch die
folgende Symbolik festgelegh:

PX, X,, ..., X, /D) = n-dimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung
bet gegebenem Parameterwert ),
S(®) = Strukturverteilungsfunktion (a priori-Vertei-
lung von ),
PUX 5 s a8y = J PX,, X, ..., X,/®) dS{@) = nuttlere n-dimen-
sionale Wahrscheinlichkeitsverteilung,
PXy o, X f9)dS@) a posteriori Ver-

1P (; X,..,,;/‘{ == e g )
St " Pl w585, teilung von .

Mit Hilfe dieser Symbolik ausgedriickt, geht es bei der Konstruk-
tion eines optimalen Priamienstufensystems darum, den Ausdruck

B g , |
;;1 j j F(R,—®) dP(X,, ..., X,_ /) dS(9)

durch geschickte Wahlder Funktionen B, (X ,..., X,_)) suminimalisieren.
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Nun gilt durch Vertauschung der Integrationsrethenfolge
[ jff(u,‘ﬂ)) AP(X,, ., X, ]9 dS()
ffz« (R, dP@/X,, ..., X, )dD(X,, ..., X, ).

Da It als nicht negativ vorausgesetzt wurde, 1st die rechte Seite genau
dann minimal, falls tir jede Wahl der X, ..., X, | und jedes &
(rigoroserweise bemutugen. gausser elner Nulhnenge») das Integral

[ FRJ(X, .. X)) —0]dP@/ X, ..., X)) minimalist,

o/

Damit haben wir die KonHtruktionsregel

R) « R, sei so gewihlt, dass das ,,a posteriori‘-Risiko von 4, d.h. das
Integral

l 1«‘[1{,\,(}{1, o o g it ——1(}] aP@/ X, ..., X,
moglichst klein wird.»

Firr die Wahl #(R, —9) = (R,—®)? tiihrt die Konstruktionsregel R)
zum System

R)  RyX,.....X,) = [0dP@/X,, ..., X, ) = a posteriori Er-
wartungswert von 9.
Tar die Wahl I'(R,—) = ’R,ﬁw'ﬂ’ finden wir das System
Ry) ¢ B(Xy, .. o X ) =0C
mit [dP®/X,, ... Xio) =} (a posteriori Modian von ).

—_20

8. Die richtige Tarifierung des Einzelrisikos

Unsere im vorhergehenden Kapitel abgeleiteten Konstruktions-
regeln fithren zu Pramienstufensystemen, welche iiber ein gegebenes
Portefeuslle gemattelt den kleinstmoglichen erwarteten Abweichungs-
fehler garantieren. Wegen eben dieser ligenschaft haben wir sie opti-
male Primienstufensysteme genannt. Erwarten wir aber — zunichst
einmal rein intuitlv — von einem «optimalen» Primienstufensystem
nicht noch eine wettere liigenschaft, nimlich die, dass dem Iinzel-
restko «asymptotischy (d.h. bel zunehmendem Beobachtungsmaterial
immer niherliegend) der richtige (d.h. dem Einzelrisiko entsprechende)
Primiensatz zugeordnet werde ?
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Die allgemeine Beantwortung der I'rage, ob das fiir alle nach der
Konstruktionsregel R gebildeten Pramienstufensysteme gelte, ist noch
offen. Hingegen gilt fiir den Spezalfall der guadratischen ehler-
funktion (und somit der Konstruktionsregel R|) der Satz von Doob [T},
dass

a. 8.

B X

H

oder in Worten, dass die Iolge der Approximationen fast sicher gegen
den Erwartungswert des FHinzelrisikos konvergiere. Die Ausdrucksweise
«fast sicher» (a.s.) ist dabei als Umschreibung dafiic anzusehen, dass
die Konvergenzmenge beziiglich der a priori Verterlung S(9) vom Masse 1
sein soll. Fiir die Praxis bedeutet dieser komplizierte mathematische Sach-
verhalt, dass die Approximationen den richtigen Primiensatz fiir dus
Fanzelrisiko treffen, vorausgesetzt, dass dieser nicht a priory aus der Ge-
samthert der moglichen Primiensdtze ausgeschlossen wurde.

Mit dieser Feststellung wollen wir nun die allgemeine Theorie der
Priimienstufensysteme verlassen und uns in einem Spezialfall eininal
ein Bild daruber machen, was diese Theorie leisten kann. Insbesondere
hoffen wir, durch die explizite Behandlung dieses Spezialfalles die sehr
abstrakte (und mangels besseren Wortschatzes oft auch mithsame) Be-
griffswelt der Pramienstufensysteme etwas beleben zu konnen.

9. Ein Spezialtall

[ Rahmen unserer allgemeinen Beschreibung eines Pramienstufen-
systems mittels des Tripels (S, X, ) set der hier behandelte Spezialfall
der folgende
©: Gesamtheit der « Primiensitzen & &[0, c0),

X: PFolgen von gleichverteilten unabhingigen Poisson-Variabeln mit

(unbekanntem) Krwartungswert 4,

I: Folge von Funktionen B (X,, N,, ..., X
approximieren sollen.

), welehe & schritbweise

n—1

Anschaulich konnte man diesen hier diskutierten Spezialfall als
Modell fir irgendein Primienstufensystem interpretieren, welches ledig-
lich die Schadenhdufigkeat, nicht aber die Schadenhdhe approximieren
soll. (Das Primienstufensystem, welches dem UDK Haftpflichttarf
1963 zugrunde liegt, wire ein prakivsches Beispiel dafiir.)
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Legen wir nun noch fest, dass
@) die Fehlerfunktion I'(4, K,) die quadratische Abweichung (¢ — R,)?
und

b) die Strukturverteillungstunktion S(9) eine I'-Verteilungsfunktion
mit Dichte

o ) y >0
£, | R e gy—lL s
() ') RS S ; - 8

sein sollen, dann haben wir alle Voraussetzungen getroffen, uimn im
Sinne unserer 1'heorte rechnen zu konnen. Bevor wir das tun, sei ledig-
lich noch festgestellt, dass selbstverstindlich die den hier diskutierten
Spezialtall definierenden Annahmen auch mit einem Seitenblick auf
kalkiilmissige Handlichkeit gewihlt worden sind. Trotzdem (oder viel-
leicht noch besser: gerade deswegen) glauben wir, dass der hier disku-
tierte Speuialfall fir den Praktiker in vielen Fillen brauchbar ist. Wir
lassen aber die Digkussion, wann und wo diese « Brauchbarkeit» ange-
nomumen werden kann, bewusst beiseite, geht es uns doch in erster Linie
darum, die allgemesne Theorie der Prdamaenstufensysteme zu illustrieren.

10. Spezialfall: Konstruktion des optimalen
Pramienstufensystems

T'iir den in Kapitel 9 beschriebenen Spezialfall wissen wir, dass die
Konstruktionsregel
= - v > (s F - ¥ ¥
By BulX ¢ orspy) = [1)(3.1)(79/)(1, ..., X)) (a posteriori K-

wartungswert von )

zum optimalen Pramienstufensystem tithrt.

s gilt nach den gemachten Voraussetzungen (und unter Ver-
wendung der in Kapitel T eingefithrten Schreibweise)

n

2] X
) lr}isl —ni
1)(}(“ er . -,X,,/l‘}) s 1 ” e ’
L[
U Uy
dS(#) = - et Pt 19, fiir ¢ = 0,

I'(y)
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ﬂ.‘_“\'{ Fy—1L (,’—-(n e)d (Z??,

)

. - ¢
[)(4\'i . Xz, . ‘XH) -

n

TT X 1)

il
YLt mha? g9 (dLh. ebenfalls eine
S ' [-Verteilung mit
W05 X by—L =) O : -
]l? i € Clﬂ 'y’ P »}; _‘_ E .{X .

‘e

q

AP/ X,, ..., X,) —

.

0 ’

. o' = ¢+
und somit ¢ ¢+ mn)
’ Y+ O X,
HdP@W /X, ..., X)) = — 3=l

< ¢+ n
0

Unter Verwendung der Konstruktionsregel R|) wissen wir somit,
dass das Primienstufensystem optunal ist, falls die Funktionen R,
(k=1,2,...) wie folgt gewiihlt werden

Ic_‘ i 1)
Yy + }_J X;
R, = sl (k=0,1,2,8,...)

¢+ k

Man sieht sofort

a) das hier konstruierte Primienstufensystem ordnet jedes Iiinzel-
ristko asymptotisch richtig ein (was wir ja in Kapitel 8 fir be-
liebige nach R konstruierte Primienstufensysteme nachgewiesen
haben); d.h.

BN, X
) -I'Rk(‘\'l’ o X ) dP(X,, ..., X)) = y/c = (iiber das Portefenille

mit Strukturverteilung
S(9) gemittelter Pramiensatz),

a. 8.

= I1(X)) tiir wachsendes k,

und aus ungerem Konstruktionsprinaip — das auf dem Postulat des
minimalen tiber das Portefeuille gemittelten Abweichungsrisikos basiert
— gilt natiirhch auch

¢) ] j [Ro(X, oy X ) — 0P AP(X |, Xy, ooy Xy (/9) dS@) = Min.

1) Diese Formel findet man auch in einer Arbeit von F. Bichsel [8].
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Als Beweisandeutungen fir diese erwithnten Figenschaften mogen
D O

geniigen .
LN
fiir a) Da ! —— (X)) (starkes Gesetz der grossen Zahlen),
n

oilt auch S
8 :_, X, +y as.

- (X)),

n+c
a » :\—‘] )(i _}— ‘y ] . i
fiir b) we AP{X,; 1oy X, [0) dS(H) =
[ == : (4
" as(9) = B
n+c n -+ ¢ c

a

fiir ¢) aus Ableitung des Konstruktionsprinzips.

Auf mathematische Symbolik verzichtend, kénnen wir somit sagen,
dass wir ein Priimienstufensystem konstruiert haben, welches

@) jedem Einzelrisiko asymptotisch den richtigen Primiensatz zu-
ordnet,

b) in jedem Approximationsschritt (also auch schon ganz zu Beginn,
wo der Mechanismus des Primienstufensystems erst anliuft) vm
Mattel diber das ganze Portefeurlle den richtigen Pramiensatz wihlt
(Biasfreies Pramienstufensystem im Mittel iber das Portefeuille),

¢) zu jeder Zeit unter allen méglichen Primienstufensystemen im
erwarteten Mittel tiber das Portefeuille minimale quadratische
Abweichung garantiert.

(Optimales Pramienstufensystem nach Definition in Kapitel 6.)

In der Tat ein Pramienstutensystem, das alle nur wiinschbaren
guten Higenschaften hat.

I1. Lohnen sich a priori-Vorurteile ?

Fin gewichtiger Minwand stellt sich gegen die hier vorgeschlagene
o o lohgt =] o o
Methode zur Konstruktion optimaler Pramienstufensysteme, ndmlich

der:



Die Strukturfunktion S(#) spielt eine sehr entscheidende Rolle bet
der Bestimmung optimaler Priamienstufensysteme, wird sie doch zur
Mittelung des Fehlerrisikos iiber das ganze Portefeuille verwendet.
Was passiert nun, falls die Strukturfunktion falsch vst, d.h. dem Porte-
feuille, das sie beschreiben sollte, gar nicht entspricht? Zur Unter-
suchung dieser I'rage nehmen wir i folgenden an:

S(@) set die Strukturfunktion, welche wir bet der Bestimmung des
Pramienstufensystems nach Regel R,) benutzt haben,

T set die richtige Strukturfunktion,
und prizisieren unsere I'ragestellung wie folgt:

a) Wie ist unser Primienstufensystem zu konstruieren, wenn wir
(aus Angst davor, falsche Voraussetzungen zu machen) nicht mit
der Strukturtunktion S(#) arbeiten wollen ?

b) Wann ist das unter a) gefundene Priamienstufensystem besser als
das nach der Regel R, und unter Benutzung von S(#) konstruierte,
vorausgesetzt, dass T(9) die wahre Strukturfunktion ist?

Kurz gesagt: Lohnen sich vorgefagste Meinungen iiber ein Portefeuille,
unter Umstidnden auch wenn sie falsch sind 2 Die Antwort wird — wie
wir vermuten — lauten: Ja, falls das Vorurteil nicht «allzu falsch» ist.
Die folgenden Berechnungen — die skizzierten Gedankenginge aus-
schliesslich un Spezialfall nach Kapitel 9) verfolgend — sollen quanti-
tativ festhalten, was unter «allzu falschy» zu verstehen ist.

Im Spezialfall (von Kapitel 9) beantworten wir die F'rage a) wie

I p g

folgt:

a) Ohne Verwendung der Strukbwrjunktion S() wird die Wahl der
Approximationen 12, am besten durch die Funktionen ) geschehen.

n—I
:
> X,
’ t=1
Rn o '
D — |

% £ S} . . . v . . . -
(Diese Wahl der R, definiert das glevchmdssig optvmale Primien-
stufensystem unter allen erwartungstreuen Systemen - vgl.
Kapitel 5.)
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b) Andererseits (wie in Kapitel 10 abgeleitet) finden wir wnter Ver-
wendung der Strukturfunktion S(#) als optymale Approximationen
n—1

72X

. =1

¢+n—1
Somit ergeben sich — falls T'(#) (mit Erwartungswert F(#) und

Streuung Var(#)) die wahre Portefeuillestrukturfunktion ist — die fol-
gonden mattleren Portefeusllerisiken (wie in Kapitel 6 definiert)

Iar « _ NoH(d
4 W(N, R) = > ——f( )— (fiir k& = 1 nicht definiert!).
k=2 k—1
Fur b)
o vyl e , y 2 k—1 \® B®)
W(N,B) = N va@ | —me)| (5 ) |
(V. 5) ké ("‘*‘]ﬁ”l)zl L) & i ] F(C+k—1, k—1

Die Frage nach den «sich lohnenden Vorurteilen» kann demnach
wie folgt beantwortet werden:

Die Verwendung der Strukturfunktion S(#) (obwohl falsch!) lohnt

sich immer, falls
W(N,R) < W(N,R') tir alle N,

oder — wie man durch elementare Umformungen nachpriift — falls

" 2
Var(®) + | — Fi(9
M O Y.
— ) & + " fir alle n,
somit, falls
2
Var(d) + — (9
q (@) + | 7 — b )I N
3 - ']r](ﬁ)' - T

Wir wollen diese Bedingung S die Strukturbedingung nennen und
diese jetzt noch etwas genauer diskutieren.

Man bemerkt, dass die Strukturbedingung immer ertiillt ist, falls
die zur Konstruktion des Primienstufensystems gewiihlte Struktur-
funktion S(&#) mit der wahren Strukturfunktion T(}) sdentisch ist.

14



Dann gilt nimlich 1) — Y,
¢

V&Lr(’l‘}) = ’};)
¢

und somit ist die linke Seite der Strukturbedingung gerade gleich
1/¢ (und folglich sicher kleiner als 2/¢). Wir kénnen somit die Struktur-
bedingung auch so interpretieren, dass sich die Konstruktion mittels
der Strukturfunktion S(#) immer lohnt, falls der Ausdruck

12

Var(9) + [ ’; —E®)

I E(qﬁ)ﬁ -
héochstens doppelt so gross ausfillt, als wenn wir die richtige Struktur-
funktion gewidhlt hatten.

12. Briicke zur Credibility Theory

Die «Credibility Theory» beschiftigt sich hauptsichlich mit fol-
gendem Problem: '

(tegeben ein Prémiensatz und Beobachtungsreihen iiber Risiken aus
einer Risikoklasse, fiir welche dieser Pramiensatz gilt. Man konstruiere
— basierend auf der Information aus dieser Beobachtungsreihe — einen
neuen, den Risiken besser entsprechenden Primiensatz.

Sei p  der gegebene (bisher angewandte) Primiensatz,

n"!
S x,
2=t die effektive mittlere Belastung aus der Beobachtungsreihe
n -
Ay 5 o0 0 52 0 0,

’

P der gesuchte «verbesserte» Primiensatz.

n?

Dann postuliert die Credibility Theory die Relation

>,
i=1

C ’,:::. 1~— - : Ty
) P o= A—o)pda T

wobel o — eine Zahl zwischen null und eins — Credibility genannt wird.
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Die Credibility Theory untersucht im speziellen — ausgehend von
der Relation C) — die Fragen

— fiar welches Beobachtungsvolumen « = 1 zu setzen sel.

— wie das « Gewicht» « fiir kleinere Beobachtungsvolumina zu wihlen
sel.

Bs ist hdchst erstaunlich, dass die in Kapitel 10 abgeleiteten
«optimalen Approximationen»
k
Y+ Z X;

R . .. T
k+1
¢c+k

genau die Form der Credibility Relation C) haben, nédmlich

K
¢ I Z‘ X;

i=1

c+k kK

k1

¢ -+ k¢
I

mit «Credibilityy o = —
¢c+k

. . - i Y "
und «bisherigem Primiensatzy -~ = jﬂdS(q‘}),
c

womit die von Pragmatikern postulierte Credibility Relation eine un-
geahnt eindriickliche theoretische I'undierung —~ wenn auch vorliufig
nur in einem Spezialfall — erhilt. Fbenfalls erhilt die Credibility I'unk-
tion a(n) = (Credibility als Funktion des Beobachtungsvolumens) die
Interpretation:
n

a(n) = ,
n+c
wobei — wiederum bemerkenswert — auch diese Form einer gebrochenen
linearen Funktion ebenfalls in der Praxis schon lange verwendet wird.

Sollten diese Briicken unserer theoretischen Konstruktion zu den
in der Praxis als héchst niitzlich befundenen Credibility-Methoden
nicht ein Fingerzeig dafiir sein, dags die hier vorgeschlagene Theorie
den Schliissel zu einer Fiille praktischer Losungen im aktuariellen Neu-
land variabler Pramiensitze darstellen konnte ?



13. Ausblick

Mit dem letzten IFragezeichen ercffnen wir bereits die Perspek-
tiven fiir den Weg, den die hier dargelegten Gedankenginge der Theorie
und der Praxis weisen konnen. Dieser Weg — er fithrt ja durch Neuland
— wird bestimmt eine Fiille von Uberraschungen durchqueren, und so
sollen die folgenden vagen Andeutungen dariiber, wohin er fithren
konnte, ja nicht dazu verleiten, dass das Sensorium fiir solche Uber-
raschungen ausgeschaltet wird. Andererseits gehort es sicher zu den
abschliessenden Bemerkungen zu dieser Arbeit, sich tiber die Méglich-
keiten der Weiterentwicklung des hier Gesagten eine Vorstellung zu
machen.

Die hier vorgeschlagene Theorie basiert im Grunde genommen auf
der wissenschaftlichen Formulierung von
a) Vorurteilen (a priori-Verteilung),

b) Auswertung von Beobachtungen,

wobel 1 wesentlichen der Gedankengang unserer Konstruktionen so
beschrieben werden kann, dass die Vorurteile (a priori-Verteilung) auf
Grund der Beobachbtungen revidiert werden sollen.

Dieses allgemeine Konstruktionsverfahren ist selbstverstindlich -
wetb iber das Problem des Pramienstufensystems hinaus — immmer dann
sinnvoll, wenn der Versicherungsmathematiker sich mit einer dyna-
mischen Risikosituation (wo es sich darum handelt, Annahmen peri-
odisch zu revidieren) konfrontiert sicht. Alles was mit Begriffen wie
Gewinnbeteiligung, Primienanpassung, variable Tarifierung, gleitende
Skala und wie sie alle heissen, zusammenhingt, sollte deshalb im
Rahmen der hier dargelegten (Gedanken dhnlich bhehandelt werden
konnen

Vor der Inangriftnahme o grosser neuer [Forschungsgebiete er-
achte ich es aber als mindestens so bedeutungsvoll, den in dieser Arbei
gerechneten Spezialfall weiter zu entwickeln. Inshesondere sollte dabet
die Klasse der I'ehlerfunktionen moglichst allgemein gewihlt werden,
und es wire hochst interessant, festzustellen, wasg geschieht, falls das
Primienstufensystem nicht mehr den Frwartungswert der Belastungen,
sondern andere Funktionale sukzessive approximieren soll. Im speziellen
konnen solche I'unktionale — als I'reppenfunktionen des Frwartungs-
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wertes gewilhlt — das der Praxis entsprechende Modell fiir die deskon-
tinurerlichen Primienstufensysteme liefern. ibenfalls lohnenswert wiire
die Weiterentwicklung des Konstruktionsprinzips, welches auf dem
a posteriori-Median statt dem a posteriori-Erwartungswert autbaut.
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Résumé

L'auteur montre comment la théorie de l'estimation séquentielle peut dtre ap-
pliquée & I'élaboration de systémes de primes graduées. Selon cette théorie, le «taux
réel de la prime» est considéré comme le paramétre & estimer et les sinistres observés
a partir de I'évolution du risque individuel sont assimilés & des variables stochasticues
dont la fonction de fréquence dépend du paramétre & estimer.

Les systémes de primes graduées revétent tout particulierement un sens
lorsque 'ensemble des paramétres est caractérigé par une fonction de fréquence
choisie a priori. A ce sujet, il est remarquable que la théorie de 'esgtimation séquen-
tielle permette également d'établir I'équation fondamentale sur laquelle repose la
théorie de la crédibilité.

Les possibilités d’application sont illustrées en détail & I'aide d’un exemple ap-
proprié.

Summary

It is shown here how the theory of sequential estimation renders the construc-
tion of graduated premium systems possible. Within the framework of this theory,
the “true premium rate” is conceived of as the parameter to be estimated, the ob-
gerved claimg under individual risk as the realisations of random variables, the
distribution functions of which depend on this parameter,

The constructed graduated premium system will be particularly significant
when for the parameter aggregate an a priori distribution is agsumed. Remarkable is
also the circumstance that the main formula of Credibility Theory can be derived
from the theory of sequential estimation.

The possibility of the application of the theory has been demonstrated by a
detailed example.

Riassunto

Viene dimostrato come la teoria del procedimento distima sequenziale permette
la costruzione disistermni di premi graduati. Nell’ambito di questa teoria il «tasso reale
di premio» viene interpretato come parametro da stimare, e i casi di sinistro del
rischio individuale osservati quali realizzaziont di variabili aleatorie le cui funzioni di
distribuzione dipendono da questo parametro.

I sistemi di premi graduati cosi costruiti hanno un particolare senso, se per
l'ingieme dei parametri viene accettata una distribuzione a priori. Occorre inoltre far
oggervare che con la teoria del procedimento di stima sequenziale puo essere derivata
la formula principale della «Credibility Theory».

Lapplicazione della teoria viene dimostrata in dettaglio con un esempio.
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