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Geo-Informationssysteme und Fehlertheorie

Universale
Reduktionsformeln fur
die Landesvermessung

A. Carosio, E. Kanani

Ausgleichgsprogramme fiir die Landesvermessung enthalten Reduktionsfor-
meln, um auch Messungen zwischen entfernten Punkten im Projektionssystem
auswerten zu kénnen. Die bisherigen Verfahren sind Naherungslosungen, die sich
nicht leicht an andere Projektionen anpassen lassen. Es ist aber méglich, alle
Reduktionen ausschliesslich mit Hilfe der direkten Projektionsabbildung und der
Dimensionen des Ellipsoides zu bestimmen. Der vorliegende Artikel beschreibt
das Verfahren, dank welchem sich eine Triangulationssoftware auch {iber die Lan-
desgrenze hinaus einsetzen lasst.

Des formules de réduction sont intégrées aux programmes de compensation pour
la mensuration nationale, de sorte qu’il est possible d’exploiter des observati-
ons entre points éloignés dans le systéme de projection considéré. Les métho-
des employées jusqu’a présent sont des solutions approchées qu’il n’est pas aisé
d’adapter a d’autres projections. Il est cependant possible de déterminer toutes
les réductions a l'aide exclusivement des formules directes de la projection et
des dimensions de I’ellipsoide. Le présent article décrit la méthode permettant
d’utiliser un logiciel de triangulation au dela des frontiéres, pour d’autres systé-
mes de projection.

| programmi di compensazione per la misurazione nazionale contengono delle
formule di riduzione che permettono la valutazione di misurazioni tra punti distan-
ziati nel sistema di proiezione. | processi finora utilizzati risiedono in soluzioni
approssimate che non possono essere facilmente adattate ad altre proiezioni. E
tuttavia possibile determinare tutte le riduzioni, ricorrendo esclusivamente alle
formule dirette di proiezione e alle dimensioni dell’elissoide. Questo articolo
descrive il processo, grazie a cui & possibile impiegare un software di triangola-
zione anche oltre le frontiere nazionali.

1. Einleitung

In den meisten Léandern werden die Punk-
te der Landesvermessung in einem

meln verwendet, die nur im lokalen
Bereich (einige Kilometer) Giiltigkeit
haben, wie z.B. die Distanzreduktion, die

Projektionssystem festgelegt. Die Berech-
nungen erfolgen ebenfalls in der Projekti-
onsebene, und die geometrischen Bezie-
hungen (z.B. die Beobachtungsglei-
chungen einer vermittelnden Ausglei-
chung) werden auf den Grundlagen der
ebenen Geometrie hergeleitet. Damit sich
die geodéatischen Messungen, die im drei-
dimensionalen Raum entstanden sind, im
verzerrten Projektionskoordinatensystem
auswerten lassen, missen die Messwer-
te entsprechend reduziert werden.

Die Umrechnung findet in zwei Schritten
statt. Zuerst werden die raumlichen (8-
dimensionalen) Elemente auf einer geeig-
neter Referenzflache (Geoid, Ellipsoid,
Kugel, Tangentialebene) abgebildet.
Dannwerden die Projektionsverzerrungen
berechnet, damit die Messelemente geo-
metrisch im Projektionssystem ausge-
wertet werden kénnen.

Die Formeln fir die Reduktion wurden im
Laufe der Jahre in allen Landern fir die
eigene Projektion und die verschiedenen
Beobachtungsarten entwickelt. In den
meisten Fallen werden approximierte For-
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man in der schweizerischen amtlichen
Vermessung braucht.

[ (X, -200000)"

D ,=D,1+
e} 2R},
D, Projektionsdistanz
D, Ellipsoidische Distanz
X, MittlereX — Koordinateder Strecke
R, Mittlerer Krimmungsradius

Fur die Gauss-Kruger-Projektion ist die
entsprechende Formel &hnlich, aber die Y-
Koordinate (W-E) anstatt die X-Koordina-
te (S-N) ist fir die Reduktion massgebend

D, = Do(1+ (YN;I_KZMYO)ZJ

Bei nicht-konformen (z.B. flachentreuen)
Projektionen wird die Formel komplexer,
da das Azimut der Strecke ebenfalls zu
beriicksichtigen ist.

Ab 10-20 km genlgen diese einfachen

Formeln nicht mehr. Man braucht besse-
re Approximationen. Fur die schweizeri-
sche Landesvermessung wurde die fol-
gende Reduktionsfunktion hergeleitet [7]

E2 K4 KZT]Z KZEZ

+ +
24 384 96 64

Ein weiterer Beobachtungstyp sind die
gemessenen  Richtungen, die trotz
winkeltreuen Projektionen reduziert wer-
den missen, wenn die Zielweiten 10-20
km Uberschreiten. Man nennt die Korrek-
tur Azimutreduktion.

Fir jedes Projektionssystem verwendet
man die Beziehung

Ri= Rgem + Red

P
Rp Projektionsrichtung
Rgem Gemessene Richtung
Red Richtungsreduktion

(Red=9, +8, +3,)

Red enthélt die Reduktion wegen Hohe
des Zielpunktes (8,) (Abb. 1), diejenige
des Normalschnitts auf die geodéatische
Linie (3,) und die vom Ellipsoid auf die
Ebene (3;).

Ell. normale in B
Ell. normale in A

Abb. 1: Einfluss der Hohe des Ziel-
punktes bei der Beobachtung einer
Richtung von A nach B (Blick durch das
Fernrohr).

Wahrend die ersten Korrekturwerte (3, 9,)
projektionsunabhangig und leicht in der
Literatur zu finden sind [2], ist die dritte
Reduktion Funktion der Projektionsabbil-
dung.

Fiar das schweizerische Projektionssy-
stem kann man diese Reduktion nach fol-
gender Formel berechnen [6]

8"= —"701(*)(\{2 - Yl)-%o;*)(\(2 ~¥ )% -%)
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Dabei werden o, und o,® aus Tabel-
len fur den Anfangspunkt A, (X,,Y,) inter-
poliert.

In der Gauss-Kriger-Projektion verwen-
det man fir den Ubergang vom Ellipsoid
auf die Ebene die folgende Beziehung [4]
§"= pn Xz - Xl

2
M

(2Y,+Y,)
.t 2

-p"——(X, - X, )(Y, - Y
9R13v[( 2 1)( 2 1)

3
rp (v, - X, )(3Y2 4 2Y,Y, + Y2)

6R},
t =tanB
n’ =e'’cos’ B
B B, +B,
2

Fur die franzdsische Projektion (Lambert)
wird die folgende Formel verwendet [5]

8"=(X,Y, - X,Y,)-G,

G wird in der Tabelle aus

R} (=X’ +Y,?) berechnet.

Je nach Organisation des Berechnungs-
verfahrens, gewlinschter Genauigkeit und
Projektionsabbildung kénnen sich die ver-
wendeten Reduktionsformeln stark unter-
scheiden.

Moderne Triangulationsprogramme, mit
denen man im Projektionssystem arbeitet,
enthalten fiir das vorgesehene Anwen-
dungsland die geeigneten genaherten
Reduktionsformeln. Eine Anwendung in
mehreren Landern wiirde Reduktionen fur
mehrere Projektionssysteme erfordern.
Der Aufwand wére aber sehr gross. Jedes-
mal misste man die gultigen Reduktions-
formeln mit den entsprechenden Kon-
stanten (Ellipsoiddimensionen, Nullpunkt
usw.) finden und die Frage nach der
verwendeten Approximation klaren. Bei
der Implementation sind sowohl die Qua-
litdt der Naherung als auch die erreichba-
re numerische Rechenscharfe zu prifen.
Bereits in Landern wie die Schweiz, die
eine gutorganisierte Verwaltung haben, ist
eine solche Suche sehr muhsam und
erfordert einige (Insider-) Informationen.
Eine weltweite Sammlung von Redukti-
onsformeln mit gleich hohen Qualitatsei-
genschaften ist daher praktisch nicht
realisierbar.

2. Ein alternativer
Lésungsansatz

Das Reduktionsproblem lasst sich aber
auf einfache Art I6sen, wenn man die Defi-
nition der Korrekturen betrachtet: Sie sind
der Unterschied mit umgekehrtem Vorzei-
chen zwischen der im Feld gemessenen
Grosse und derjenigen, die manin der Pro-
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jektionsebene als Abbildung der Beob-
achtung fir die spateren Berechnungen
verwendet. Diese Korrekturen erlauben,
jede Feldablesung in Projektionswerte
umzuwandeln. Die Korrektur setzt sich aus
verschiedenen Elementen zusammen, die
man getrennt bestimmen kann. Man kann
zuerst die Reduktionen berechnen, die
weltweit gleich sind und deren Formeln
man gut kennt. So kann man die im Feld
schrdg gemessenen Distanzen meteoro-
logisch und geometrisch auf das Ellipsoid
(Sehne oder geodatische Linie) reduzie-
ren. Gemessene Richtungen und astro-
nomische Azimute konnen ebenfalls
vorgangig von den Lotabweichungs-
einflissen befreit werden. Die eigentliche
Projektionsreduktion kann sich daher auf
die Umwandlung von ellipsoidischen
Messelementen zu den entsprechenden
Elementen in der Projektionsebene
beschréanken.

Die gesuchte Reduktion kdnnte direkt
berechnet werden, wenn die Koordinaten
von Stations- und Zielpunkt sowohlim Pro-
jektionssystem als auch auf dem Ellipsoid
fehlerfrei bekannt waren. Man musste ein-
fach den Sollwert der Beobachtung als
Funktion der Koordinaten in der Projekti-
onsebene und auf dem Ellipsoid berech-
nen. Die Differenz ist die gewunschte Kor-
rektur.

Da die Korrekturen stetige Funktionen der
Position sind und immer kleine Werte auf-
weisen, genigen Naherungswerte flr die
Koordinaten in einem Bezugssystem,
wenn man sie ganz genau ins andere
System transformiert.

Man benétigt daher lediglich die Funktio-
nen, die geographische Koordinaten ins
Projektionssystem und umgekehrt um-
rechnen, um die gesuchten Reduktionen
zu bestimmen.

3. Die Inverse der
Projektionsbildung

Normalerweise ist die Projektionsabbil-
dung von den geographischen Koordina-
ten auf dem Ellipsoid zu den Projektions-
koordinaten in der Ebene bekannt. In die-
ser Form st die Abbildungsfunktion
definiert und in der Regel explizit und als
geschlossene Formel verfugbar.

Y = Y(B,L)

X = X(B,L)

Die inverse Funktion

L=L (X,Y)

B=B (X,Y)

kann man hingegen oft nur ndherungs-
weise (mit Reihenentwicklungen) als
geschlossene Formel berechnen. Man

kann sie aber ganz allgemein fir alle Pro-
jektionen als iteratives Verfahren durch

Verwendung der direkten Projektionsab-
bildung (B, L — Y, X) herleiten.

Man approximiert zuerst die gesuchte
inverse Projektionsabbildung mit einer
linearen Funktion (affine Transformation).

L=a+bX+cY
B=d+eX+fY

L,B Gesuchte geographische

Koordinaten (Lange und

Breite)
X,Y Gegebene Projektions-
koordinaten
a,b,cde f Koeffizienten einer

linearen Funktion, die die
inverse Projektionsabbil-
dung approximiert

Die Koeffizienten der linearen Transfor-
mation (a, b, ..., f) werden mit einer Aus-
gleichung nach der Methode der kleinsten
Quadrate bestimmt werden, wenn man die
Abgrenzung der betrachteten Gebiete auf
dem Ellipsoid kennt (BiusBuys Luins L)
und die Projektionskoordinaten der Eck-
punkte mit der direkten Projektionsfunk-
tion berechnet. Mit den vier Koordinaten-
paaren lassen sich die 6 gesuchten Para-
meter dann bestimmen. (Abb. 2)

Mit der linearen Funktion berechnet man
als Startwert fiir die Iteration

L = a+bX+cY
B =d+eX+fY

und mit der bekannten direkten Pro-
jektionsabbildung prift man den Startwert

Y, = Y(B,L,)
X, = X(B,L,)

Die Abweichungen
AY,=Y-Y,
AX, =X-X,

erlauben, eine erste Verbesserung fiir B
und L zu bestimmen:

AL, =b (AX,) + ¢ (AY,)
AB, = (AX,)+f (AY,)

was zu den zweiten lterationswerten
L,=L, +AL,

B, = B, + AB,

fuhrt. Das Verfahren wiederholt sich mit
einer Berechnung von Y,und X, und so
weiter, bis die gewinschte Genauigkeit
erreicht ist. Numerisch entspricht das
beschriebene Vorgehen der angestrebten
Inverse der Projektionsabbildung

L=L (Y,X)

B=B (Y,X)

Mensuration, Photogrammeétrie, Génie rural 4/95
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Abb. 2: Beziehung zwischen geographischen Koordinaten B, L und Projektions-

koordinaten Y, X.

Das Verfahren bendtigt nur die direkte
Funktion und konvergiert sehr gut auch far
Gebiete mit grosser geographischer Aus-
dehnung. Die verwendete lineare Appro-
ximation (affine Transformation) hat dazu
den Vorteil, dass auch Projektionsabbil-
dungen mit vertauschten Achsen
(Y <= X) oder Projektionen, in welchen
die geographische Nordrichtung schief in
der Projektionsebene liegt, verarbeitet
werden kénnen.

4. Projektionsreduktionen in
der Landesvermessung

4.1 Distanzreduktionen

Die Korrektur, die an einer im Raum
gemessenen Distanz angebracht werden
muss, um in der Projektionsebene weiter
berechnen zu konnen, setzt sich aus
verschiedenen Schritten zusammen:

— Physikalische Reduktionen (Meteorolo-
gie, Frequenzkorrekturen, zyklische
Instrumentenfehler, Additionskonstan-
te usw.). Daraus entsteht die geometri-
sche Strecke im Raum.

— Geometrische Reduktionen (Abbildung
der Strecke im Raum auf das Ellipsoid),
die die Horizontaldistanz auf der Hohe
null zuerst als ellipsoidische Sehne
(Gerade) und dann als Lange der geo-
détischen Linie Do berechnen.

— Projektionsreduktion, die die ellipsoidi-
sche Distanz in einer geraden Strecke
der Projektionsebene umrechnet.

Die ersten zwei Schritte sind bekannt und
projektionsunabhangig. Sie werden nicht
weiter behandelt.

Die Projektionsreduktion kann fir jede
beliebige Projektionsabbildung wie folgt
berechnet werden, wenn Naherungswer-
te fur die Koordinaten von Anfangs- und
Endpunkt vorliegen:

— Die Projektionsdistanz wird aus den
Naherungskoordinaten berechnet

D, -\(X,-X,)' +(Y, - Y, )’

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik 4/95

— Die ellipsoidische Sehne wird dann fur
die gleiche Strecke bestimmt. Zuerst
verwendet man die inverse Projekti-
onsabbildung (siehe 3), um aus X, Y,
X,,Y, genaue WertefirL,, B;, L,,B, zu
erhalten. Dann kann man die dazu-
gehdrigen geozentrischen kartesischen
Koordinaten herleiten.

X, =(N+H) cosB-sinL
Y, =(N+H)-cosB-cosL
Z; =N(1- ¢*)sinB + HsinB
mit

a

N-——_2%
V1 - e*sin’B

5 as—b?
el =
a

e? Erste Exzentrizitat im Quadrat
N Normalkrimmungsradius
H Ellipsoidische Héhe
(H = 0 flr Punkte des Ellipsoides)

a, b Grosse bzw. kleine Ellipsoidhalb-
achse

Die ellipsoidische Sehne ist dann ein-
fach zu berechnen:

D, = \’}(XGZ = Xcl)z +(Y<;2 -Yg )2 ¥ (Zcz - ch)z

— Die Projektionsreduktion von der
ellipsoidischen Sehne zur Strecke in
der Projektionsebene ist dann

A=D,-D,

— Falls die zu reduzierenden Beobach-

tungen anstatt auf die Sehne bis zur
geodatischen Linie Do umgerechnet
wurden (physikalische und geometri-
sche Reduktionen), ist die Korrektur

A'=D,-D,-Ag

wobei A die Differenz zwischen Sehne
und geodatischer Linie ist.

2 4
AGL=DS~( DSZ : 1+N_Mc052Az +—ﬂ7‘-\
|24%2, R, 640R, |
N,M  Normal- und

Meridianskrimmungsradius
Ry  Mittlerer Krimmungsradius
Az Ellipsoidisches Azimut

4.2 Azimutreduktionen

Ein ahnliches Vorgehen kann fur die
Reduktion von beobachteten Azimuten
und Richtungen angewandt werden.

Die Reduktionsschritte sind die folgenden:

— Geoidabhangige Reduktionen:
Lotabweichungskorrektur

— Ellipsoidabhangige Reduktionen:
Reduktion wegen Héhe des Zielpunk-
tes (9,) 3
Reduktion fur den Ubergang vom
Normalschnitt zur geodatischen Linie
()

— Projektionsreduktion (9,)

Die erste Korrektur ist bekannt und wird
entweder vor der Ausgleichung oder als
Vorauswertung am Anfang der Triangu-
lationsprogramme berechnet.

Die anderen Reduktionen kénnen fiir jede
Projektion als Unterschied zwischen ebe-
nem Azimut und Azimut des Normal-
schnitts auf dem Ellipsoid berechnet wer-
den.

Wenn Naherungswerte flr Stationspunkt
und Zielpunkt bekannt sind, kann man
sofort das geodatische Azimut (im Projek-
tionssystem) berechnen:

A_ = arctan =% + Quadrant
v X, -X

2 1

Das Azimut auf dem Ellipsoid (zweite
Hauptaufgabe der Geodéasie) kann
berechnet werden, wenn man aus den
Naherungswerten (X1, Y1, H1, X2, Y2,
H2)die dazugehdrigen (L1, B1,H1,L2,B2,
H2) und dann die geozentrischen kartesi-
schen Koordinaten genau bestimmt (sie-
he Distanzreduktion). Das Azimut des Nor-
malschnittes auf dem Ellipsoid kann dann
mit folgender Formel berechnet werden

[3I:

Y,, sin(L, - L,)
Zg, -Z, )cosB, - (X, - X |sinB,

A, =arctan
(

Der Unterschied Ap-Az ist die vollstandi-
ge Azimutreduktion und beinhaltet die
Meridiankonvergenz, die Wirkung wegen
Hohe des Zielpunktes, die Reduktion fir
den Ubergang vom Normalschnitt zur geo-
datischen Linie und die eigentliche Pro-
jektionsreduktion.

Fur die Richtungen eines Satzes ist die
Meridiankonvergenz fiir alle Richtungen
gleich, so dass man sie ublicherweise von
der Azimutreduktion abzieht.
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5. Implementation in LTOP

Das geschilderte Vorgehen ist seit 1994 in
der Triangulationssoftware LTOP imple-
mentiert. Dadurch kann man in jeder
Projektionsabbildung sehr ausgedehnte
Netze ausgleichen. Man braucht lediglich
die Ellipsoiddimensionen, die direkte
Abbildungsfunktion, die als Prozedur
(FORTRAN-Subroutine) verfligbar sein
muss.

Zur Zeit sind als Beispiel folgende
Projektionsfunktionenin LTOP bereits ent-
halten:

— Schiefachsige Zylinderprojektion (CH)
— Gauss-Kruger in 5 Streifen (D)

— Gauss-Kriger (AL)

— Lambert in 4 Streifen (F)

Jede gewlnschte Projektion kann als
Erganzung problemlos eingefiihrt werden.
Die universalen Reduktionsformeln, die in
LTOP verflgbar sind, 6ffnen die Tire zu
einem internationalen Einsatz von geo-
datischen Software-Systemen. Die bishe-

rigen Anfragen aus privaten Kreisen las-
sen erhoffen, dass die schweizerische
geodatische Software, die bisherim Inland
grosse Verbreitung gefunden hat, sich
ebenfalls im Ausland mit Erfolg auf dem
Markt behaupten wird.
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