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60 A. HELVERSEN-PASOTTO

i.e. les ea,CLEX, forment un système d'idempotents, deux à deux
orthogonaux, de somme 1. Chaque ea, a eX, est un idempotent central, i.e. ea

est dans le centre de l'algèbre du groupe. Posons

H CU.

On définit un caractère aiX de H par

(aÀ,) (eu) a(c) À,(w), pour c e C,u e U

Posons

Fa Ind£(aÀ,), pour tout a e X ;

cette représentation induite se réalise dans l'idéal à gauche C [G] ea %
et l'on a

F © Va.
aeX

L'algèbre d'entrelacement Aa de Va s'identifie à l'algèbre eaexC[G]eaex qui
est égale à exC[G]eaex, d'où

A © Aa.
aeX

Dans la suite, on se fixe un caractère central a et l'on étudie l'algèbre Aa.

§ 3. Description de Aa en termes de générateurs et relations

Posons e ee avec 0 atX, on a alors Aa e C[G] e EndG(lndg(0)).
Soit R un système de représentants des doubles classes de G suivant H.
On sait que l'ensemble

B {ere | r e R, ere ^ 0}

forme une base de Aa en tant qu'espace vectoriel sur C. Pour h,h'eH,re R,
l'on a

e hrh'e Q(hh') ere

Pour tout g e G, on définit un caractère gQ de g H g'1 par (#0) (x) Q(g~1xg),
si xeg Hg'1. On sait que, pour tout g e G, la condition ege ^ 0 équivaut à

Q/HngHg—1 G ^/HngHg~ 1 •

Rappelons que



REPRÉSENTATION DE GELFAND-GRAEV 61

11(b) Q J), pour feeF+,c(a) (^ pour aeF*,

U {«(6) | b e F + } et C {c(a) | a e Fx} et introduisons, en plus, les nota-

tions suivantes :

d(a) pour a 6 Fx, D{d{a)
\

a

eFx} et z ^ Q

On a la décomposition de Bruhat

(1) G CU D u CU D zU

et on vérifie facilement qu'on a, parmi d'autres, les relations suivantes,

(2) d(a) u(b) u(ab) d(a), a e Fx,b e F+

(3) z u(a) z c(a) d(-a~2) u(-a) z w(a_1), aeFx

qui nous servirons dans la suite.

La réunion de D et Dz forme un système de représentants des doubles

classes de G suivant H CU, comme on le remarque à l'aide de (1). On

calcule

(d(a)Q) (c u(b)) Q(d(a~x) c u(b)d(a))

0(c u(a_1ù)), d'après (2),

a(c)\l/(a-16),

pour a e Fx,c e C et beF+. Or dHd_1 H, pour tout deD et le

calcul précédent montre que, pour deD,

0/H dQ/H si et seulement si d 1.

Pour deD, on a donc ede ^ 0, si et seulement si d 1. Examinons

maintenant le cas d'un représentant r e Dz ; on a r d(a)z, avec a e Fx, et

a 0

b a
aeFx,beFHrHr-1 d(a)z CU zdia"1) CzU z

d'où

H nrHr'1 C.

Mais 0/c dz 0/c pour tout deD. On a donc edze ^ 0, pour tout
deD. Posons B {e} u {e dze | d e D}. Alors B est une base de l'espace

vectoriel sous-jacent à Aa. En particulier, on a
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dimc(^4a) q et done dimcfi4)

cela correspond bien aux résultats plus généraux de [9] et [11],
L'élément e est l'unité de l'algèbre A„, dans la suite on le désignera

aussi par 1 ; pour tout a eFx,on pose

b(a) e e

On définit le symbole de Kronecker ô pour par

il si 1,

0 si a ^ 1.

Proposition 1. L'unité et les éléments avec e Fx,
base de l espace vectoriel sous-jacent à l'algèbre Aa. La structure d'algèbre
s'exprime par la relation suivante :

(4) b(a1)b(a2)

q
1

S(a1a2 *) afüq) + g"1 £ +a2) —
a

où l'on somme sur tous les a e F* et où a1,a2eFx.
En effet, on a, pour a1, a2 e Fx,

Hai)b(a2) ed(ai)zed(a2)ze ed(a1

Z ed(al)z^(-b)u(b)d(a2)ze (beF+)
b

q 1ec(a2)d(a1 a2 *)e + q~1 Y, M~a) ed(a1)zu(a)d(a2)ze
a

a g Fx. Mais c(a2)ea oc(a2)ea et

d(a1)zu(a)d(a2)z c{a)u(a~1a))d(-'

d'après (2) et (3). Il s'ensuit que

b(ai)b(a2)

q'1 SCar^zWai) + q~1YJty(-a + a-1{a1+a2))a{a)ed(-a-2a1a2)ze
a

q
1 3(a11 fl2)a(ßi) + q'1 £ ty(a(a1 + ci2) — — a2^^),

a

où l'on somme sur ae Fx. C.Q.F.D
On remarque en particulier que l'algèbre A est commutative, ce qui

correspond bien à la théorie générale, c.f. [9], [11],
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Par une « transformation de Mellin », on introduit de nouveaux

générateurs b(y) de Aa : on pose

b{y) E y(a)b(a
a

On a la formule d'inversion

b{a) Ey^"1) b(y)
y

où l'on somme sur y e X.
La relation (4) se transforme de la manière suivante :

b{yi) (y2)

(<?-l)~2 E Yi(ßi)Y2(a2) è(ôi)Ka2),
ai,a2

5"1(«-l)"2E(a'YiY2) (a)
a

+ E *K«(ai + a2)-«_ 1)Yi(ai)Y2(a2)W-«2aia2)
a, ai,fl2

§(aYiY2)

+ q'Kq-l)"2 E + ^(ï)
a,ai,«2,y

-r'te-ir1 S(aYiY2)

+ 3_1(3-1)"2 E v|/(ai + a2 + a) (aYYiY2) (— 1)

a,ai,ai,y

(aYiY2) (<*) (YiY-1) («1) (Y2Y_1) (ß2)%)

g_1(«-l)_1 8(aYiY2)

+ 3_1(«-1) 2(aYiY2) —l)0(aYiY2) E Y(-1¥YiY"1)Ô'(Y2Y"1)WY) ;
y

ici l'on somme sur a, ax, a2 e F* et y e X. Le symbole de Kronecker 8 est

défini, pour ß e X, par

m
1 si ß 1,

0 si ß 1

La somme de Gauss g(ß) est définie, pour tout ß e X, par

0(ß) ZW ${a),aeF"
a

Le résultat des calculs ci-dessus s'énonce maintenant sous la forme suivante :
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Théorème 1. L'unité et les éléments b(y), avec y g X, forment une

base de l'espace vectoriel sous-jacent à l'algèbre Aa. La structure d'algèbre

s'exprime par la relation suivante :

(5) b(Yi) b(y2)

+ q~\q-iy2(ay^)(- 1) gia-hh) £ Y(— 1Y~ 1)^(y)
Y

pour y1, y2 g X ; on somme sur y g X.

§ 4. Rappel de la table des caractères de G

CALCUL DES VALEURS DES CARACTÈRES DE G SUR LES GÉNÉRATEURS DE Aa

Les caractères sont en « dualité » avec les classes de conjugaison.
Correspondant aux quatre « types » de telles classes, il y a quatre « séries »

de caractères. Toute la situation se résume dans le tableau suivant:

caractères Xq
V xA

classes de conjugaison

paramètres p e A peA

p, u e X
p F u

modulo
(p, u) ~ (u, p)

Ae Y

modulo
A ~ A9

représentant

diviseurs
élémentaires

(:
Il £5

£5

a e Fx n2(«) q p2(a) (q +1) pu(fl) (<7-l) Ma)

(: :)
1

(.X-a)2 a e Fx H2(û) 0 pu(fl) -Ma)

C9
1

(X-a) (X-d)

a, de Fx
a F d

modulo
{a, d) ~ (4 a)

Mad) Mad)
p(ûr) u(4)

+ p(4) u(ff)
0

/ 0 N(x) \
V-l Tr(x)J

1

X2-Tr(x)X+N(x)

xeEx
x $ Fx
modulo
X ~ xfl

H(NW) -H(NW) 0 -(A + Aq) (A
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