2. DEMONSTRATION DE 2.

Objekttyp:  Chapter

Zeitschrift:  L'Enseignement Mathématique

Band (Jahr): 18 (1972)

Heft 1: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

PDF erstellt am: 19.09.2024

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften. Sie besitzt keine Urheberrechte an
den Inhalten der Zeitschriften. Die Rechte liegen in der Regel bei den Herausgebern.

Die auf der Plattform e-periodica vero6ffentlichten Dokumente stehen fir nicht-kommerzielle Zwecke in
Lehre und Forschung sowie fiir die private Nutzung frei zur Verfiigung. Einzelne Dateien oder
Ausdrucke aus diesem Angebot kbnnen zusammen mit diesen Nutzungsbedingungen und den
korrekten Herkunftsbezeichnungen weitergegeben werden.

Das Veroffentlichen von Bildern in Print- und Online-Publikationen ist nur mit vorheriger Genehmigung
der Rechteinhaber erlaubt. Die systematische Speicherung von Teilen des elektronischen Angebots
auf anderen Servern bedarf ebenfalls des schriftlichen Einverstandnisses der Rechteinhaber.

Haftungsausschluss

Alle Angaben erfolgen ohne Gewabhr fir Vollstandigkeit oder Richtigkeit. Es wird keine Haftung
Ubernommen fiir Schaden durch die Verwendung von Informationen aus diesem Online-Angebot oder
durch das Fehlen von Informationen. Dies gilt auch fur Inhalte Dritter, die tUber dieses Angebot
zuganglich sind.

Ein Dienst der ETH-Bibliothek
ETH Zirich, Ramistrasse 101, 8092 Zirich, Schweiz, www.library.ethz.ch

http://www.e-periodica.ch



— 170 —

Mais:

2f2n+1) — 2f(2n) = o(1) (n—> + ),
donc:

2f(2n) — f(4n* +4n) = o(1) (n— + ©).
Comme

2f(2n) = 2f(2) +2f(n), et f(4n*+4n) = 2£(2)
+f(m) +f(m+1),
on obtient:
f(n+1) —f(n) = o(1) (n—>+ ).

Grace a un théoréme bien connu d’Erdos [1], on en déduit:

f(n) = Clogn.

/
Pourn=2,f2)=Clog2 =1,donc C = — .
log 2

2. DEMONSTRATION DE 2.

2.1. Par des calculs semblables a ceux du § 1.1., ou les égalités avec
un second membre de la forme r/ + o (1) seront remplacées par des
inégalités portant sur les modules des premiers membres, on montre que,
pour tout m e N* et tout k entier > 2,

1) 1fQT MY — kf(m)| <(k+D M.

Ceci vaut évidemment encore pour k = 1.

2.1.1. Prenant m = 2¥=1 on voit que, pour k et k' >1,
fQ¥™H —kfR"H I <k+D M.
En échangeant k et k', on a:
fQ¥™H =KD I<K - M.
Il résulte de 1a que, quels que soient k£ et k' > 1,

[kfQR¥7H =k fRTDI<E+K+2) M,
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<l+1+2 M
S\t kKK

(21

c’est-a-dire:

2k'—1 2k—1
» } FQEY @Y

k'’ k

Ceci montre que la suite { } est une suite de Cauchy. Elle tend

donc vers une limite finie, soit A.

f(2") _f (2") k+1 . f(29
k

tend vers A quand

Comm , on voit que
kK k+ 1 k

k tend vers + oo.
Il est a noter que, si dans (a) on fait tendre k' vers + oo avec k fixe,

| on obtient:

f27h
k

'A-—-

k b

c’est-a-dire:

E o) F 1) — kA < M

2.1.2.  Si maintenant on prend m impair dans (I'), on obtient:
S +f(m") —kf(m) | <(k+1) M,

d’ou:

<(k+D M+ [f2H]

<(k+1)M +k|A| + M, daprés (b),

(e

kM’

|f(m") — kf(m) |

N

N

§ oh M =3M +|4).
En remplagant m par m* (k'>1), on obtient:
[f(m™) — kf(m*)| <kM’.
En intervertissant k£ et &', on a:
|f(m*) — k' f(m*) | <k'M’.

| Il résulte de 12 que, quel que soit m impair, et quels que solent k et
B < >1, on a:
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|kf(m") — k' f(m") | < (k+k) M,

<1+1M’
S\k K ‘

k
Cecit montre que, pour chaque m impair, la suite { p } est une

c’est-a-dire:

f(m*)  f(m"
k' k

(©

suite de Cauchy, et tend donc vers une limite finie.

f(m®)

2.2. On voit que, pour tout m e N*, 7 tend vers une limite finie

quand k£ tend vers + co.
On vient de le montrer dans le cas ol m est impair. Si maintenant m est
pair, on peut écrire:

m=2"m’, avec a>1 et m impair.

On a alors:
fomy @ mY) _FE%) fmhy _ f@%) fm"
kK kK  k k7 ka k-

Le dernier terme tend vers une limite finie quand k tend vers + oo
puisque m’ est impair. D’autre part, d’aprés ce que 'on a vu au §1.1.,
f(2")

ko

tend vers A.

2.3. Ceci dit, définissons les fonctions f* et g, sur N* par:

ey = fim 10

k— + w0 k

et gy (m) =f(m) —f*(m).

On a donc f(m) = f* (m) + g, (m).
On va montrer successivement que g; est bornée, puis que f* est
complétement additive, de sorte que g, est additive.

2.3.1. Tout d’abord, si m est impair, en prenant k = 1 dans (c), et
faisant tendre k' vers + oo, on obtient:

| £* (m) — f(m) | <M, Cest-a-dire | g; (m) | < M'.

Si maintenant m est pair, d’aprés ce que ’on a vu plus haut, en posant:

Sy e o .
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m = 2°m’, avec o >1 et m’ impair, on a:

f*(m) = ad +f(m),

- d’ou:

g (m) = f(m) — ok — f*(m’)
= f(29 + f(m') — ad — f*(m)
=g, (m) +(f2) = (@+D2) + 4.

Compte tenu de ce que I'on vient de voir et de (b), ou k = a + 1,
on voit que:

g, (m) | < M' + M+ |4 (=4M+2|A)).

2.3.2. f* est additive car, si (m,n) = 1, on a pour k >1

f((mn))  f(m*n®)  f(m") T (n°)
kK k k k-’

ce qui donne en faisant tendre k vers + oo: f* (mn) = f* (m) + f* (n).

2.3.3. f* est complétement additive, car, quels que soient p premier
et o > 1,

F@) _ 1
k B ak

d’oui, par passage a la limite f* (p*) = af* (p).

24. Par le méme procédé que dans 1.3, on démontre que

fFm+]) = fF(m) =0(); utilisant alors un résultat de Wirsing [2],

on a:
f*(m) = Clog n+g,(n),
ou C est une constante et g, est une fonction additive bornée.
On a donc:
f(n) = Clogn +g,(n) +9,(n),

ce qui est bien le résultat cherché puisque g, + g, est une fonction additive
bornée,
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