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ou (équations homogènes):

x2 + y2 z2, y2 z —x3 0,

Une première catégorie de problèmes est la recherche des

points à coordonnées entières, ou à coordonnées rationnelles (en

abrégé points entiers, ou points rationels) sur des courbes

algébriques à coefficients entiers.

Par exemple : recherche de x, y, z entiers tels que :

x2 +y2 z2

(points rationnels sur un cercle) ; xjy — t est rationnel et xjz, ylz
s'en déduisent par les formules:

x 1 — t2 y 21

z
~

1 +12 z
~ 1+t2

ou encore x, y, z sont proportionnels à

A2—p2, 22p, X2+p2

avec X, p entiers premiers entre eux.

Plus généralement, on peut chercher les points entiers, ou
les points rationnels, sur des surfaces, ou sur des variétés algébriques

déterminées par des relations à coefficients entiers.
Ces problèmes ont donné lieu à de nombreuses recherches

dispersées et à des solutions de fortune, notamment de Fermât,
Euler, Lagrange. Des recherches plus systématiques ont été

entreprises dans ces dernières années, surtout par H. Poincaré
et A. Weil.

Bibliographie: 4, 12, 15, 23, 29, 33, 38, 41.

5. Congruences et corps finis

L'étude du problème de Fermât ont conduit Euler,
Lagrange, Legendre, Jacobi à établir une théorie qui a été
mise au point par Gauss. Elle a été exposée dans les Disquisitionnes
arithméticse parus en latin en 1801 et traduite depuis en français.
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Cette théorie étudie F arithmétique et l'algèbre des entiers
définis à l'addition près d'un multiple d'un entier fixe p; les

relations obtenues sont appelées congruences suivant le module p.
Les entiers, ainsi définis, ne déterminent qu'un nombre fini
d'êtres, encore appelées classes de congruence.

Si l'entier p (caractéristique) est premier, l'ensemble des
classes forme un corps, c'est-à-dire que les 4 opérations élémentaires

sont possibles. Mais le polynome —1 est nul pour toute
valeur x du corps, sans être identiquement nul; plus généralement

un polynome F (x?) peut être irréductible et n'avoir
que des racines multiples.

Dans une note assez brève, E. Galois complète ces résultats

par l'introduction d'imaginaires. Il considère des êtres /(&),
définis suivant 2 modules p et <p(i), où cp est un polynome
irréductible de degré /. Il obtient ainsi prêtres, ou imaginaires
de Galois; toute équation de degré / à coefficients rationnels
est decomposable.

Dickson a montré que les ensembles d'imaginaires de Galois
forment tous les corps qui ne contiennent qu'un nombre fini
d'éléments (corps finis). L'étude de ces corps est indispensable
pour la résolution des équations diophantiennes.

Hensel a introduit des corps (infinis) —les corps locaux ou
/?-adiques — qui permettent d'utiliser les propriétés des congruences

suivant les modules puissances de nombres premiers. Un
tel corps est constitué par les séries formelles (a0 + aiP + • ••)?

où les at sont des entiers définis au module p près.

Bibliographie: 2, 3, 9, 12, 13, 14, 15, 18, 27, 30, 37.

6. Formes quadratiques

L'équation congruentielle:

x2 — q 0 (mod. p)

a été particulièrement étudiée à 2 points de vue différents:

p étant donné, trouver les q (appelés restes quadratiques mod. p) ;

q étant donné, trouvé les p.
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