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COURBURE GËODËSIQUE. LIGNES GÊODËSIQUES

PAR

Iv. Tzénoff (Sofia).

1. *— Soient

« f(<ri» ^«) - y <p(<7i> ?a) » ; « +(?i. ?2)

les équations paramétriques d'une surface (S). On définira une
courbe (G) de la surface en établissant une relation entre les
coordonnées curvilignes qxetq2\ou,tce qui revient au même,
en exprimant qXlq2en fonction d'un même paramètre; nous
prendrons l'arc s dé la courbe pour ce paramètre.

Nous nous proposons de calculer d'une manière nouvelle la
courbure géodésique et l'équation des lignes géodésiques.

Dans tout ce qüi va suivre nous désignerons par x'y.
les dérivées par rapport à s de x, q2 resp.

Considérons les fonctions
1

U2 ^ + y.i+ #
\2 x"2 + yn + z"2 fi(qi, q%, q'x, q[, + q[)

On a

(i)
X

X"

bx
ô<7i ?» +

bx
ô?«?> y' Z

bx // bx ff b2X '2
qH q H <7+2

b2x

bqibq2
t f b2X 2

V, + — ?21 2
d#2

2 y
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En tenant compte des formules classiques

e y f—V, F y^^, G
^J\hqj X-J\ö9r2/

bx b2X1 öE ^ bö2X1 öE

ö<7iö</2 ^ö ch'ö</Iö^Iö<72 % ô ci2

sr\ bxö2ic 1 öG ^ bx b2x 1 ôG

^b q2 bq1bq22ö^ ' ^ ö 5 2 ö

^ bxb2xöF 1 öG ^ ö^ö2x öF 1 b E

0 cli bq20 (h2b qx '—1 ö 5 ^2 ö 2 d </2

pour les fonctions considérées on aura

U2 E q[2+ 2F<^ + G 1 (2)

vl) -, "2 un 112V E^ + 2F^f/2 + Gr/2

rf/f 1 5E /2 ~ ^ F rt öG
E q -j- F q — — 1 - q -f- 2 q q -j- — q

1 2 2 \ô 1 ö 1 2 bqt

rt,/ / l/öE/O <r»
^ ^ r/ öG/2

9, "+ 2?1
'2

+ 2?; F </, + g + ^'V + 3

Considérons un vecteur Û de grandeur un dirigé suivant la
- 1

tangente de la courbe (C) et un autre vecteur V de grandeur —.

dirigé suivant la normale principale de (C). Le produit scalaire
du vecteur V et du vecteur âcî ?/, $z) [représentant le
déplacement infinitésimal du point M (x, ?/, z) obtenu en donnant
aux q1:q2 des variations infiniment petites est donné

par la relation
V o scos V 5 s)x"$x + S + z"8

+ y"^r~+ z"p-)5(h+ fi" — + 2/" — + z"—W
à h d'h ö?i/ V ö 7a ûf/a û<7û/

ou, en vertu des équations (1),

Vos cos (V, 8.S-) f+ y"%
+ z"—,3 87l

bx
x

î>qi ö qi Ö

ô*" „ öz"\ 1 /öV* ö"V
// + y n+ 3 S j 0 ?2 — "S" | Tt

® <Zl +
iV/2 H ör/2y V0?!

2

V2 doit être remplacé par sa valeur (3).
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Désignons par 9l'angle que fait la normale principale de la
courbe (C) avec la normale de la surface (S) et appliquons la
formule générale (4) au déplacement perpendiculaire au

—f

vecteur U. On aura

sin 8 1 /av2„ dVK
V — 8Ï1 + — SÏ2
- Vö9x H

et la courbure géodésique est donnée par la. formule

sin 6

H P

1 /d V2 8^ 'ôV* 8^
<> \ 8*ö#

*.1
ö

" 8.s
(5)

Des équations

et

*($)'+

+ G<^5 0

[qui expriment que le déplacement os est effectué sur la surface
^ •et qu'il est perpendiculaire au vecteur \] (x', y', z')\, on tire

facilement

?(t[ + G'/[ 18</i au2
S

<5 5

VfiG —F2 2-\/EG — F2 ï>q'

_
1 au2

VEG —F2
~~

2a/EG —F2 ö

Par conséquent,
au2 av2

1

g i^EG — F2

ô'/i
au2

//

ô?i
av:

/ //
Ö?o M,

(6)

2. — Pour obtenir les lignes géodésiques de la surface, il faut
exprimer que la courbure géodésique est nulle, ce qui donne

l'équation
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Les deux quantités 7r, 4tsontliées par l'identité
hci1 ûf/2

n v2 dV2 ,8,— </, + — -7, 0 • <8'
Ö« 1 ï>«7

2

'l y 2

[On peut établir cette identité de la manière suivante. On a

1 ôY* _ CUT; w ,_by .*z_
~ x + y

ö7;
+ z

ô7i" ô?i ùîi ^
1 ôV* V 4- 7/' ô^_l - r" — 4- + —9" " + y 57 ^ 7~"" ~~ îirt + ^ ö r/ ÖÖ

'

^ ér/ Or/ Or/ Or/ ôrh va "2
2

Multiplions par g^ g^ les deux équations et ajoutons-les,
On aura

1 /ôV2 / OV2 /\ „ f bx t bx
;> I X 7 '1 '

x '2 I " \ 0/7. Ji ' 0 r/-^2

j ^JJ2
+ + y"y' + z"z' — 9" 77 0

Des relations (7) et (8) on tire

^ o ^ 0 1 (9)
ö <7 ö'l 7 2

ou bien, en tenant compte de (3),

d t /, l/OE/2 ^ f%\
— (Er/ + Fr/ — q+ 2 r/ q H q 1 0,ds X yi ^ ,l\bq11^ ög^i '2 bq11^ J

l d/r. ' '\l/öE/2 ôF / / ôG
/ — Fo 4- Gr/ — — -— + 2 -\ q[ rf.s

v yi 2 2\ôr/2/i 0 g2 12 0 r/2

(9')
/2

2
0

Ce sont les équations différentielles des lignes géodésiques.
Ces deux équations rentrent d'ailleurs l'une dans l'autre
moyennant la relation

'2 ^ f '̂ '2U2 Ery; + 2Kr///2 + G7 ' 1

i On sait que les lignes géodésiques d'une surface sont les trajectoires d'un point
matériel qui n'est sollicité par aucune force. Les équations du mouvement sous la forme
donnée par M. P. Appell [ Mécan.rat.,t. II, § 465, IVft éd.] coïncident avec les équations

(9).



48 I. TZËNOFF

qui permet d'éliminer dsdel'une ou de l'autre, par exemple de
d V2
—F 0. L'équation obtenue est une équation différentielle du

second ordre entre q1et q2.Son intégration conduit à la relation
q2 =f(q1) qui définit les lignés géodésiques de la surface (S).

Nous avons donc montré que la recherche des lignes géodésiques

se ramène au problème d'Analyse suivant: trouver le
1

minimum de la courbure V —, considérée comme fonction
p

explicite de deux variables indépendantes q"(les dérivées
secondes par rapport à l'arc s des deux coordonnées curvilignes
?i, ?2).

3. «— Nous allons faire une application de la méthode précédente

à la recherche des lignes géodésiques des surfaces de

révolution :

x r cos 6 yr sin 6 ©(r)

On trouve

V2 -X"2 + y"2+ z"2 r"2(1+ <p'2)

_|_ r2r2— 2 r"(ô'2 r— ©'<p'V2) + 47^'6rô" +

Alors les équations des lignes géodésiques sont :

— 6 ".r2-f-2û'rr' ' ou bien ~ ^ '

4^ r"(l + ®'2) — 8'2.r + ?V'2 0
2 ö r" ' '

auxquelles il faut joindre l'équation
U2 1 xn + yn + z'2 r'2(l + ®'2) + r28'2

En éliminant ds des équations

on obtient l'équation différentielle de la projection des lignes
géodésiques sur le plan Oxy
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4. — Nous écrirons de même l'équation différentielle des

lignes géodésiques en coordonnées rectangulaires. Soit

z f(x,

l'équation de la surface (S). On a (avec les notations classiques)

z'px' + qy' i z" px" + -f + 2 +

Par conséquent

IP (1 + p*)x>* + 2 pqx'y'+ (1 +
T2 (1 + f)x"2+ ïpqxTy» + (1 +

+ 2 x"p(rxr2-f2 sx'y'+ ty'2) + 2 + 2 + ly'2) +

Les équations différentielles des lignes géodésiques sont

7^7/ P + p-)x" + pqy" + p(rX'+ 2 + ty'2) 0

(i0)
77^7, (1 + q2)y" + pqx" ,+ q(rx'2+ 2sx'y' + ty'2) 0

Il suffit d'éliminer ds des équations (10). En posant pour
abréger

rx'2 + 2 sx'y'+ ty'2 m

on tire des équations (10)

^ _ mP v» _1 + /P + q2'y I + y>2 + f/2

En portant ces valeurs dans l'équation

x'y" — y' x"
2 p3

on obtient finalement

d~y dy\
dx2 y P dx)1 + + 7

L'Enseignement mathém., 29e année; 1930.
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