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PROBLEME DE TORRICELLI 251

9. — Ainsi donc, le probleme de FERMAT dépend analytl-
quement d’une équation indéterminée qui peut aussi étre

mise sous la forme:

A++=0-

>)| o

Or il se trouve que LEIBNIZ a rencontré ce genre d’équations,
a
X —l— :‘x": D ’

ou figure un nombre rationnel @ (sans rapport avec l'hypo-
ténuse de larithmotriangle pythagorique considéré plus
haut); il reste trace de ces recherches de LEIBNIZ dans les
deux piéces suivantes:

a) Invenire triangulum rectangulum in numers cujus area
sit quadratus (29 décembre 16’78) Leibnizens mathemaltische
Schriften, Gerhardt, [2], 111, 1863, p. 120-125.

b) Exercitium ad promovendam scienltam numerorum,
ibid., [2], 111, 1863, p. 114-119.

Dans la premiére de ces pieces, il est questlon de I'équa-

tion particuliere

=0
rx—— = :
x
tandis que dans la seconde il s’agit de. ’équation générale :

=0 -

8
%e\a

(Vest la seule trace d'un travail de Leisyiz sur ce sujet
que j'aie pu jusqu'ici retrouver. La question reste donc posée.

L’ origine probable du probléme de Torricelli.

10. — Revenons & TORRICELLI et & son probléme retrouveé
par M. Gino LoRia.
La solution donnée par FErRMAT lui- méme, retrouvée. par
BirLy et par EULER
a — 4 687 298 610 289 ,
b — 4 565 486 027 761 ,
c—1 06L 652 293 520 ,
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est la plus simple de toules les solutions en nombre illimité
de ce probléme, qui peut étre rattaché a ’étude arithmo-
géométrique d’une cubique plane ou d’une biquadratique
gauche!. Cette propriété est formellement énoncée dans le
passage ci-dessus rapporté de la piéce, en date du 15 no-
vembre 1775, des Miscellanea Analytica d’Evier. Ce point
fut d’ailleurs a nouveau établi-par I'analyse remarquable de
LaGranGe 2, en 1777. '

La somme @ 4 b des valeurs précédentes de I'hypoténuse
a et de la cathéte moyenne b est un nombre (terminé par 50)
qui ne saurait étre carré parfait. Cette solution la plus simple
ne satisfait donc pas a la troisiéme condition de TORRICELLI ;
d’ou il résulte que le probléeme de Torricerni, s'il est
possible en nombres entiers positifs, n’admet pas de solu-
tions de moins de treize chiffres. La condition supplémen-
taire imposée par le disciple de GaL:LEE ne fait donc que
compliquer un probléme déja dénué de solulion simple.

11. — Il se peut pourtant que TorriceLLI ait voulu poser
un probléme qui n’est guére différent de celui de Fermar,
qui lui est intimement lié¢ et qui adinet une solution simple.

‘L’étude du probléeme de Fermat, lorsqu’il est soumis a
certaines méthodes de résolution, le rend, en effet, absolu-
ment inséparable du probléme pour lequel la somme des
cathétes est remplacée par leur différence. C'est ce qui se
produit notamment dans l'analyse géométrique, au moyen
d’une cubique plane ou d’une biquadratique gauche; la
somme des cathétes n’est pas.alors nécessairement la somme
de leurs valeurs arithmétiques. ‘

BiLry a parfaitement rendu compte, dans son analyse,
de cette circonstance; il a le premier signalé I'existence
d’un arithmotriangle pythagorique remarquable dont les
cOtés sont des nombres bien simples :

a — 169 , b — 120 . c = 119 ;

Ve

! Voir a ce sujet mes « Notions d’arithmogéométrie » dans L’Enseignement mathématique,
XIXe année, mai 1917, p. 167-168.

% Sur quelques problémes de l'analyse de Diophante, Nouveau Mémoire de I’Académie
royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, 1777; Euvres de Lagrange, t. 1V, Paris,
1869, pp. 377-398.
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ces nombres satisfont aux conditions simultanées :
a=1[], b —e=1[].

Pour cet arithmotriangle pythagorique la iroisiéme condi-
tion de TORRICELLI es! satisfaile, que l'on considére la somme
ou la différence de Uhypoténuse et de la cathéte moyenne,
puisque les nombres précédents vérifient les deux conditions

a+ b=—289 =[],
' 49 =[] ;

a—b

|
I

il convient de remarquer que ces deux conditions simultanées
se réduisent a une seule, puisque le produit (a + b)(a — b)
est égal au carré de la cathéte ¢. -

La véritable signification et 'origine du probléme de Tor-
RICELLI se rattachent elles aux remarques qui viennent d’étre
faites ? C’est possible, mais peu vraisemblable.

12. — L’origine plus probable du probleme de ToRRICELLI
me semble résider dans la remarque que, si la somme des
cOtés @ + b n'est pas un carré, dans 'exemple donné par
FermaT, par contre la somme de U'hypoténuse et du plus pelit
cOté est un carré :

a + ¢ =5 748 950- 903- 809 = (2* 397 697)% .

Indépendamment de ce fait particulier et d’'une maniére plus
générale, un triangle en nombres (selon I'expression des géo-
métres du XVII® siécle) étant représenté par les nombres
entiers p et ¢, les cotés sont exprimables par les formules

a=@p*+¢)r, b=(pPP—4q°). %, c=2pg.%,

dans lesquelles A est un paramétre entier de similitude : ce
sont les formules de BrarmaGupTA. Les trois conditions

a=1[], a+c=[], bd+ec=0,
deviennent dans ce mode de représentation :

pPP+Pr=0. (p+eg*r=0, (P2+'2P61—92)1;—:D ;

[’Enseignement mathém., 20¢ année; 1918 - 17
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la seconde n’est autre que A =1[7; le riangle a célés pre-
miers entre eux semblable ¢ un triangle de cette espéce,
triangle qui s’oblient en prenant } =1 et p et g premiers
entre eux, remplit ipso facto cette condition. Abstraction
faite d’une similitude assez banale, il y a donc lieu de se
borner a ce cas des triangles a cotés premiers entre eux,
triangles que FRENICLE a nommés triangles primitifs.

De ce qui précede, il résulte donc que dans tout triangle
primitif'la somme de I’hypoténuse et d’une des deux cathétes
est loujours un nombre carré. Celte propriété bien simple
ne pouvait pas étre inconnve de TORRICELLL.

Tout s’explique donc. Dans Pexemple de Fermar, le tri-
angle primitif dont les nombres sont

p =2 150 905 ,
g= 246 792

c'est la somme de 'hypoténuse et de la plus petite cathéte
qui se trouve étre un carré parfait. Cette circonstance se
produit toutes les fois que I'inégalité

p®— q* > 2pq ,

est vérifiée, c’est-a-dire lorsque le rapport £ des nombres
’ q

du triangle (p étant le plus grand des deux nombres) est
supérieur a V"2 4 1. Dans le cas actuel, cette condition est

manifestement remplie, g- élant de l'ordre de 8.

Le probléme de TorriceLLI consiste précisément a recher-
cher un triangle primitif, appartenant a cette famille des
solutions du probléme de Fermat, mais pour lequel le rap-

port 5 des deux nombres du triangle soit inférieur 4 la limite

précédente V'2 + 1. EL nous devons conclure que la condi-
lion supplémentaire de TORRICELLI est une simple condition
d’inégalité, le probléme de TorricELLI étant analytiguement
identique a celui de FERMAT. '
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