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130 A. KIENAST

FK(x). En désignant le cercle de convergence de la série (1)
par C, 'expression

donne la représentation analytique de FC(x). Cette expres-
sion est composée des éléments (2) et des nombres ration-

1 . , . . 1y
nels — indépendants du choix des dits éléments.
o !

Le probleme dont je vais m’occuper consiste a construire
des expressions arithmétiques formées au moyen des cons-
tantes (2) valables dans une étoile de convergence K de
centre a et circonscrite au cercle C. MM. Mirrac-LEFFLER et
BoreL en ont publié des solutions des plus importantes,
M. Mittag-Leffler demandant une représentation valable et
gardant sa forme dans tout le domaine de la branche uni-
forme d'une fonction monogene. |

Laissant de coté de telles conditions supplémentaires, les
considérations suivantes contiennent la démonstration dans
le cas le plus spécial! d’'une méthode qui permet d'obtenir
une infinité de formules a 'aide desquelles on peut trans-
former une expression limite? dans une autre. Le reste de
la note sera consacré aux applications.

-

L'intégrale générale de I'équation différentielle linéaire

dy .
X — Ap ()y = x%o(x) , (3)

plx) = E b,x" ,

n=0

(o o}
x*o(x) = D, amte

m=0

1 La démonstration pour tous les cas aujourd’hui accessibles est développée dans un
mémoire : « Ueber eine Integralformel und die Eigenschaften der darin vorkommenden
Funktionen », Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, 61. Jahrgang
1916, drittes und viertes Heft.

2 . MiTTAG-LEFFLER, Sur la representation, ete., Acta Math., t. 24, p. 184, la note.
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olt plx) et g(x) sont supposés des séries de Taylor a rayon
de convergence non nul, se compose d'une intégrale parti-
culiere V(x) de (3) et de U'intégrale générale

|

y, (x) = ¢’ = N E (k)" (4)
k=0 °

de I'équation sans second membre

xy () — xp(x)yy(x) =0, ()

c¢’est-a-dire
ylx) =3, (x) + Vi) .

On peut arriver a la représentation d’une intégrale parti-
culiere de deux manieres.
La différentiation de (3) donne

y"— pla)y’ — plla)y = a® P lx.¢ (x) + (¢ — Vsla)] = 2 g (a)
d’ou
x ola)y" — [xp(a)p(x) + o (x)]x)y” — x[xp(2)9(x) — pl®)pyx)]y =0 . (6)
L’équation déterminante de celte équation différentielle

o (0)y(y

possede comme racine 0 et «. Par conséquent (6) admet un
systeme fondamental d'intégrales z,z, dont on connait la
forme analytique dans le voisinage de x = 0.

Chaque intégrale de (3) doit étre intégrale de (6); mais la
réciproque n'est pas vraie. Donc il est toujours possible de
déterminer les constantes D telles qu'on ait

]

=0y =v.20y—1—(e—1]=0

J1(®) = Dy 5 (x) + Dyz, () | (7)
Viz) = D)z (x) + D)z, () . (8)

Il faut distinguer trois cas:
Premter cas: Supposons que « ne soit pas un entier. Le
systeme fondamental de (6) est de la forme

= o} [=a}
- — n PR N s
5 = N B,a", = A, ante

n=y0 n=>y0
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De l'équation (7) résulte a cause des expressions pour
Yy, 21, 2, valables dans le voisinage de x =0

D, =20 et ¥ () =D, 5 (x) .
Par suite I'équation (8) s’écrit

D’

‘ 1
Vix) = NS () 4 Dy zy (),

1

mais si V est intégrale particuliere de (3)

D,
vV — FD‘I (x)

1

en est une autre. Donc on est conduit au

TueorEME : L’équation différentielle (3) admet une inté-
grale complétement déterminée par la propriété d’étre, dans
le voisinage de x — 0, développable en la série conver-
gente

V(.T):EAHQC”'*‘“ , A, =0
=0
Inversement:

TueoreME : Si la fonction y est donnée par la série con-
vergente

rla)= N Aate A 0
n=0
I’expression (3)
d .
P(y) = xdir — ap(x)y

est égale a la série convergente

o

N D- amto D, =0 .

m’
m=u

Second cas : Soil & un entier positif. Un systeme fonda-
mental pour (6) est

(e 2] e o]
-~ — n—+a - a— [ . I
B == WA ZE 2, = > [e, + d, loga]a",
n=y0H

n=0




FONCTIONS ANALYTIQUES 133

et, certaines conditions étant remplies, la seconde intégrale
z, ne contient pas de logarithme.

Si dans le développement de z, le terme logarithmique ne
manquait pas, on concluerait de ’équation (7) D, =0, et
puisque I'égalité entre les deux membres restant est impos-
sible, le développement de z, ne renferme pas de logarithme

o o]
al n
By k] == 2 C,x" .

n=y40

Par suite [’équation (8)

Viz) = Dy. A 2t 4+ D, B C "
n=0 n=0

conduit au
TueorEME : L’équation différentielle (3) admet une inté-
grale completement déterminée par la propriété d’étre, dans
le voisinage de x==0, développable en la série convergente
o0

V(’x)::Ekak; B, =0,
k=

=]

et inversement.
Maintenant I'équation (7) pour la valeur x = 0 montre que
le coeflicient de z, ne peut pas disparaitre. Introduisant

dans (8) on aura

D, D;D, — D
Viz) = -0 x) + 3 (),

et I'on est amené au méme théoréme trouvé dans le premier
cas. Cette substitution est seulement impossible si (8) ne
renferme pas z,; mais dans ce cas (8) prouve le théoreme.

Troisteme cas: Supposons o nul ou entier négatif. Le sys-
teme fondamental de (6) est

= o} PR
= DA ", 5 = > [B, + C, log x]x",
n=90 n=y0

et de (8) on tire le
Tneoreme : L’équation différentielle (3) admet une inté-
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grale représentée par la série convergente

[e's}
Vix) = D la, + b, logx]2" .
n=>0
Les considérations faites se rapportent au cas le plus spé-
cial du probléeme suivant: Déterminer le développement en
série d'une intégrale particuliere de I'équation différentielle

m

P(y) =3 pila)a’y' = I aloy(2) + oel@) g2+ o+ g () (1) ,
=0

k=0

oo
p;lx) = 2 ai)\xk .
A=
valable dans le voisinage du point singulier x =0 pour
lequel les intégrales de P(y) = 0 sont toutes réguliéres. On
trouvera les résultats pour le cas général dans le mémoire
cité plus haut.
De la méme maniere jarrive dans ce mémoire a l'expres-
sion en série représentant asymptotiquement une intégrale
particuliére de 1’équation différentielle

. LR
. / . —_ ... P C
P() = 2" pya)y = 1 -xG[CO + L4 ] ,
=0 b
a; a;
1 2
pz<“):az+’;+?+’ a, =0,

quand x grandit indéfiniment en étant positif.

I1

On connait plusieurs moyens pour former une intégrale
définie représentant une solution particuliére de (3). A ce
but conduisent la méthode de la variation des constantes et
un théoréme de Céuchy, voir Comples Rendus, T. 11, p. 2

(1840). Soit
fVV(x ) di
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