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L'associativité, dans le cas de trois morphismes où les objets sont en

position générale, correspond à la configuration de Desargues de la figure 4.

Figure 4

Rappelons le théorème de Desargues: si x,y,z et sont deux

triangles de l'espace projectif T*n(F), où n ^ 2, tels que x et x', y et y',
z et z' soient distincts, alors les points <x,y) n <x', j>'>, <j>, z> n <y\z')
et (x, z) n (x', z') sont alignés, si et seulement si les droites (x, x'),
(y>y') et <z,z'> sont concourrantes.

1.3 Preuve du théorème 2

Dans toute la suite, on note p l'application quotient F'î+ 1 \{0} -> P^CF).
On va construire un morphisme de groupoïdes (p : 7'n -> bijectif

sur les ensembles d'objets. Pour prouver que (p est un isomorphisme, il
suffira de vérifier que les morphismes induits Aut(x)-+Aut(<lp(x)) sont
des isomorphismes pour tout x de P "(F).

On note (p(x) la droite p~l(x). Si / (x y) est un générateur de

r£n, on définit (p(/) comme l'isomorphisme linéaire: p ~1 (x) -» p ~1 (y),
dont le graphe est la droite conjuguée harmonique de p~l(a) par rapport
à p~l{x) et p~l (y); autrement dit, (p(/) est caractérisé par le fait que

pour un vecteur non nul x e p~x(x), (p(/) (x) - x appartient à p~x{a).
Pour voir que ces données induisent un morphisme (p : 7n 7An,

vérifions la comptabilité avec les relations Soit f,g,h comme sur la

figure 1, on a

<P (/)(*) - x ep~>(a)et (p(g) (<p(/) (x)) - cp(/) (x) ep~1
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donc ((p(g) ° cp(/))(3?) - x appartient à l'intersection des deux plans

n (p~l(x)ip-l(z)) p~l(c)

ce qui prouve que <p(g o /) cp(g) ° <p (/).
Il reste à voir que les morphismes Aut(x) -> Aut(q> (x)) induits par

(p : &n -> sont des isomorphismes. Cela se fait en plusieurs étapes.

Si x y, l'inverse de f (xy) est représenté par g (y x).
En effet soit z en dehors de la droite (x, y) et h (x z), il suffit de

vérifier que h o (g o /) h, ce qui apparaît sur la figure 5 qui montre

une construction géométrique de {h o g) o f.
hog

Figure 5

L'étape suivante consiste à prouver que tout automorphisme de x
dans &n est représenté par une composée (j-^x)o(r^ y), où x ^ y.
Par définition de tout morphisme de x est représenté par un «chemin»

üq ai an _ i
x0 Xi Xn

Montrons que le composé d'un tel chemin est égal au composé de deux

générateurs. Il suffit de considérer la situation où n — 3; soit alors z en
dehors des droites <x0,Xi>, <Xi,x2> et <x2,x3> (voir aussi le lemme 1

du paragraphe 2.1 pour une situation plus délicate) et soit co sur la droite
<Xi,z>, distinct de Xj et z; l'associativité de la composition et le fait que
(z Xi) o (xi z) idXx montrent que

/ CO al a2 «0 CO / a0 a\ a2(z-* X, ->X2->X3) o (X0 ->x,-*z) (x0 -> -> x2 -» x3)

où l'on a identifié une suite de flèches à sa composée. D'autre part le choix
de z et les relations de définition de montrent que (x(J ^ x, ^ z) et

(zx, -+ x2x3) s'identifient à des générateurs de -f„.
Démontrons maintenant que, si fe Aut(x) est la composée h o g où

g x-^y et h y-^x,alors <p (f)eFx est le birapport r(x,y\a, b) des

quatre points x,y,a,b. On a cp(/) cp(/z) o cp(g); soit
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au-dessus de x,y, a, b tels que x + y a et b Xx + y, alors (p (/) (3?)

(p (/*)(-.?) donc cp(/) est la multiplication par X. D'autre part
X r(x,y ; ß, Z>); en effet si on envoie x à l'infini et si on prend y pour
origine de la droite affine ainsi obtenue, les coordonnées de a et b sont respectivement

1 et X, mais r(oo, 0; 1, X) X.

Pour achever la preuve, montrons que cp :Aut(x) Aut((p(x)) est injec-
tive. Notons (x,y; a, b) l'automorphisme de x: (y x) o (x y), et prouvons

que si r(x,y; ß, Z?) r(x,y'; ß', b'), alors (x, ß, Z?) (x,y'\a \ b').
On peut supposer que ß =£ b et a' b'. Si x, j, ne sont pas alignés,

par l'invariance projective du birapport l'égalité r(x, y; ß, b) r(x, y'; a', b')
entraîne que les droites (y,y'), {a,a') et <b,b') sont concourrantes.
Mais alors en utilisant les relations de définition de on a successivement

(y'̂ x)O (X^y') o (y-^x)(y-^ y')
ce qui montre que (x, y ' ; a ', b ') ~1 o (x, y ; ß, b) ZcZx. Si enfin, x, j, ' sont
alignés, on applique deux fois ce qui précède en considérant y" en dehors
de la droite <x,y> et a"\b" sur la droite <x,j"> tels que r(x,y;a,b)

r(x,y"; a", b").

2. Groupoïdes et Grassmanniennes

2.1 Présentation par générateurs et relations
On se propose de généraliser ce qui précède aux groupoïdes ^nj de la

définition 1 et aux grassmanniennes.

Définition 3. Pour n ^ 3/ — 1, on note y-'"'nJ le groupoïde décrit

par générateurs et relations comme suit.
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