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BIRAPPORT ET GROUPOIDES

par Jean-Louis CATHELINEAU

Soit F un corps et n un entier supérieur ou égal a 2, on associe a 1’espace
projectif P7(F) un groupoide; ce groupoide, défini par générateurs et
relations de maniére purement géométrique, fait apparaitre tres naturellement
le groupe multiplicatif du corps et le classique birapport. Une structure
analogue existe plus généralement pour les grassmanniennes. Ces considé-
rations ameénent a une présentation géométrique élémentaire de I’homologie
du groupe linéaire en terme de grassmanniennes, en analogie avec la situation
topologique classique, et illustre aussi I’intérét (voir entre autres [3, 10]) de
considérer pour un groupe discret GG, des catégories, autres que la classique
catégorie a un objet, dont le réalisé est aussi un espace d’Eilenberg-Maclane
K (G, 1). Ce qui suit espére montrer la dimension géométrique de ce point
de vue, dans la ligne des idées de F. Klein. On discute aussi quelques extensions
naturelles du birapport pour certaines configurations de points ou de sous-
espaces de ’espace projectif.

Ces résultats m’ont été inspirés par quelques aspects d’un travail de
Goncharov sur la conjecture de Zagier [9, 8, 4].

1. GROUPOIDES ET ESPACES PROJECTIFS

1.1 PRESENTATION D’UN GROUPOIDE PAR GENERATEURS ET RELATIONS

Rappelons qu’une petite catégorie est une catégorie dont les objets forment
un ensemble, et qu’un groupoide est une petite catégorie dont tous les
morphismes sont des isomorphismes. Un groupoide est dit connexe si, entre
deux de ses objets, il existe toujours un morphisme. Dans la suite tous les
groupoides sont supposés connexes. Dans un groupoide, les automorphismes
d’un objet forment un groupe et tous ces groupes d’automorphismes sont
isomorphes. Un groupe s’identifie 3 un groupoide avec un seul objet et
tout groupoide est équivalent, au sens des catégories, a un tel groupoide.
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Mais il faut se garder de croire que la théorie des groupoides se réduit a celle
des groupes. Pour un apercu général sur la théorie des groupoides et leurs
applications on renvoie a ’exposé de R. Brown [3].

Comme la notion de groupoide généralise celle de groupe, il n’est pas
surprenant que l’on puisse présenter un groupoide par générateurs et
relations.

Pour cela considérons les données suivantes

i) un ensemble d’objets X,

i1) un ensemble .# de générateurs donné par des «fléches» f:x — y entre
les €éléments de X,

1i1) un ensemble 7 de relations entre les éléments de .# du type

frofoto o ofit=ide(e;= £1),

ou I’extrémité de la fleche f; coincide avec I’origine de f;. ;.

PROPOSITION 1. [/ existe, a isomorphisme preés, un et un seul groupoide
¢, d’ensemble d’objets X, muni d’une application ¢: .7 — Mor &
compatible avec les objets, satisfaisant de plus a la propriété universelle
suivante:

«Pour tout groupoide 2%, pour toute application h:X — Obj 7,
et pour toute application v :.% — Mor 2# compatible avec h vérifiant:

WS o W(fyo )10 o 0w (fi)® = idyy pour chaque relation
de %, il existe un unique morphisme de groupoides

yv: ¢ > %
tel que
yooh=y.»
Esquissons la preuve: on commence par construire le groupoide

«libre» Z engendré par les données X et .%. Pour ce faire, on introduit
le graphe orienté I' dont les sommets sont les éléments de X et dont les

A

arétes sont de I’un des types x ER youy ER x, pour f:x— y élément de .7
(on suppose que ce graphe est connexe). Le groupoide & a alors pour objets
les éléments de X et, pour morphismes, les classes d’équivalences de chemins
orientés sur le graphe I', relativement a la relation d’équivalence engendrée
par les relations élémentaires suivantes: deux chemins sont élémentairement
équivalents si ’on passe de 'un a l’autre en remplacant une séquence
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A A

xiyix (resp. yixi;y) par x (resp. y). La composition dans &

. . f
s’obtient en composant les chemins; I’inverse de la classe de x = y est alors

la classe de y EA X.

Le groupoide ¢ se déduit de & en passant au quotient par les relations
Z. Plus précisément, les relations % engendrent une famille de groupes
(G ve x, ou Gy est un sous-groupe de Aut 7 (x), satisfaisant a la condition

(*) pour tout morphisme f:x — y de &, la conjugaison: Aut, = Aut,,
g— fogo f~1, induit une bijection de G, sur G,;
on obtient alors ¢ a partir de & en passant au quotient par la relation
d’équivalence suivante sur les morphismes de &

(+¥) pour f,g e Mor(x,y),f~gsig-lofeG,. U

DEFINITION 1. Pour F uncorpset [>1, 7, désigne le groupoide
dont les objets sont les sous-espaces de dimension [ de F"+! et les
morphismes, les isomorphismes linéaires entre ces espaces. Pour [ =1, on
note plus simplement ce groupoide 7 ,.

Dans les paragraphes 1.2 et 2.1, on donne pour » > 3/ — 1 une présen-
tation par générateurs et relations du groupoide 77, ,, en termes de
géomeétrie projective.

1.2 LE GROUPOIDE DES POINTS DE P” (F)

Dans la suite, F est un corps commutatif quelconque, en particulier on
n’exclut pas le corps a deux éléments.

DEFINITION 2. Pour n > 2, on considere le groupoide <, défini par
générateurs et relations comme Suit:

i) Les objets de &, sont les points de P"(F).

ii) L’ensemble des générateurs .7 est constitué des fleches f = (x = »),
ou x et y sontdes points distincts de P"(F) et a est un point
de la droite {x,y) distinct de x et y.

iii) Les relations 7 sontdutype h=go f ou f=(x—>y), g= (y 5 Z)
et h=(x>2z) sont comme sur la figure 1, c’est-a-dire que x,y
et z sont en position générale et c est I’intersection des droites {x, z)
et (a,b).
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FIGURE 1

Un triangle comme sur la figure 1 est une cubique dégénérée; noter
alors I’analogie avec la définition de la loi de groupe sur une cubique non
singuliere. On peut dire aussi que les relations 77 sont données par les configu-
rations de Menelaiis: rappelons que le théoréme de Menelailis exprime

P’alignement des points a, b, c, sur la figure 1, par la condition affine
ax 9y £2 _ 1
ay bz ¢x

On rappelle que si F a au moins trois éléments et si x, y,a, b sont
quatre points distincts de P"(F) = Fu { o}, il existe un unique élément
r(x,y;a,b) € F* et une unique homographie f € PGL(2, F) tels que

(f(x), f(), f(@), f(D)) = (0,0,1,r(x,y;a,D)) .

L’élément r(x, y; a, b) = == i:i est le birapport des quatre points x, y, a, b;

pour les généralités sur le birapport, voir par exemple [1].

Dans la suite on convient que r(x, y;a,b) =1, si a = b.

Noter que le groupe projectif PGL(n + 1,F) opere naturellement
dans ¥, par automorphismes de groupoides.

THEOREME 1. Le groupoide <, vérifie les propriétés suivantes
1) Pour x+#y, si f=(x=y) alors f~1=(y=>x).

2) Pour x + y,Mor(x,y) coincide avec I’ensemble des générateurs de
source x et de but y.

3) Pour tout x e P"(F), il existe un wunique isomorphisme,
te:Auty (x) = F*, tel que pour f = (x>y) et g=(y -a>x), t.(gof)
=r(x,y;a,b). De plus ces isomorphismes sont compatibles avec [’action
de PGL(n+ 1,F) dans %,.

Ce théoreme est en fait un corollaire du suivant.
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THEOREME 2. Il existe un isomorphisme de groupoides ¢: <, 7,
tel que, pour f=(x—>y) et g=(y 5x), ona ¢(go f)=r(xy;ab).

Avant de montrer ce dernier résultat, donnons deux illustrations géomé-
triques du théoreme 1.

Si f=(x>y) et g= (y > z) sont tels que x,y,z sont distincts et
alignés, alors g o f = (x> z), ou c est le point de {(x,y) obtenu par la
construction géométrique de la figure 2.

xv

FIGURE 2

Détaillons cette construction: on choisit un point x” en dehors de la droite
{(x, y) et un point ® sur la droite {x, x") distinct de x et x’. Le point a corres-
pond alors a la composée f o (x'>x), le point p & go (fo (x' X))
et le point ¢ a

(go(fo(x'>x))o(x>x").

L’associativité du groupoide %, et le point /) du théoréme 1 montrent
que cette derniere composition n’est autre que g © f. Le lecteur pourra
considérer le cas particulier ou F est le corps a deux éléments et constater
que si X, y,z sont les trois points d’une droite de P2(F), on a la relation
(y>2)0(x>y) = (x % z). Rappelons que le plan projectif du corps a
deux éléments est constitué de 7 points et 7 droites disposés comme sur
la figure 3

FIGURE 3
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L’associativité, dans le cas de trois morphismes ou les objets sont en
position générale, correspond a la configuration de Desargues de la figure 4.

hog

y

FIGURE 4

Rappelons le théoréme de Desargues: si x,y,z et x’,y’,z’ sont deux
triangles de l’espace projectif P*(F), ou n > 2, tels que x et x’, y et y’,
z et z’ soient distincts, alors les points (x,y)> N {(x", ¥">, <y, 2> n {y', 2"
et (x,z) N {(x’,z’y sont alignés, si et seulement si les droites {x,x"),
(y,y") et {(z,z") sont concourrantes.

1.3 PREUVE DU THEOREME 2

Dans toute la suite, on note p ’application quotient F7*1\{0} - P"(F).

On va construire un morphisme de groupoides ¢: ¢, = 7,, bijectif
sur les ensembles d’objets. Pour prouver que ¢ est un isomorphisme, il
suffira de vérifier que les morphismes induits Aut(x) = Aut(p(x)) sont
des isomorphismes pour tout x de P"(F).

On note ¢(x) la droite p~1(x). Si f = (x> y) est un générateur de
¢,, on définit @ (f) comme I’isomorphisme linéaire: p~1(x) = p~1(y),
dont le graphe est la droite conjuguée harmonique de p ~'(a) par rapport
a p-(x) et p~'(y); autrement dit, @ (f) est caractéris¢ par le fait que
pour un vecteur non nul X € p~1(x), ¢(f) (X) — X appartient & p~1(a).

Pour voir que ces données induisent un morphisme ¢:¥%,—> 7,
vérifions la comptabilité avec les relations . Soit f, g, A comme sur la
figure 1, on a

O X)) —Xepa) et 9@ e(f)X) - o(fH(X)ep'(D),
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donc (9(g) © ®(f)) (X) — X appartient a 'intersection des deux plans
(p~"a),p= 1 (b)) n{p~1(x),p 1 (2)) =p~'(c),

ce qui prouve que ¢ (g © f) = ¢(g) © 0 (f).
Il reste a voir que les morphismes Aut(x)— Aut(p(x)) induits par

0: %, 7, sont des isomorphismes. Cela se fait en plusieurs étapes.

Si x #y, Dlinverse de f = (x—>y) est représenté par g = (y 5 X).
En effet soit z en dehors de la droite <x,y) et A = (x—c> z), il suffit de
vérifier que Ao (g o f) = h, ce qui apparait sur la figure 5 qui montre
une construction géométrique de (k2 © g) o f.

hog

FIGURE 5

L’étape suivante consiste a prouver que tout automorphisme de x
dans ¢, est représenté par une composée (y—b>x) o(x>y), ou x # y.
Par définition de ¥,, tout morphisme de x est représenté par un «chemin»

ag aj An—1
Xg=FX] = = X,
Montrons que le composé d’un tel chemin est égal au composé de deux
générateurs. Il suffit de considérer la situation ou n = 3; soit alors z en
dehors des droites {(xo,x1), {(X1,X2) et {x,,Xx3) (voir aussi le lemme 1
du paragraphe 2.1 pour une situation plus délicate) et soit w sur la droite
{(x1,z), distinct de x; et z; ’associativité de la composition et le fait que
(z > x,) © (x; > z) = id,, montrent que

o) 01 [12 ao ao a a
(23X 2 X2 X3) 0 (Xg > X1 22) = (X0 X1 = X3 X3) ,

ou I’on a identifié une suite de fleches & sa composée. D’autre part le choix
de z et les relations de définition de ¥, montrent que (xofgxl L°>z) et
(z 3 x, 3 x, 3 x3) s’identifient 2 des générateurs de & .

Démontrons mamtenant que, si f € Aut(x) est la composée 4 © g ou
g=x>yet h= y—>x alors ¢ (f) € F* est le birapport r(x, y; a, b) des
quatre points x,y,a,b. On a o(f)=¢(h) o e(g); soit X, ¥, a ,b
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au-dessus de x, y,a,b tels que X + ¥ =a et b = AX + ¥, alors ¢(f)(X)
= @(h)(—y) = AX, donc @(f) est la multiplication par A. D’autre part
A =r(x,y;a,b); en effet si on envoie x a l’infini et si on prend y pour
origine de la droite affine ainsi obtenue, les coordonnées de a et b sont respecti-
vement 1 et A, mais r(o0,0;1,1) = A.

c

yd

X a b y

FIGURE 6

Pour achever la preuve, montrons que ¢ : Aut(x) = Aut (@ (x)) est injec-
tive. Notons (x, y; a, b) ’automorphisme de x: (y 4 x) © (x > ), et prou-
vons que si r(x,y;a,b) =r(x,y";a’,b’), alors (x,y;a,b) = (x,y";a’,b’).
On peut supposer que a # b et a’ # b’. Si x,y,y’ ne sont pas alignés,
par ’invariance projective du birapport I’égalité r(x, y; a,b) = r(x,y";a’, b")
entralne que les droites (y,y’), (a,a’) et {(b,b’) sont concourrantes.
Mais alors en utilisant les relations de définition de ¥, , on a successivement

' SBx)o(x2y) o2 =0 5x)0@3y)=(>x),

ce qui montre que (x,y";a’, b))~ o (x,y;a,b) = id,. Si enfin, x, y, y’ sont
alignés, on applique deux fois ce qui précede en considérant y’’ en dehors
de la droite {x,y) et a”,b"” sur la droite {(x,y"") tels que r(x,y;a,b)
=r(x,y”;a”,b"). L

2. GROUPOIDES ET GRASSMANNIENNES

2.1 PRESENTATION PAR GENERATEURS ET RELATIONS

On se propose de généraliser ce qui précede aux groupoides 77, ; de la
définition 1 et aux grassmanniennes.

DEFINITION 3. Pour n >3- 1, on note 7!

.1 le groupoide décrit
par générateurs et relations comme Suit.
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