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en ayant tenu compte des relations ^(0, 0, 0) - 4 et X'(0, 0, 0) 0. La
12 0 0\

conclusion résulte de X"(0) 0 2 01

\0 0 2/
Prenons un exemple: o (aba2b2a, aba3bab). Calculons Oa(0, 0,z). La

réduction de g donne {aba, - (ab)3) donc

4>o(0, o, z)(0, - t3 (z), 0) (0, 3 0)

et

ôo(0,0, z) u3(z)2 (z2 - l)2

Pour calculer 00(x, 0, 0), multiplions g par {ab,b~l), on obtient
(babab, bab), qui est réduit. Donc

<Ï>0 (x, o, 0) (0,0, - n W) (0, o,

et

Qa(x,0,0)ul(x)2 1

De façon analogue, on obtient

<M0,y, 0) feW, 0, 0) (y3 - 3y9 0, 0)

et

Qa(0,y, 0) (y2 - l)2

Ensuite on a

10 0 -1)
- 20;'(0,0,0) -3 0 0

\ 0 3 0

10 -3 0\
0 0 3 -7

\-l 0 0/
/0 0 0

d'où Q;a (0,0,0) 0 -4 0 1.
\0 0 -4/

VI. Cas d'un groupe libre à plus de deux générateurs

Avant de passer à la généralisation partielle de ce qui précède, nous avons

besoin d'un certain nombre de lemmes sur SL{2, C).
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Lemme 1. Soit A et B deux éléments de SL{2, C). On a

ABA AtrAB - B l

et tr (ABA) (fx A) (tr AB) - (tr B)

Démonstration. On a, par Cayley-Hamilton, AB + {AB) ~1 tr AB,
d'où

ABA + B 1 A tr AB

Lemme 2 (Formule de Fricke). Si A et B sont deux éléments de

SL{2, C), on a

tr {ABA ~lB~l) {trA)2 + {tr B)2 + (tr AB)2 - {tr A) (tr B) (tr AB) - 2

Démonstration. Une utilisation répétée du théorème de Cayley-Hamilton
suivie de celle du lemme précédent donne

ABA~lB~l AB {tr AB - BA)

ABtrAB - A{BtrB- 1 )A

ABtrAB - {A tr AB - B ~l)tr B + A tr A - 1

d'où le résultat, en prenant les traces des deux membres.

Considérons maintenant trois éléments Ai, A2i A3 de SL{2, C) dont les

traces sont respectivement Xi, x2 et x3. On note yx, y2 et y3 les traces de ^42^3,
A3A\ et A\A2.

Lemme 3. On a trAXA2A3 + trAxA3A2 xxyx + x2y2 + x3y3 - x{x2x3.

Démonstration. En vertu du lemme 1.1, on a

A2A3 + -43-42 yi - X2x3 + x3A2 + x2A3

d'où

AXA2A3 + AXA3A2 {yi ~ x2x3)Ax + x3AxA2 + x2AxA3
d'où le résultat.

Lemme 4. On a

(tr^4i^42^43) (tr^4i^43^42)

2 + y2~x,x2- x2x3yi

Démonstration. Utilisant le lemme 1 de deux façons, on obtient

~ X\ + x2 + x3 -h yi + y2 + y2 xxx2y3 — x2x3yx — x3xxy2 + yxy2y3 — 4
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A\A2A^A\AiA2 (A\tT(A1A2A2) —A3 lA2 1)A2A2

4i42(7243 ~~ A 2 l)A2

d'où

-^42-^4.3^42trC<r422-^43) A3 ^A2 lA^A2 4- y2A\A2A^A2 — 4.2-42-42 *-42

A3 1A2 1-4342 + yiA\{y\A2 — A3 *)

-^(^tr^f1)-^)
43"142"14342 + J>242 0>i42-X3 + 43)

- 4i42(*I*2 - ys) + Xi4i - 1

d'où le résultat.

Corollaire 5. Les nombres tr(4i4243) et tr(4i4342) sont les

racines de l'équation suivante, dont l'inconnue est z:

Z1 - p(X, Y)z + q{X, Y) 0

où

p(X, Y) + X2^2 + *373 - *1*2*3

et

q(X, Y) x\ + ** + x\ + y\ + y\ + y3 - *2*2^3 - *2*3^1

- *3*i y2 + yi J2J3 - 4

Nous venons de définir les polynômes p et q en les variables

X (*1,*2>*3) et Y (71,72,73). Posons

A(X, Y, z) z2- p(X, Y)z + q(X, Y)

Proposition 6. Le polynôme A est irréductible dans C[X, Y,z].

Démonstration. Si A était décomposable, le polynôme p2 - 4q
serait un carré dans C[X, Y], Il en serait de même du polynôme
(p2 — 4q) (0,0,0,^1,72,^3) dans C[7i,72,73]. Or (p2 - 4q) (0,0, 0,71,72,73)
est de degré 3, c'est donc impossible.

Notons Fia sous-variété algébrique de C7, ensemble des zéros de A. Elle
est irréductible.

Désignons par 71'application de [SL(2, C)]3 dans C7 ainsi définie:

r(4i,A2iA3) (tr4i, tr42, tr43, tr4243, tr434i, tr4i42, tr4i4243)

Il résulte du corollaire 5 que l'image de T est contenue dans la variété F.
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Proposition 7. L'image de T est la variété V.

Démonstration. Donnons-nous un point C*i, x2, x3, y\, yi, y3 > z) e V.

Nous avons à construire trois matrices AlfA2,A3 telles que T(A\, A2, A3)

(xl9x2,x3,yi,yt$y3,z). Nous allons distinguer plusieurs cas

— l'une des expressions X(xi, x2f y3)f X(x2,x3,yi), X{x3,x\ ,y2) n'est pas

nulle.
Traitons le cas où X(xux2,y3) =£ 0. Prenons

H-", '.)"-C T) "-t ,"J
Nous devons en outre avoir

txi + v - u y2

- T + TU + x2(x3 - t) y\
T t + (x2 - T~lX\)V + T ~ 1 (X3 — t) Z

T + T -1 y3

t(x3 - t) - UÜ 1

Les trois premières équations forment un système linéaire en tt u, v dont le

déterminant, compte tenu de la quatrième équation, vaut - X(xi,x2f y3), qui
est non nul par hypothèse. La compatibilité avec la dernière équation est

assurée par la relation

A(xl9x2ix3fyl,y2,y3,z) 0

— X(xux2,y3) X(x2,x3,yi) X(x3,xuy2) 0 et l'un au moins des |xr,|
est différent de 2.

Traitons le cas | X\ | ^ 2.

On vérifie que l'on peut prendre les trois matrices soit sous la forme

It 0 \ / u 1 \ I v 0\
\0 t1) \ 0 u~l) \w v1)

soit sous la forme

t 0 \ (u 0\/i> w \
0 t1) \1 u1) \0 u-1) '

— Enfin dans le dernier cas, on peut choisir pour Alf A2i A3 les matrices
±I, ±L ±L
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Proposition 8. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. A], A2,A3 ont une direction propre commune.

2. X(xux2iy3) Hxl9x3iyl) X(x3,xuy2) 0 et trA1A2A3 trAiA3A2.
3. X(x1>x2,y3) X(x2ix3,y1) X(x3,xuy2) 8(X, Y) 0

où 8 p2 - 4q.

Démonstration. Clairement les assertions 2 et 3 sont équivalentes et sont

impliquées par la première.
Supposons donc que Ton ait X(xux2)y3) X(x2,x3,yi) X(x3,xl9y2) 0

et que ^4i,^42,^43 n'aient pas de direction propre commune. Comme les

opérateurs ^4l5^42,^43 ont deux à deux une direction propre commune, on

peut dans une base convenable les représenter par des matrices de la forme

On vérifie alors que ti AXA2A3 tuv + {tuv)~l + ^t et tr^4i^43y42

tuv + (tuv)-1 + Et donc tr>4i^42^43 ^ try4i^43^42. Ceci achève la

démonstration.
Nous pouvons maintenant envisager de généraliser la section I au cas d'un

groupe libre ayant un nombre fini de générateurs. Nous considérons d'abord
le cas de F3, le groupe libre engendré par ai, a2,a3. Si (p est un homomor-

phisme de F3 dans SL(2, C), nous poserons

Proposition 9. Si w e F3, il existe un polynôme P e Z[X, Y, z],

unique modulo A, tel que pour tout cp e Hom(F3, SL{2, C)) on ait

Démonstration. L'existence se démontre par application répétée du

théorème de Cayley-Hamilton et du lemme 1.1. L'unicité résulte de la proposition

7.

Théorème 10. Si o est un endomorphisme de F3, il existe une

unique application polynomiale <£>a de V dans V telle que, pour tout
q> e Hom(F3, SL(2, C)) on ait

T(cp o o) oa(r(p).

avec =é 0 et t ± 1

Tip r(q>(ai), q>(û2), (pfe))

tr (w) P(Tip)

Démonstration. Il suffit d'appliquer la proposition précédente aux
éléments o{ax), o(a2), o(a3), o(a2a3)f o(a3ai), o(aia2) et o(axa2a3) de F3.
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Corollaire 11. Si o et t sont deux endomorphismes de F3, et si

l'on pose gt t ° g, on a <DOT Oa ° Ox.

Proposition 12. Soit Q la sous-variété de V définie par A (A, Y, z)

0, l(xl,x2,yi) X(x2,xi,yl) X(x3,xl,y2) HX,Y) 0.Alors

Q est invariante par toute application Oa.

Démonstration. Ceci résulte de la proposition 8.

Les calculs sur Fn, le groupe libre engendré par #1,^2 > '*'>#«» sont

moins explicites. Soit / l'ensemble des parties non vides de {1, 2, • • •, n}. Un

élément i de / est la donnée de ses éléments i\, h, ' ' '* h ordonnés en

croissant. Pour chaque cp e Hom(Fw, SL(2, C)), on note Lcp la collection

{tr <p{ahah • • • aik)}ieIi qui ne dépend que de la classe de la représentation (p.

On sait que l'ensemble des classes de représentations est une variété

algébrique [2]. Sa dimension est 3 (n - 1). On peut le voir en observant que, sauf

cas exceptionnels, on peut, étant donné (p e Hom(F„, SL(2, C)), fixer une

base de C2 de façon que les matrices de cp(tfi) et (p(a2) aient la forme

[Xx M et (° f I Les autres éléments cp(a3), — m, y (an) dépendent
1-1 0/ \t x2

alors de 3 (n - 2) paramètres. Une application répétée du théorème de Cayley-

Hamilton et de la proposition 1.1 montre alors l'analogue de la proposition
9: étant donné w e Fn il existe un polynôme P e Z [(*/)/6/], unique modulo

un certain idéal définissant une sous-variété algébrique de dimension 3 (n - 1)

de C7, tel que, pour tout cp e Hom(F„, SL(2, C)), on ait tr cp(w) P(7q>).

Pour chaque o e End(F„) on définit de même que précédemment une

application 00. Les applications Oa laissent invariante une variété (celle qui
est définie, en termes de traces, par le fait que n matrices 2x2 aient une
direction propre commune).

Des résultats analogues sur Fn ont déjà été obtenus par Kolar et Nori [4].
On doit cependant observer qu'ils utilisent beaucoup trop de variables et qu'ils
ne se sont pas préoccupés des questions d'unicité.

Dans deux articles à venir, l'un des auteurs donne un procédé général pour
obtenir des relations entre les traces de matrice p x p et de leurs produits et

traite le cas où au lieu de considérer les représentations d'un groupe libre dans

SL(2, C) on envisage des représentations dans SL(3, C).
Terminons par une dernière remarque. Au lieu de considérer des représentations

de i7 dans SL(2, C), on peut utiliser des représentations dans GL (2, C).
En effet, à cause de l'homogénéité, le lemme 1.1 est valable sans restriction
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sur les déterminants. Par ailleurs, pour une matrice 2 x 2, A, le théorème de

Cayley-Hamilton s'écrit

A2 - A (trA) + - [(trA)2 - trA2] 0
2

Donc, si Ai, A2i • • •, An sont n matrices 2x2 inversibles, par une
méthode analogue à celle que nous avons développée, tout produit de la
forme X\lX^2 • • • Xnkk (avec rij e Z et Xj e {Ai,A2i • • •, An) pour

j 1, 2, • • •, n) a une trace qui s'exprime comme fraction rationnelle à

coefficients entiers en les traces des produits {AixAi2 • • • Aik}ieI et les traces

des matrices

Note ajoutée sur épreuves

Au moment de corriger les épreuves, les auteurs ont eu connaissance d'un
certain nombre de travaux antérieurs ([9] à [16]) sur le même sujet.

L'existence de Pa a été prouvée par Horowitz [9]. L'application induite
<I>0 a été considérée (seulement dans le cas où o est un isomorphisme)
également par Horowitz [10] qui a aussi déterminé le noyau de O. La
considération du polynôme Q0 est nouvelle. Le lemme 2 de la section II se

trouve dans [15].
Certaines démonstrations données ici sont plus simples que celles de

Horowitz, bien qu'il y ait des recouvrements. Alors que Horowitz n'utilise que
des relations entre traces, nos calculs prennent place dans l'algèbre introduite
par Procesi [13] et Razmyslov [14], ce qui simplifie considérablement les

calculs. D'ailleurs, Magnus [12] fait allusion à la complexité des démonstrations

de certaines identités (par exemple, les lemmes 3 et 4 de la section VI)
et demande s'il est possible de les simplifier. Signalons qu'une description
complète de l'idéal des relations entre traces a été donnée par Whittemore [16]
dans le cas d'un groupe libre à quatre générateurs.

Les articles [11], [13] et [14] traitent des identités pour les matrices n x n.
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