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génant, il suffirait de séparer les parties réelles et imaginaires); on prend
ici ®(x,A") = My + My, A” — A" My — A" M, A”; on a bien

0P .
®(0,0) = M,;(0) = 0;et W (0, 0) est I'application o> M22 ©0) a —

eM{i;(0)=Qa—aP, ae Hom (C4, C?); le lemme (6.2) montre que
les valeurs propres de cette application sont les u; — 4;, donc ont leur

partie réelle non nulle; la remarque 8.3 donne alors I'existence d’une
A

solution formelle 4”, et le corollaire 8.2 I’existence de A”; on opere de
méme avec les blocs (1 2) et (2 2) pour trouver A’.

Remarque 8.5. Si I'on affaiblit les hypothéses de la proposition 8.4 en
supposant seulement qu’on a, pour tout (;,j) A; # u;, la partie formelle
du raisonnement précédent montre qu’on peut trouver 4, avec 4 (0) = 1,

tel que N soit de la forme N =<N 9 ) . Cela jouera un role important
: 0 N’

dans la suite (en fait, le théoréme (7.1) montrera finalement que la propo-
sition 8.4 reste vraie sous cette hypothése affaiblie; mais, au point ol nous
en sommes, nous n’avons pas encore le droit d’utiliser ce résultat; comme
on va le voir, cela va nous obliger & quelques contorsions!).

§ 9. — DEMONSTRATION DU LEMME FONDAMENTAL

d
A. Démontrons d’abord le résultat pourm = 1;soitD = x**1 y i m,
X

med&; si Rem(0) # 0, cela résulte de 8.1; si k > 1, et m(0) = ik A,
A # 0, la transformation f = exp (—iAx~*) f; nous raméne a m (0) = 0,
donc on est ramené de k a k — 1; par récurrence, on est ramené a k = 0,
1.e. au cas d’un point singulier régulier.

Dans la suite, nous procéderons par récurrence sur m, et supposerons
donc le résultat établi pour 1,..., m — 1.

B. Stk = 0, le résultat est établi par la proposition 7.3. Supposons donc
k > 1, etsoient A4, ..., 4,les valeurs propres distinctes de M (0); supposons
qu’on ait, pour un i au moins Re (4;) # 0; alors le lemme fondamental
résulte de ’hypothése de récurrence; en effet, si pour toutiona Re A; # 0,
~on est dans le cas favorable 8.1; si, pour un j, on a Re A; = 0, on peut

décomposer M (0) par une transformation linéaire en deux blocs (g g)’ les




— 170 —

valeurs propres de P (resp de Q) étant toutes de partie réelle # 0 (resp = 0);
le lemme fondamental résulte alors de 8.4 et de ’hypothése de récurrence.

C. Supposons maintenant k > 1, et supposons que les valeurs propres
de M (0) vérifient toutes Re A; = 0. On appelera « systéme standard » un
tel systeme, muni d’une décomposition du type suivant: on suppose donnée

une partition de {I,...,m} en sous-ensembles {I,...m;}, {m; + 1,

cea Mg+ Myl my + oo my_q,o + my + L+ my, = m}

avec my,...,m, # 0, tel que, dans cette décomposition, les termes non
A

diagonaux de M soient nuls («les termes de couplage entre les différents
blocs sont plats »). A un tel «systéme standard », on associe les deux
entiers C (D) = m — p (son « couplage ») et i (D), son irrégularité; on a
0 << C(D)<m—1,et C(D)= 0 signifie que tous les m; sont égaux a 1;
d’autre part, en posant :

M,. 0
M = - Dot 4y
: dx 2

J
A

0 M
A
on a facilement i (D) = 2 i(D)).
On ordonne les couples (C,i) lexicographiquement, i.e. on pose
(C,H<(CLiYsiC<C'ouC = C',i<i. Pour démontrer le lemme
fondamental, nous allons faire une seconde récurrence sur (C, i), et plus
précisément démontrer le résultat suivant.

p

Lemme (C,i). (On suppose toujours m fixé, et le résultat démontré pour
m < m).

Soit i > 0, et supposons le résultat déemontré pour les systémes standard
D avec (C (D), i (D)) < (C,i). Alors, le résultat est vrai pour les systémes
standard D vérifiant (C (D), i (D)) = (C, i).

Par récurrence, on sera ramené au cas ou i (D) = 0, c’est-a-dire au cas
des points singuliers réguliers, cas réglé par la proposition 7.3.

D. Restons dans la situation précédente, et supposons qu’une des
valeurs propres 4, d’un des M; (0), disons de M, (0) soit # 0. Deux cas

sont alors possibles. 1) Si M, (0) a deux valeurs propres distinctes d’aprés

la remarque (8.5) on peut décomposer le systéme D, ; par ce procédé, on
a diminué C (D).

2) Si toutes les valeurs propres de A, (0) sont égales a Ay = ik p,
(ueR—{0}), on fait la transformation F; = exp (—iux™*) Fj, F, =
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F5 ..,F,=F, (enposant F; = (f3,..., '2'1) etc.); alors on ne change
A A A

. , i A
pas D,, ..., D,, et on a remplacé D, par D; = x**! e (M, —A);

on n’a donc pas changé C (D) et, d’aprés la proposition (5.6), on a diminué

A A
i(D,), donc i (D) = X i(D;). Dans les deux cas, on a démontré (C, ).
Notons que ce procédé permet, en particulier en raisonnant comme en
A et B de démontrer (0, i) par récurrence descendante sur i (formellement,
cette remarque n’est pas indispensable pour la suite).

E. Reste a régler le cas ol les M (0) sont tous nilpotents. Nous allons
faire une transformation (« transformation de Turrittin-Katz », voir
Deligne [1] ou Katz [1]) qui élimine ce cas. Pour plus de clarté, expliquons
d’abord en quoi consiste cette transformation lorsqu’on a p = 1. Comme
on I’a déja observé en démontrant la proposition 7.3 on peut multiplier D
par une puissance de x, et faire sur D une transformation du type F =
A F,, avec 4 € Gl(m, K¢&); en particulier, en utilisant le théoréme (3.1)

(avec K au lieu de K), on peut supposer que 'on a D = x T M, M
b
ayant la forme suivante
0 1 | 0
M =]~ ' ‘ avec ;e K &
0 . 0 1
——;“1 ﬂvm—l A‘m—
Faisons alors la transformation suivante
f1=x""gy, fo=x"""gs .o fu=x""g,. r>04a déterminer;
le systéme devient G > x"*! i N G, avec N donné par la formule
X
suivante
—r x' 1 0 ]
N =
0 . :
(m—1rx" 1

A
— A X™ Ay X7 (A +mr) x" —
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Si les A; n’ont pas de podle, on est dans le cas régulier et ’on prend
r = 0; sinon, en choisissant r satisfaisant aux inégalités qui suivent, on
¢limine les poles:
—v(A)<mr,..., —v(d,) <r.

Pour obtenir une partie principale d’ordre O non nilpotente, il faudra

- v (4; : : o
alors choisir ¥ = sup | — ——(—’—)—— ; si r est entier, cela va bien, sinon,
m—j+1
on pose r = —, et on fait le changement de variable x = »? (ce qui ne géne

pas pour démontrer le lemme fondamental); combiné avec la transformation

précédente, on arrive finalement & une équation G - y'*? T P, avec
v ,

P € End (&™), et P (0) ayant la forme suivante
— 0 1 0

P(O) =| . . .
0 ...0 1
o d, .. .d,, d,

avec d; = lim A; (x) x’*; donc certains d; sont # 0; comme I’équation
r—0

caractéristique de P(0) est A" = d, A" ! + ... + dy, P(0) est non nil-
potente.

Observons enfin ceci: si toutes les valeurs propres de P (0) sont confon-
dues, leur somme d,, est # O; par suite onar = — v (4,,), donc r est entier
et I’on peut prendre g = 1.

A A

Revenons maintenant a la situation générale: a D,,..., D, corres-
pondent respectivement des rationnels ry,...,r,, 'un au moins étant
> 0, (sinon on est dans le cas régulier); on prend alors r = sup (ry, ..., ),

et on fait simultanément la transformation de Turrittin-Katz avec cette

A A
valeur de r sur Dy, ..., D,, joint au changement de variabley = x?(r = —);
d A
A N, O
on a alors remplacé D par D’ = y'*!'— — N,avecN =("' . },l'une
) dy 0 N,

au moins des matrices N; (0) étant non nilpotente.
On est alors dans le cas B, le cas D, ou le cas D,; dans le cas B, le
résultat suit par récurrence sur m; dans le cas D,, on diminue C (D); dans
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le cas D,, d’aprés la remarque précédente, r est entier, donc le procédé
donné en D, diminue i (D).

Le lemme (C, i) et donc aussi le lemme fondamental, est ainsi compléte-
ment établi. |

Remarque. Au lieu de faire une récurrence sur lirrégularité i (D), il
aurait été tout aussi naturel (et méme encore plus) d’utiliser a priori « lir-
régularité de Katz », i.e. le nombre r qui vient d’€tre introduit et qui mesure
I’ordre minimum des pOles a considérer (voir a ce sujet Gérard-Levelt [1],
et un article a paraitre de Levelt).

§ 10. — APPLICATIONS

A. Le théoréme 7.1 entraine le théoréme suivant, en apparence plus
général :

Théoréme 10.1. Soit ® une fonction de classe € des 2 m + 1 variables

b

X, Y = (Pis eoes V), € Z = (24, ..., 2,) au voisinage de 0,Y° Z° a

~valeurs dans R™; supposons qu’il existe une série formelle H € O™ (& coeffi-

dH A dH
cients réels) vérifiant H (0) = YO, T (0) = Z° et & (x, H, T) = 0;
X X

0P dH _ A
supposons enfin que la matrice 57 (x, H (x), T) soit inversible sur K

(i.e. appartienne a Gl (m, K)); alors, il existe F € &™, a valeurs réelles véri-
A dH
fiant F = H,®(x, H, d—) == .
X

La réduction de ce résultat au cas (7.1) se fait suivant une méthode
habituelle dans des questions voisines.

a) On traite d’abord le cas ou I'on a ¢ (x, Y, Z) = ¥ (x, Y)Z —
x (x, Y), ¥ une matrice d’ordre m a coefficients ¥* ; pour cela, on se raméne
aucas ol H = 0,donc Y° = Z° = 0; on a alors la situation suivante:
x (x, 0) est plat, et ¥ (x, 0) est inversible dans K &; il existe donc M e
End (6™) et k e N tel qu’on ait M ¥ (x, 0) = x* I; posons alors F = x* G;
on a M ¥ (x,xG) = x*¥, (x,G), avec ¥, (x,0) = I, donc ¥, (x, Y)
inversible au voisinage de (0, 0) dans les matrices & coefficients €* ; on a

aussi M y (x, X*G) = x* y, (x, G), avec y, de classe ¥*; on est alors
ramené a ’équation
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