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pour la mesure de Haar /4 dans I'; définissons y: X — C, par:

1) = [rx) () dh(y)

% appartient & C, (X). Pour une mesure de Borel réguliere v telle que |
| v H < oo ona

v() =[x dv) = [y xGdh@)dv(x) = [xG) V@) dh@) (1)
Puisque y appartient & C, (X)),

lim (:ur(n)()d) = M(X)

n— a0

et en utilisant (1) on en déduit:

lim [ 7)) i@ dh () = [x @) a @) dh(y).

h—

Gréce au théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient:
fxfMdh@) = np@)dy,
k

et, par conséquent

[fdh@) = wdh(y). (2)
k k
Les fonctions f et p sont continues au point 0, on déduit de (2):

n(0) =f(0) = 1.
La mesure u, mesure positive, est de norme 1.

3) Démontrons que f est la transformée de F ourier-Stieltjés de u et que
la suite (u,) converge vaguement vers u. Il résulte de la proposition A que,
pour tout ye T, /jtt(n) (y) converge vers u (v), par conséquent, on a f = pu.
Comme I’application p — u est injective on en déduit que la suite u, ne
posséde qu’un point d’accumulation p; elle converge donc vers u.

§4. LES ESPACE-MESURES
4.1. Existence de familles suffisantes dénombrables

Prbposition D. — Si X est un localement compact et posséde une base
topologique dénombrable, alors il existe un sous-ensemble # de
%.= %.(X,R) qui est a la fois dénombrable, partout dense dans €. et
suffisant. (¢, muni de la topologie de la convergence uniforme.)
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Démonstration. L’ensemble des fonctions de X dans R qui ont
une limite & infini est séparable (voir Bourbaki [2], § 3, n° 3).

On en déduit, sans difficulté, que %, est séparable. Il existe donc une
sous-famille # de ¥, dénombrable et partout denses dans €.

Montrons qu’une famille & partout dense dans %, est suffisante.

Toute famille saturée de # est fermée pour la topologie de la conver-
gence uniforme et par conséquent #** qui contient & contient €. D’ou
Pon déduit que F** = F**¥*x o @** D’autre part, puisque F est inclus
dans €,, Z** contient €**. On a donc F** = @**, ce qui est une carac-
térisation des familles suffisantes.

4.2. Le point de vue ensembliste

Soient u = (u,) une suite de points d’un espace localement compact
X muni d’une mesure ue M, (X). Si M est une partic de X on note:

II(M;n) = II((u); M;n) =card{ieN:1=i=n:ue M}
= Z?=1 x ()

(x désignant la fonction caractéristique de M.)

On dira qu’une famille # de parties de X est suffisante pour la mesure v,
si la famille des fonctions caractéristiques correspondantes est suffisante
pour la mesure .

Proposition E. — Soient (X, u) un espace-mesure. Alors il existe une
famille d’ouverts de X, qui est dénombrable, qui est une base topologique
de X, et qui est suffisante pour la mesure u.

Démonstration. D’aprés la proposition D, il existe une famille &
de fonctions de €. = %, (o, R) partout dense dans %, et dénombrable.

Pour chaque fe # considérons un ouvert précompact 0, qui contient
le support de f et qui est u-Z-mesurable.

D’autre part, considérons une partie dénombrable de R, D,, qui soit
dense dans R et telle que pour tout xe D, x #0, u(f~ ' ({x}) = 0. A f
associons la famille dénombrable d’ouverts

G, ={0,nf"'(Ja,b):a,beD,,a=b}.

Considérons enfin MM’ I'union des familles ¥, lorsque f parcourt &
et montrons que I’ est une base topologique de X. Soit x un point de X
et U un ouvert contenant x; il existe une fonction continue /# a support
compact qui vaut 1 au point x et 0 sur le complémentaire de U. Soit fe &
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telle que sup,.y { lg (x) — h(x) ] } = 1/4. Soit a, b appartenant a D, tels
3 5
que 1/4 =a < 3 < 4 < b et soit Iélément de M’, £~ (Ja, b]); c’est un

ouvert contenant x et inclus dans U.

Montrons maintenant que 9t est suffisante pour la mesure p. Désignons
par M, la famille des fonctions caractéristiques des ¢léments de IN. Puisque
M < R ona

E):Roo — R0 — (620 (1)

D’autre part si M appartenant & 4, M = 0, n f~"' (la, b[), M est
inclus dans une suite d’éléments M, € ¥, tels que:

M,20,nf " ([a,b]) 2 0, f " ([a,b]).
On en déduit que la fonction caractéristique de
0,0 f " ([a, 0D,

appartient a %,
Comme M°’ est une algebre fermée pour la topologie de la convergence
uniforme, il est clair que & est inclus dans M. On en déduit

e9;"00 — (gzo c SUtOOOO — %00 . (2)

Le fait que 9" est une famille suffisant pour la mesure p, est une consé-
quence de (1) et (2).

§ 5. EXISTENCE, PROPRIETES DES SUITES U-EQUIREPARTIES
IMAGE D’UNE SUITE pU-EQUIREPARTIE

5.1. Démonstration du Théoréeme C
Image d’une suite p-équirépartie

11 est clair, puisque X” est & base dénombrable, qu’il suffit de démontrer
pour fe # (X’, R) que pour u)-presque tout x: '

1 n
lim — .; f(Py (0" (x)) = 1/ (f).

n—oo n

Nous pouvons supposer que p’ (f) = 0. Posons
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