VI. — Le plan arithmétique.
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37. — Pour un triangle quelconque ABC I'on a
BC + CA + AB = 0 (3)

et cette formule contient toute la trigonométrie.
Nous supposons que ABC détermine le sens rotatif positif
dans le plan, et désignons par a, b et ¢ les cotés du triangle —

c’est-a-dire les longueurs des vecteurs BC, CA, AB — et par «,
B, v les angles du trlangle o étant l’angle du vecteur AB au

vecteur AC B de BC a BA, v de CA a CB. Ceci posé 'on peut

déduire toutes les relations trigonométriques habituelles de (3).
AN

En multipliant par BC I'on obtient, en effet,

absin y = acsin 8
ou
b ¢
sin 8  sin vy’

en élevant (3) au carré aprés avoir isolé BC 'on obtient

a? = b%2 + ¢2—2bc. cos a .
VI. — LE PLAN ARITHMETIQUE.
38. — Les recherches précédentes ne visent immédiatement

que la géométrie du réseau quadrillé telle qu’elle se présente
dans un plan a dessiner au réseau millimétrique, limité par un
carré dont le coté est égal a mettons 50 cm. Chaque point est
déterminé par deux nombres, d’abord des nombres entiers,
ensuite — quand l'exigent les problémes & résoudre — des
nombres fractionnaires; ceux-ci sont ou bien appliqués directe-
ment a un réseau quadrillé plus fin ou bien remplacés par des
nombres approximatifs appropriés; en dernier lieu aussi quel-
ques nombres irrationnels interprétés de fagon correspondante.
Mais tous ces nombres sont limités, et — dans I’exemple présent
— situés entre 4+ 250 et — 250.

Les lignes droites sont représentées par des équations de pre-
mier degré. On trouve le point d’intersection de deux droites




320 J. HIELMSLEYV

en résolvant leurs équations. Si la résolution fournit un systéme
de deux nombres qui ne sont pas tous les deux situés dans I'inter-
valle donné (entre -4 250 et — 250), les lignes en question ne
se coupent pas. Si, par contre, ils s’y trouvent tous les deux on
peut interpréter ce systeme de deux nombres de la facon exposée
et ainsi déterminer un point qui appartient aux deux lignes;
il arrive, cependant, que les deux droites ont plusieurs points
communs (se coupent de facon indéterminée). Choisissons comme

exemple les deux lignes

2 = 2
2#_20017

x2207

(x4, x,) étant le point variable. L’origine est, bien entendu, un
point commun (0, 0); mais en posant x; = 8 ('unité est égale a
1 mm) nous obtenons pour les deux lignes respectivement les

ordonnées 21—5 et 0, et cette différence est négligeable dans le

plan pratique.

Les deux lignes se confondent donc le long d’un segment de
16 mm, car elles ont de chaque coté de l'origine un segment
commun de 8 mm.

Soit un cercle a rayon 200 mm; menons par un point quel-
conque A du cercle une tangente et placons sur celle-ci un seg-
ment AB = 4 mm. Si nous menons la sécante par B et le centre
du cercle, nous pourrons — d’apres le théoréeme de la puissance
d’un point par rapport a un cercle — déterminer le plus petit
segment ¢, découpé sur cette sécante entre B et le cercle, par la

relation
1

ele + 400) = 16 , donc e < 9%

quantité négligeable dans le plan pratique.

Il en résulte que la périphérie du cercle se confond compléte-
ment avec le segment AB de la tangente, et avec un segment
pareil de 'autre coté de A. La tangente et le cercle ont donc un
segment commun d’au moins 8 mm.

39. — Nous allons maintenant étendre tout le calcul analy-
tique introduit pour le réseau quadrillé de telle facon que nous

B T
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considérons tous les nombres réels sans les soumettre a aucune
condition, c’est-a-dire qu’ils soient grands ou petits, rationnels
ou irrationnels. Nous définissons un point (vecteur) arithmétique
a comme un systéme de deux nombres (a,, a,), ou a; et a, sont
des nombres quelconques réels (coordonnées). Nous appelons
le point O = (0, 0) I'origine. Tout systéme de deux points a et b,
pris dans cet ordre, s’appelle un vecteur ab; on appelle pour-
tant a le vecteur Oa. Tout vecteur a détermine une trans-
lation, c’est-a-dire une transformation qui déplace le point
(xy, ,) sur le point correspondant (z; + a;, 2, + a,). La somme
et la différence de deux vecteurs se définissent comme précédem-

ment, de sorte qu’on a toujours ab =b—a. On multiplie un
vecteur ¢ par un nombre quelconque A en multipliant les coor-
données par A. Une ligne droite se définit par le point variable

x=a-+ rbouaetb sont des vecteurs fixes. Le vecteur viré
AN\ A
a se définit toujours par a = (— a,, @), le produit par

ab = a, by + a, b, et la distance entre deux points a et b par
v/ (a — b)2. De méme, les définitions des aires et des fonctions
trigonométriques restent inchangées.

40. — [l en résulte tmmédiatement que toutes les recherches
antérieures restent valables dans le domaine élargi, car on calcule
de la méme facon avec les symboles, qu’ils signifient des nombres
rationnels ou irrationnels, grands ou petits. Dans ce domaine
abstrait, purement arithmétique, que nous appelons le plan
arithmétique, 11 y aura toujours un et seulement un point d’inter-
section pour deux lignes droites non paralléles, et de méme,
deux points différents ne déterminent jamais plus d’une ligne
droite. Un cercle et une tangente ont seulement un point com-
mun (point de contact), et un cercle et une ligne droite n’ont
jamais plus de deux points communs.

Comme toute cette analyse arithmétique comprend celle du
réseau quadrillé on peut, bien entendu, I’appliquer au plan
pratique en tenant compte de l'interprétation appropriée des
résultats numériques dans chaque cas.

On congoit facilement la facon dont cette analyse élargie
peut servir & introduire des points d’intersection hors du plan
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a dessiner, et cette notion peut servir de maniére tout a fait
rationnelle dans des recherches concernant le plan a dessiner
limité.

41. — Nous remarquons encore que ’extension ultérieure de
la géométrie élémentaire, 'extension & la géométrie complexe
ne cause aucune difficulté quand le domaine s’étend aux nombres
complexes.

Il faut seulement remarquer qu’elle entraine I'existence de
vecteurs qui ont lalongueur 0 bien qu’ils ne soient pas identiques
au vecteur zéro; ce sont tous les vecteurs de la forme A (1, 1)
ou A(l,—1) ou A est un nombre quelconque complexe. Sur la
droite x = a + A(1, ) oux = a + A (1, — 1) toutes les distances
seront égales & zéro. Ces lignes s’appellent les lignes isotropes;
elles n’ont ni vecteur d’orientation, ni vecteur normal de sorte
que les recherches basées sur ces notions ne sauraient étre
appliquées aux lignes isotropes. Ceci a surtout de 'importance
dans la trigonométrie ou les lignes sont justement représentées
par des vecteurs-unité, et il y faut donc supposer qu’aucune des
lignes en question n’est isotrope. Ceci & part, toutes les recherches
considérées s’appliquent au domaine complexe.
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