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SUR LES

FOYERS RATIONNELS D'UNE COURBE ALGÉBRIQUE

PAU

Émile Tuiuuèke (Montpellier).

Dans une lettre adressée à M. C.-A. Laisant et publiée
dans les Nouvelles Annales de MFM. P. Appell
a récemment appelé l'attention sur une question qui se

rattache à mes recherches d'arithmogéométrie : à certaines

courbes algébriques du plan ou de l'espace, peuvent être

associés des points qui jouissent d'une propriété locale des

coniques; la distance d'un point quelconque dune telle

courbe à un tel point est une fonction rationnelle des

coordonnées cartésiennes du point courant de la courbe.

C'est précisément l'objet du paragraphe 19 de mon premier
article sur les Notions d'arithmogéométrie de mars 19162.

Etant donnée, par exemple, une courbe plane dont le

point courant M a pour coordonnées cartésiennes x et le

problème des arithinodistancespourcette courbe et pour un
point fixe F de coordonnées x0 et y0 consiste à déterminer

ceux des points de la courbe tels que la distance MF soit un
nombre rationnel. J'ai indiqué la solution

x x0+1 - t2if(t),X ro + 2

dépendant d'une fonction rationnelle arbitraire f(t) du para-

1 P. Appell. — Sur les foyers rationnels d'une courbe algébrique plane ou gauche,
Nouvelles Annales de Mathématiques [4], t. XVIII, novembre 1918, p. 401-402.

a Notions d'arithmogéométrie, L'Enseignement mathématique, 18e année : 15 mars 1916,

p. 81-110, et 15 novembre 1916, p. 397-428 ; 19e année : 15 mai 1917, p. 159-191, et juillet-
septembre-novembre 1917, p. 233-272 ; 20e année : janvier 1919, p. 161-174.
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mètre l. Les deux équations paramétriques représentent une
arithmocourbe plane jouissant de la propriété indiquée :

(x — ^o)2 + (J - Jo)2 [(1 + i2)f(t)]2

L équation polaire de cette courbe, lorsque le point F
imposé est pris pour pôle, est :

/ étant une fonction rationnelle arbitraire de tansr —n 2 '
Dans cette catégorie de courbes planes, rentrent comme

courbes particulières les coniques rapportées à un foyer, la
strophoïde...

De même pour les courbes gauches, il suffit de prendre
x •*'<> + «/'(0 > y Jo -f- bf[t) z Z0 + cf(t)

a, 6, c étant les coordonnées d'un arithmopoint de l'arithmo-
sphère d'équation :

a2 + b2 -(- c2 ~ 1

Ces coordonnées a, b, c sont des fonctions rationnelles de
deux paramètres 1 et ^ :

- 2X 2p. _X2 + p* — 1

X2 + a2 + 1 ' X2 + p2 + 1 ' c — X2 + p2 + 1
5

il suffit de supposer que ces paramètres 1 et ^ sont deux
fonctions arbitraires d'un même troisième paramètre t.

Les coniques sphériques sont un des cas particuliers les
plus remarquables.

Une observation analogue peut être présentée au sujet des
suriaces que représentent les équations paramétriques

* *• + ")

' *> + Tr(ll> "] '

_
II2 -\- V2 — 1

1
+ „> + t /'("> ")

avec une fonction rationnelle arbitraire f(m ; cj des deux
paramètres il et v de la représentation.
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Cetle nolion de foyers rationnels est susceptible de

diverses généralisations.
Le foyer rationnel peut être, par exemple, remplacé par

une courbe de direction quelconque.
Soit t le paramètre de représentation de la courbe de

direction ; si, sur la tangente au point M correspondant de

cette courbe, on porte un vecteur M jjl dont la mesure est une

fonction rationnelle quelconque du paramètre t, 1 extrémité

p du vecteur décrit une courbe pour laquelle là courbe de

direction joue un rôle analogue à celui d'un foyer rationnel.
Une autre extension de cette même notion de foyer

rationnel est fournie par la considération d'une des plus

importantes congruences de droites : la congruence de

Minding, formée par les normales d'une famille de cyclides.
Cette congruence, qui est la seule congruence de

normales dont les nappes locales dégénèrent en deux courbes,
a été primitivement étudiée par F. Minding en 1835, dans

d'importantes recherches de statique1. Elle joue un rôle

tout spécial dans l'étude générale des systèmes de rayons
lumineux. Elle a été l'objet de recherches de J.-C.
Maxwell2.

Soient

(E) xl — a cos © Ji — & s*u t % — 0

(H) x2 c ch ùj j2 0 z2 =z b ch o>

les équations paramétriques d'une ellipse (E) et d'une hyperbole

(H) focales.
La congruence des rayons joignant un point quelconque

de paramètre <p sur l'ellipse et un point quelconque de
paramètre w sur l'hyperbole est précisément la congruence de

Minding.

F. Minding. — Untersuchung betreffend die Frage nach einem Mittelpunkte nicht
paralleler Kräfte; Journal für die reine und angewandte Mathematik (Journal de Crüllf),
Ba XIV, 1835, S. 289-315.

Ueber den Ort sämtlichen Resultanten eines der Drehung unterworfenen Systèmes von
Kräften, ebenda, Bd XV, 1836, S« 27-38.

Einige Sätze über die Veränderungen, welche ein System von Kräften durch Drehung
derselben erleidet; nebst einer Anwendung auf das Seilpolygon, ebenda, Bd XV, 1836,
S. 313-316.

2 J.-C. Maxwell. — On the cyclide, The quartely journal of pure and applied mathematics,

vol. IX, 1868, p. 111-128; Collected pape/s, t. II, p. 144-159.
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La dislance des deux points focaux de chaque rayon de la

congruence est
i a ca ch to — c cos 9 — x, ;

c a 1

celte distance est donc une fonction rationnelle des
coordonnées de ces points focaux.

Si, d autre part, X représente la distance comptée à partir
de l'un des points focaux, le point de l'ellipse (E) par
exemple, jusqu'à 1 une des cyclides orthogonales aux droites
de la congruence, cette distance X est égale à

o

^ — C COS o -f- const -x, 4- const ;
a 1

elle est donc une fonction rationnelle des coordonnées de
l'un ou l'autre des deux points focaux.

CHRONIQUE

Société mathématique suisse.

Lugano, 8 septembre 1919.

l^a Société mathématique suisse a tenu sa neuvième réunion
ordinaire à Lugano, le 8 septembre 1919, sous la présidence de
M. le Prof. Michel Planchebel (Fribourg), à l'occasion de la
centième assemblée annuelle de la Société helvétique des sciences
naturelles. Le programme de la partie scientifique comprenait
onze communications ; en voici les résumés :

1. — Dr Ed. Guillaume (Berne). — Un nouvel algorithme : les
« dérivées homogènes » et une nouvelle opération spatiale :
Vt aberration ». — La Théorie de la Relativité restreinte (c'est-à-
dire sans champ de gravitation), qui a été l'objet d'innombrables
travaux, n'avait pas donné naissance jusqu'ici à la création d'êtres
mathématiques nouveaux, malgré la haute originalité des conceptions

sur lesquelles elle repose, et contrairement aux traditions
de la Physique, qui a toujours été l'inspiratrice de la Mathématique.

Il faut en chercher la raison dans le fait que la Théorie faisait
intervenir la notion fondamentale de temps d'une façon fort
étrange, déconcertant complètement l'intuition. Nous avons
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