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UNE LECON D’ALGEBRE ELEMENTAIRE
SUR LES POLYNOMES BIQUADRATIQUES
ET DOUBLEMENT QUADRATIQUES

I. — Préambule.

1. — Lalecon qu’on va lire était destinée primitivement a servir
d’introduction au cours que je professe ce semestre a I'Université
de Geneve sur les fonctions elliptiques. Diverses considérations,
en particulier la longueur de cette étude m’ont engagé, en modi-
fiant mon plan, a renoncer & ma premiere idée. Je me décide a
faire paraitre ici cette lecon, malgré le caractere élémentaire et
méme classique des questions que j’y discute.

En écrivant ces pages je me suis surtout inspiré du grand traité
de G. H. Halphen® que j’ai di consulter & maintes rveprises pour
la préparation de ce cours. On saitla maniere de cet auteur, dense
et pleine. Visant toujours a la perfection il ne touche aucun sujet
sans I'épuiser. Un tel écrivain ne s’accommode guére d’une lecture
cursive, et c’est le plus souvent la plume a la main que je l'ai
étudié.

It est résulté de la toute une série de notes, les unes trés breves,
les autres assez développées, serrant de plus ou moins pres le texte
que je me proposais de commenter. La présente étude n’est, pour
une forte part, qu'une de ces notes; elle s’écarte d’ailleurs beau-
coup du livre d’Halphen. La méthode dont je me sers est partiel-
lement nouvelle, et me parait présenter des caractéres intéressants ;
a défaut d’antres mérites, mon travail aidera peut-étre quelques
étudiants a lire plus facilement les chapitres 9, 10, 11 et 14 au se-
cond volume d'un ouvrage qu’on ne saurait aujourdhui encore
trop recommander.

Au chapitre 9, consacré a 'équation d’Euler, Halphen n’emploie
évidemment les fonctions elliptiques qu’a titre d’auxiliaires: le

! G.-H. Havenex. Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, Paris 1886-1891,
3 vol.in go.
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but principal demeure l'équation doublement quadratique, la
recherche de ses invariants, le probleme de I'équivalence entre de
semblables équations, etc. Or on peut se demander si le détour
par les fonctions elliptiques offre un avantage bien réel, et si ces
diverses questions ne se résoudraient pas aussi simplement par
les seules ressources de ’Algebre.

En prenant ce point de vue direct, opposé a celui d’'Halphen, il
semble en effet qu'on gagne plutdot; on obtient en tout cas un
exposé aussi approfondi, et peut-étre plus clair, des propriétés de
I'équation dont il s’agit. Il est loisible ensuite de fermer le cercle
par I'étude de l'intégrale elliptique attachée au polyndme dou-
blement quadratique, c¢’est par la que je termine.

Tel est donc l'objectif que j’ai poursuivi; j'ai essayé de dis-
cuter par une marche élémentaire, bien qu’assez a fond, le pro-
bleme algébrique, et de trouver, dans sa résolution, la clef des
premieres propriétés de lintégrale elliptique. Cette marche qui
m’était suggérée par le plan méme de mon cours, tel que je I’avais
d’abord tracé, se confond avec celle qu'ont dii suivre tout naturel-
lement les premiers inventeurs du théoreme d’addition, Euler en
particulier. Il me semble, en la renouvelant, 'avoir sensiblement
perfectionnée; au lieu de me contenter de vérifier des formules en
quelque sorte toutes préparées, jai cherché a mettre partout en
évidence les raisons cachées de ces formules. Ceci ne va pas sans
quelques longueurs.

C’est notamment par ce souci de clarté qu'on s’expliquera la pre-
sence ici des deux premiers chapitres de mon travail: tout élé-
mentaires qu’ils sont, ils font corps avec la suite et ne sauraient
en étre séparés, ce sonteux quirenfermentle secret des propriétés
assez complexes de 1'équation doublement quadratique. On n'y
verra peut-étre pas sans intérét le role prédominant que je fais
jouer, notamment dans la théorie des équations du 4™ degré, aux
polyndémes quadratiques dont les racines se divisent harmoni-
quement deux a deux. L’introduction méthodique de pareils poly-
nomes conjugues, ou orthogonanx, me parait jeter une vive lumiere
sur tout le sujet; aussi me suis-je attardé sur les propriétés de

ces polynomes au dela de ce qui était strictement nécessaire.

II. — Polyndémes du second degré.

2. -— Dans toute la suite nous rencontrerons constamment des
combinaisons homogenes de divers polynomes f, g, 2, ... , les de-
grés de ces polyndomes en & sont zéro, un, ou deux. Nous n'em-
ploierons pas la notation homogene, et nous regarderons toujours
ces polynomes comme de degré 2. Ils possedent deux racines; seu-
lement quand le degré effectifs’abaisse, une des racines, ou toutes
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