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DEVELOPPEMENT DE CERTAINES IRRATIONNELLES 353

Tukorime. «—— Toute équation du deuxieme degré a cowéfﬁo'iénls'
entiers, dont les racines sont réelles et zrratzonnelles donne pour
ces racines deux fractions continues périodiques.. :

Elles sont périodiques miztes, de méme signe, avec partie irré-
guliére indéterminéde, mais limitée quand ‘c est posztzf

Elles sont perzodzques mizxtes, de signes contraires, avec un seul
quotient mcomplet ala partze irr ulzere quand c est négaltif et
quand les valeurs absolues des racines sont toutes deux plus

grandes que 1, ou plus pelites que 1. .

Elles sont périodiques simples et de signes contr azres guand c
est négatif et quand la valeur absolue d’une des racines est supé-
rieure a lunité alors que la valeur. a!)solue de lautie est infé-
rieure a U’ umte : ,

Dans ce cas, la période de I'une est formée des quotzemﬁs incom-
plets de Za,utlepr ts dans ordre renversé.

VI

Ces 1rrat10nnelles permettent de donner egalement une nou-
velle démonstration du developpement de Legendre pour les
racines carrées des nombres entiers,

Soit a développer \/A : Nous poserons :
A—b2=n,.1.

b* étantle plus carré parfait.

LN IRY

Les irrationnelles“./_w et ‘_/m seront de la forme y et
. : I n
y' et nous aurons :

Vﬂ+b ¢A+b by

__21)—']— — 2 e —
VA +b

n
La période correspondant a la 1™ irrationnelle s’écrira

A+ b
= \/ + -—[21) bi,l)z,. cbp—1, by 2b, ...

Celle correspondant a la 2° ', s’écrira par raison de symétrie

,_ VAFD
n

r = [bp; bp—i, coer by by 205 by L],
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Mais il est 2 remarquer, que le premier terme de y' est le
deuxiéme de ¥y, (), et ainsi de suite; on aura donc, a cause de la
symétrie connue de ces irrationnelles '

y =y A4 b=[2b,by, by, ..s by, by; 2b,...]
et : | |
VA =[b,b,, by, ..., by by, 2b; by, by, ...,

développgement donné par Legendre (*).

Remarque. — Le second sommet de la symétrie dans ce déve-
loppement ne peut étre formé de deux quotients incomplets
égaux qu’au cas ou A est décomposable en une somme de deux
carrés parfaits différents et plus grands que 1.

VIII

Sip est le nombre des quotients incomplets de la période de y

et (22 la partie réduite de ladite fraction continue, on a:
Qe

y = Ppy —|_Pp~—1
pr —+ Qp~—1’

et

P P,y "+ Qp
Pp1y + Qpa

‘ i i - 1 } . . . § . 7; .
Les valeurs y et — g sont les racines de I’équation :
ny?—a2ky —m=—o,
ou de I'équation | . .

Qp x*+ (Qp—1— Pp)x — Qp=o.

La proportionnalité des coefficients donne :

nB = Q,
mB = Py

4"(’) LecENDRE. Théorie des nombres.
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