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bisherigen Ergebnisse kénnen wir auch die Losung dieser abgeinderten Aufgabe an-
geben. Haben ndmlich die 3 rationalen Nullstellen von f(x) und die 2 rationalen Null-
stellen von f'(x) den Hauptnenner #, so setzen wir x = x/n und erhalten f(x) = f(¥/n) =

~

f(x). Die Funktionen f(x) und f'(x) besitzen dann lauter ganzzahlige Nullstellen. Fiir
die Nullstellen von f(x) gelten damit die in (5) gegebenen Darstellungen. Wegen

x = x/n erhilt man die Nullstellen von f(x) aus denen von f(x) durch Division mit der
natiirlichen Zahl ». KARL ZUSER, Ingolstadt

Uber die Summe beliebiger und die Differenz
aufeinanderfolgender Primzahlen

Wir bezeichnen mit kleinen lateinischen Buchstaben natiirliche Zahlen, mit p eine
Primzahl, mit : = Gleichheit nach Definition, mit A das «und» der Logik, mit
A {*: ...} die Anzahl der * mit den Eigenschaften ... und mit C eine absolute positive
Konstante.

Wir gehen aus von zwei geldufigen Ergebnissen der elementaren additiven Prim-
zahltheorie. SCHNIRELMANN!) hat bewiesen, dass die Folge der Zahlen der Gestalt
P, + P (P, prim) positive asymptotische Dichte hat; PRACHAR?) hat gezeigt, dass
die Folge der Zahlen der Gestalt p+ — p, wenn p+ die der Primzahl p folgende Prim-
zahl bezeichnet, positive asymptotische Dichte hat. Wir nehmen beide Fragestellun-
gen zusammen und beweisen einen verwandten Satz fiir Zahlenpaare in der Ebene:

Satz 1. Es gibt positive Konstanten C,, C,, Cg derart, dass aus x > C, folgt
A{mn:m<xAn<CylogxAm=p;+ps An=p —ps AN pyoprim} > Cyxlogzx. (1)

Bewers. Mit
fm,m): = A {751’7525?51‘*‘?52:7”/\?;_?2:”}

kann man fiir (1) auch
Bx):=A{mn:m<xAn<<Cylogx A fim,n) > 0}> Czxlogx (2)

schreiben. Nach der Schwarzschen Ungleichung ist

(&, & fonm)p<B@ 2 2 fmn. (3)

m<zx n<Cglogx m<x n<Cylogx

Es ist
fm,m) < A{p:p<mA (pANm—pAmn+pprim)}

<C__'E__

4 Jogd x

1\2
plmn(m+n)(1+?;) m <z x>2)

nach der Brunschen Siebmethode?). Mit
1\4
Pm.=ll(1+*1;) (4)

pim
1) Vgl. etwa [1], 150-153.
2) Vgl. etwa [1], 154-155.
3) Vgl. [1], 11. Satz 4.2 und 1. (5.23).
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folgt
2
2 f(m '}’L)<C4 10g6 Z PmPan+n' (5)

m<x n<C,logx m<x n<Cylogx

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist

2 2 P.,BP,.,< )P Z]ﬂ) (ijﬂ)m

mu v n<<v (m<u m <<
<) P, PP<Cyv(u+v)
wegen -(4) und

mit einer nur von s abhédngigen positiven Konstanten C(s)4). Aus (5) und (6) folgt

2 2 f2(m, n)<C6105 (x > 2). (7)

m<x n<Cylogx

Ferner ist
2 é\:: fm,n) = A {py, pa: D1+ pa < x A p;—p2<C210gx}
m<z n<Clogx
A{P1:P1<32(}A{P2:P2<% N by — < Czlogx} (8)
> C, (log ) (x> C.)

wegen der éebyshevschen Formel

A{p:p<y}>C (y > 2)

*logy gy
und wegen

Afp:ip<yApt—p<Cylogy}>Cypr  (¥> Cu)

bei geeignetem C, > 05). Aus (3), (7) und (8) folgt (2) und damit die Behauptung.
Man gelangt zu einigen interessanten Verallgemeinerungen von Satz 1, wenn man
zum obigen Beweis frithere Uberlegungen®) hinzunimmt. G. J. RIEGER, Miinchen?)
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