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Einige Bemerkungen zur Algebra der Polyeder in nicht-euklidischen
Raumen

B@RGE JESSEN

Herrn H. Hadwiger zum 70. Geburtstag gewidmet

1. Als ich vor einigen Jahren die Ehre hatte in Bern iliber die Algebra der
Polytope vorzutragen, habe ich am Schluss des Vortrags einige Bemerkungen
iiber die Moglichkeit einer Ubertragung des Dehn-Sydlerschen Satzes [1], [3] auf
nicht-euklidische Rdume gemacht. Eine nihere Ausfiihrung dieser Bemerkungen
bildet den Inhalt der vorliegenden kleinen Arbeit.

2. Es sei gestattet zunéchst in aller Kiirze an den Dehn-Sydlerschen Satz zu
erinnern.

Unter der Polydergruppe 8 des gewohnlichen Euklidischen Raumes verstehen
wir die von den (abgeschlossenen, nicht entarteten) Polyedern erzeugte freie
Abelsche Gruppe.

Ein Polyeder P heisst aus den Polyedern P, ..., P, zusammengesetzt, falls
P=P,U---UP, und die Inneren von P, ..., P, disjunkt sind.

Mit € bezeichnen wir die Untergruppe von %, die von allen Elementen
P-P,—---—P, wo P aus P,,..., P, zusammengesetzt ist, und allen Elementen
P—P’, wo P’ aus P durch eine Bewegung entsteht, erzeugt wird. Zwei Elemente X
und Y von B heissen dquivalent, falls X—Y e €.

Mit Vol:® — R bezeichnen wir den Homomorphismus von B in die additive
Gruppe R, dessen Wert fiir ein Polyeder sein Volumen ist. Die Bedingung
Vol X =Vol Y ist offenbar fir die Aquivalenz von X und Y notwendig. Hierzu
kommt die Dehnsche Bedingung, fiir die Hadwiger [2] die folgende einfache
Formulierung gegeben hat. Es bezeichne H,:¥—R fiir eine beliebige additive
Funktion ¢ : R— R mit ¢(7)=0 den Homomorphismus von ¥ in R, dessen Wert
fiir ein Polyeder P durch

H,(P)= ¥ Lo(a,)

gegeben ist, wo l;,...,1l, die Kantenlingen und «,,...,a, die zugehorigen
Flichenwinkel von P sind. Die Dehnsche Bedingung besagt dann, dass H_(X)=
H,(Y) fiir die Aquivalenz von X und Y notwendig ist. Nach Sydler ist das
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Erfulltsein der beiden Bedingungen Vol X=Vol Y und H,(X)=H_(Y) fiir jedes
additive ¢ mit ¢(7r) =0 fiir die Aquivalenz von X und Y auch hinreichend.

3. Das Aquivalenzproblem lisst sich unmittelbar auf den Fall iibertragen, wo
von Polyedern im sphiérischen oder hyperbolischen Raum die Rede ist. Schon
Dehn hat darauf hingewiesen, dass die Volumengleichheit und seine weitere
Bedingung auch fiir die Aquivalenz von Elementen der Polyedergruppe in der
sphérischen oder hyperbolischen Geometrie notwendig ist. Man wird hier fragen,
ob auch das Sydlersche Resultat auf diese Fille libertragen werden kann, also ob
die Bedingungen auch hinreichend sind.

4. Ein Umstand, der dieses zweifelhaft macht, ist, dass das Volumen eines
Polyeders in der sphirischen und der hyperbolischen Geometrie nach Schlifli
und Lobacevskii mit Hilfe von transcendenten Funktionen dargestellt wird. Das
Aquivalenzproblem ist seinem Charakter nach ein algebraisches Problem, und es
ist schwierig sich vorzustellen, dass die transcendente Volumenbedingung in seine
Losung eingehen kann. Wie dem auch sein mag, ist es naheliegend zu fragen, ob
diejenigen Spezialfille des Aquivalenzsatzes, worauf der Sydlersche Beweis be-
ruht, auf die sphéirische und hyperbolische Geometrie iibertragen werden konnen.
Wenn das der Fall sein sollte, hidtte man jedenfalls einen Angriffspunkt fiir die
Losung des Aquivalenzproblems in nicht-euklidischen Riumen.

5. Die Spezialfille, auf denen die Sydlersche Beweisfiihrung fiir den Euk-
lidischen Fall beruht, beziehen sich auf zwei Typen von Tetraedern, in welchen
drei Flichenwinkel rechte sind.

Figur 1 zeigt den ersten Typus. Die Winkel ldngs den Kanten x,y, z sind
im—a, 3w — B, v. Die Winkel lings den drei iibrigen Kanten sind rechte. Wird
cos’a=a, cos’ B=Db gesetzt, so gilt cos’ y=ab. Ferner gilt x=Atana, y=
Atan B, z=Atany fiir ein gewisses A. Bezeichnet man das Tetraeder mit
T(a,b,A), so zeigt man leicht, dass X=T(a,b,A\)+T(ab,c,A) und Y=
T(a, c,A)+ T(ac, b, A) fiir beliebige a, b, c, A die fiir Aquivalenz notwendigen
Bedingungen erfiillen. Das fundamentale Sydlersche Lemma besagt, dass
tatsiachlich X und Y aquivalent sind.

Figur 1. Figur 2.
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Betrachten wir jetzt im sphirischen Raum der Kriimmung 1 ein Tetraeder von
dem in Figur 1 gezeigten Typus. An Stelle der Relationen x = A tan «, y = A tan B,
z =) tan vy finden wir dann tan x = A tan a, tan y = A tan B, tan z = A tan vy fiir ein
gewisses A, und an Stelle der Relation cos® y = ab finden wir

cos®y=aO,b=ab—A%*(1—a)(1-Db).

Die hier auftretende Komposition O, erweist sich als associativ. Bezeichnet
man das Tetraeder mit T(a, b,A), so zeigt man leicht, dass X =T(a, b, )+
T(aO,b, ¢, A) und Y = T(a, ¢, )+ T(aO, c, b, A) die fiir Aquivalenz notwendigen
Bedingungen erfillen. Die Frage ist also, ob X und Y tatsiachlich aquivalent
sind. Im hyperbolischen Raum der Krimmung —1 ist die Situation ganz analog.
An Stelle von tanx, tany, tan z treten hier tanh x, tanhy, tanh z, und die
Komposition O, ist hier durch

aO,b=ab+A*(1—a)(1-b)

zu definieren.
Figur 2 zeigt den zweiten Typus. Die Winkel lings den Kanten x, y, z sind

a, B, 37— v. Die Winkel lings den drei iibrigen Kanten sind rechte. Wird cos® a =
a, cos’B=>b gesetzt, so gilt cos>y=a+b. Ferner gilt x=pcosasina, y=
p cos B sin B, z = p cos vy sin vy fiir ein gewisses w. Bezeichnet man das Tetraeder
mit U(a, b, u), so zeigt man leicht, dass X =U(a, b, u)+U(a+b,c, ) und Y =
U(a, c, n)+U(a+c, b, n) fir beliebige a, b, ¢, u die fur Aquivalenz notwendigen
Bedingungen erfiillen. Sydler bewies (mit Hilfe des fundamentalen Lemmas), dass
tatsachlich X und Y aquivalent sind.

Betrachten wir jetzt im sphirischen Raum ein Tetraeder von dem in Figur 2
gezeigten Typus. An Stelle der Relationen x =y cos a sin a, y = u cos B sin B,
z=pmcos ysiny finden wir dann tanx=pu cosasina, tany=pu cos B sin B,
tan z = cos 7y sin y fiir ein gewisses w, und an Stelle der Relation cos>’ y=a+b
finden wir

a+b+ uab

cos?y= b=
y=a®, 1+ p2ab

Die hier auftretende Komposition @, erweist sich als associativ. Bezeichnet
man das Tetraeder mit Uf(a, b, n), so zeigt man leicht, dass X=
U(a, b, u)+U(a® b, c, w)und Y=U(a, ¢, u)+ U(a®, c, b, n) die fiir Aquivalenz
notwendigen Bedingungen erfiillen. Die Frage ist also, ob X und Y tatsichlich
dquivalent sind. Im hyperbolischen Raum ist die Situation ganz analog. An Stelle
von tan x, tan y, tan z treten hier tanh x, tanh y, tanh z, und die Komposition @,
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ist hier durch

_a+b-p2ab
a®,b= 1—pu?ab

zu definieren.
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