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Darstellungsanzahlen Ton quaternâren quadratischen
Stammformen mit quadratischer Diskriminante

von H. Gross, Zurich

Auf Grund einer neulich von G. Aeberli1) publizierten Arbeit ûber die Zu-
sammenhânge zwischen quaternâren quadratischen Formen mit quadratischer
Diskriminante und Idealen in Quaternionenalgebren ergeben sich ziemlich
direkt die Darstellungsanzahlen fur die defîniten und indefiniten quaternâren
Stammformen mit quadratischer Diskriminante. Viele quaternâre quadratische
Formen quadratischer Diskriminante vom Typus ax2 + by2 + cz2 + dt2 sind
von Liouvelle 2) untersucht worden. Im Gegensatz zu den UnregelmâBigkeiten,
die die Darstellungsanzahlen dieser Formen aufweisen, ergeben sich fur die
Darstellungsanzahlen von quaternâren Stammformen quadratischer Diskriminante

ganz einfache Ergebnisse. Durch den Zusammenhang mit der Ideal-
theorie wird auch die Sonderrolle der Diskriminantenteilei* leicht verstândlich.

Verteilt man aile ganzen o-Linksideale b (bezûglich einer festen Maximal-
ordnung o) mit der ganzrationalen Norm m in Klassen âquivalenter Idéale
A^1, A^1, A~x, so gehôrt zu jederlinksinversenIdealklasse Al9A2,.. .,An
eine Stammform /1? /2, ...,/„ und zugehôrige Linkshauptform hx, h2, hn.

Liegen at Idéale b in A^1 und ist e{ die Anzahl der Einsdarstellungen von h£

so stellt die Form f{ die ganzrationale Zahl m auf e^at. Arten dar (Satz 4). Fur
die einzelnen a{ gibt es bis jetzt keine einfache Formel, wohl aber fur ihre
Summe, das heiBt fur die Gesamtzahl der ganzen o-Linksideale der Norm m
(Satz 2). Dièse Formel wurde mit einer andern Méthode auch von M. Eichleb
in der Arbeit : Zur Zahlentheorie der Quaternionen-Algebren, J. reine angew.
Math. 195 (1956) 127-151, Formeln (46) bis (48), hergeleitet. Ist die Klassen-
zahl der betrachteten Quaternionenalgebra 1, oder ist die darzustellende Zahl m
relativ prim zur Diskriminante der Algebra, so erhâlt man einfache Formeln
fur die Anzahl der Darstellungen einer Zahl durch eine Stammform (vgl. III. 3).

Die Abhandlung ist die gekrônte Lôsung der Preisaufgabe «Htjbwitz heeft
aangetoond, dat de bekende formule voor het aantal representaties van n als
x% 4- ^2 _j_ Z2 _|_ g2 uft (je ideaaltheorie der quaternionen kan worden afgeleid.
Gevraagd wordt, het onderzoek tôt andere quaternaire quadratische vormen,

*) G. Abberm, Der Zusammenhang zwischen quaternâren quadratischen Formen und Idealen
in Quaternionenalgebren. Comment. Math. Helv. 33, 1959, 212-239. Dièse Arbeit ist im Folgen-
den als Aeberli zitiert.

2) Siehe etwa die Zusammenstellung in Dickson, History of the Theory of Numbers, vol. III,
Washington, 1923, 227-229.
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waarvan de discriminant een quadraat is, uit te breiden.», die die niederlân-
dische mathematische Gesellschaft «Een onvermoeide arbeid komt ailes te boven»
fur das Jahr 1958 gestellt hatte.

I. Definitionen. Die Ergebnisse von àeberli
1. Quaternâre Formen

4

Im Folgenden werden immer nur ganze quaternâre Formen f(xi) EaikXiXk

betrachtet, das heiBt, wir verlangen, daB die Zahlen au, 2a{j,i,j 1,2,3,4
ganzrational sind. (Man nennt dièse Formen auch ganze Formen zweiter Art ;

ganze Formen erster Art besitzen ganzrationale Koeffizienten a{j, i,j
1,2,3,4.)

Als Diskriminante D der Form / definiert man

D
i dxk

16 | aik |

Die Form / heiBt primitiv, falls die Zahlen an,..., au, 2a12,..., 2a34 teiler-
fremd sind. Erteilt man den Unbestimmten x{ ganzrationale Werte, x{ uiy

4

die nicht aile Null sind, so heiBt die Zahl m Za^u^^^ durch die Form /

dargestellt.ZweiFormen f £aikxixk, g Zhikyiyk heiBen àquivalent, falls
sie durch eine unimodulare Transformation auseinander hervorgehen, mit an-
dern Worten, wenn gilt f g fur xi S<x\yk, mit <x\ ganzrational und
det (oc\) + 1. Um die Darstellungen einer Zahl durch Formen zu unter-
suchen, geniigt es ofïenbar, aus den Klassen àquivalenter Formen je einen
Reprâsentanten auszuwàhlen.

2. Quaternionenalgebren

Fur die Definitionen und Sâtze dièses Paragraphen siehe die grundlegende
Arbeit von H. Bbandt, Idealtheorie in Quaternionenalgebren, Math. Annalen
99 (1928) 4-93).

Die vierdimensionalen rationalen Algebren sind die sogenannten Algebren
der verallgemeinerten Quaternionen : Es sei % ein vierdimensionaler Vektor-
raum ûber dem Kôrper der rationalen Zahlen mit den vier Basisvektoren
Mi % > u% y ^4 • Dabei sei % das Einselement, also

%% UjUt uj j 1,2,3,4:
Weiter sei

8) Dièse Arbeit ist im Folgenden als Bbandt zitiert.



200 H. Gboss

und u\= — <%%, u\ — /?% <%, p rational. Aus diesen Gleichungen ergibt
sich die ganze Multiplikationstafel, die wir in

j
zusammenfassen.

Es sei q xx — x2u2 — xBuz — #4w4 das zum Quatemion q — xx -\- x2u2

+ #3% + #4^4 konjugierte Quaternion. Ein Quatemion q heiBt ganz, falls
seine Norm n (q) :

n(q) qq x\ + <%a^ + /8a£ + «j8a?î

und seine Spur

ganzrational sind.
Brandt definiert als Zwischennorm zweier Quaternionen p ZXiUiy

q EyiUi den Ausdruck n(p, q) pq + gp n(g, p) ^(p?) und
definiert weiter als Diskriminante der vier beliebigen Quaternionen pv

v 1,2,3,4 die Déterminante :

^a> 2>3> Vu I *(

Man findet durch Ausrechnen :

à (Pi, p,,p8» Pi) V
Bemerkung. Betrachtet man die regulâre Spur $(p) eines Quaternions

p: S(p)==Uc^vxv (siehe van deb Wabbden, Algebral, Berlin 1955, S. 145),

das heiBt die in beliebigen hyperkomplexen Systemen giiltige Spurendefinition,
und definiert man Af(pl9 p2, pz, p4) | 8(pvPp) \, so findet man durch
Ausrechnen Af —- 16 J.

Sind vier neue Quaternionen pfv gegeben durch p\ EoÇpp, v 1, 2, 3, 4,
so 8Ut J(p£, ^, p{, p4) | «; |M(px, p2, p3, p4) (2)

Die Norm eines beliebigen Quaternions der Algebra wird durch eine rationale
quadratische Form (die Normenform der Basis) gegeben:

Qiw){xi) niSXiUi) ZxiXjUitTf IZ^a;^^^) (3)

Aus (3) folgt, daB die Diskriminante dieser Form gleich der Diskriminante der
Basis ist.

Eine Basis vv, v 1,2, 3, 4, heiBt Minimalbasis, wenn ihre Multiplika-
tionszahlen c{h ganz sind und ihre Diskriminante môglichst klein ist.

Bemerkung. Aus der Ganzzahligkeit der Multiplikationszahlen c{h folgt
die Ganzzahligkeit der Normenform (3), also auch die Ganzzahligkeit der
Diskriminante der Basis, woraus folgt, daB es wirklich Minimalbasen gibt.
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Brandt fand, da6 die Diskriminante einer Minimalbasis eine Quadratzahl ist :

à(v1,v2,vs,vi) d2.

Man nimmt d mit positivem Vorzeichen, falls die Normenform 0{v) définit
ist, dagegen mit negativem Vorzeichen, falls die Normenform 6iv) eine in-
definite Form ist. Die in dieser Weise bestimmte ganze Zahl d heiBt die Orund-
zahl der Algebra. Wegen (2) ist die Grundzahl eine Invariante der Algebra,
das heiBt von der speziellen Wahl der Minimalbasis unabhângig, da fur zwei
Minimalbasen vv, v1^ v'fÀ Zoc^Vy, notwendigerweise | #£ | ± 1 ist.

3. Idéale

Wir nannten ein Quaternion q einer Quaternionenalgebra ganz, wenn seine
Spur und seine Norm ganzrational sind.

Définition. Eine Ordntmg o von 31 ist ein Ring ganzer Quaternionen, der
den Ring der ganzen rationalen Zahlen umfaBt und vier linear unabhangige
Quaternionen von 31 enthâlt. Die Ordnung o heiBt maximal, wenn es keine
Ordnung gibt, die o umfaBt, aber von o verschieden ist (Deitbjng, Algebren,
Ergebnisse der Mathematik IV\ Berlin 1935, S. 69)4).

Wir definieren weiter :

Définition. Ein Modul a der Algebra 31 ist eine Teilmenge a von Quaternionen

der Algebra 31 mit den Eigenschaften

(i) a enthàlt vier linear unabhangige Quaternionen von 31,

(ii) a enthâlt mit zwei Quaternionen p, q auch deren Differenz p — q,
(iii) es gibt eine rationale Zahl r derart, daB ra nur ganze Quaternionen

enthâlt.

Man beweist: Ein Modul a besitzt eine Basis (at,a2,a3, a4), das heiBt vier
linear unabhangige Quaternionen ax, a%, a3, a4, derart, daB a aus allen ganz-
rationalen Linearkombinationen Zx^ besteht (Brandt, S. 13). Es gilt weiter

der

Satz. Zu jedem Modul a gibt es zwei eindeutig bestimmte Ordnungen ot, or
mit Oj<x a aor (Detjring, S. 71).

Wir schreiben dann fur a auch tar, wo die Indices sinngemâB die zugehôri-
gen Ordnungen angeben.

Définition. Ein Modul a heiBt Idéal, wenn die zugehôrigen Ordnungen o^, or
maximal sind. (Bei DEtrEiNG heiBen dièse Idéale «normale Idéale», vgl. Deu-

S. 72.)
Ist Oj or, so heiBen die Idéale ,0, gleichseitig. Man beweist, daB ein

4) Im Folgenden aie Dexjking zitiert.
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Idéal fa, falls es in einer seiner Ordnungen o{, 0r enthalten ist, in beiden
Ordnungen O|,Or enthalten ist. Man trifft daher folgende

Définition. Ein Idéal heiBt ganz, wenn es in einer seiner Ordnungen enthalten

ist (Deuring, S. 71).
Die Multiplikation zweier Idéale fa, {bj wird im Folgenden eingeschrànkt,

und zwar derart, dafi den beiden Idealen nur dann ein Produkt ab zugeord-
net wird, wenn or 0* gilt. Man spricht dann der Deutliehkeit halber auch von
eigentlicher Multiplikation der Idéale. Bei dieser eigentlichen Multiplikation
gilt nâmlich der folgende

Satz. Sind fa und fis zwei Idéale, dann ist es genau dann unmôglich, in
der Oleichung ab c einen der Faktoren a, b durch echte Teiler zu ersetzen,

wenn die Rechtsordnung or von fa gleich der Linksordnung o4 von ^ ist
(Deitbjkg, S. 76).

In der Folge wird auch oft, ohne spezielle Erwâhnung, von dem folgenden
Satze Gebrauch gemacht :

Satz. Dos Idéal {ak ist genau dann durch dos Idéal rb8 teilbar, das heiftt,
a ç b, wenn es eine Produktdarstellung ^a*. *cr rb8 8bk mit ganzen ^c,, 8t>k

gibt, Ist ot or, so gilt sogar ^afc tbs 8t>k mit ganzem 8bk (Deubing, S. 76).

4* Die Idealnonn

Vgl. dazu die ùbersichtliche Darstellung in der Arbeit von Aebebli, S. 225.
Es sei o eine Maximalordnung in 31 und a ein o-Linksideal ; man habe die

Basisdarstellungen a {ax,a2,a3,a4), o (ux,u2,uz,u^), at SoJluk. Det(#*)
ist dann ein positives oder négatives rationales Quadrat. Bei geeigneter Wahl
der Reihenfolge der Basiselemente ist det(<%*)>0. Die positive, rationale
Zahl n(a) +^|«*| heiBt dann die Norm des Ideals a. Man zeigt, daB die
Idealnorm von der bei der Définition zugrunde gelegten Maximalordnung un-
abhangig ist. Es gelten weiter die folgenden Sâtze :

Norinenmultiplikationssatz. Sind fijc, kbt zwei Idéale,so gilt n(ab) n(a)n(b)
(Deubing, S. 80).

Satz. Ein ganzes Idéal der Norm 1 ist eine Maximalordnung (Aeberu,
S. 225).

5. Normenforinen

Ist a ein Modul der Algebra 31 mit der Basis (ax>a2,az, aé), dann wird die
Norm eines allgemeinen Quaternions q des Moduls, q Ex^i, durch eine
rationale quadratische Porm gegeben: F(Xi) n(q) nÇ^x^i).

Wir setzen Ffa) X-f^(x^9 X rational, wobei /£° eine ganzzahlige, pri-
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mitive quaternâre quadratische Form ist, die vom Modul a und der darin
gewâhlten Basis abhàngig ist. Nun gilt der Satz, daB der Modul a genau dann
ein Idéal ist, wenn gilt X n(a) (Aebeeu, S. 225). Man hat also das fur uns
in der Folge wichtige

Ergebnis. Ist a ein Idéal, a= (al9 a2, a3, a4), und ist q Extat das ail-
gemeine Quaternion des Ideals a, dann gilt n(q) n{a)f^){xt), wo /£a) eine
ganzzahlige, primitive quaternâre quadratische Form ist.

Es seien a {ax, a2, a3, a4), b (bt,b2,bz, 64) zwei Moduln und es sei
weiter F(xt) n(Extat), G(yt) n{Eylbl). Es gibt eine rationale
Transformation at E<x\bk mit det (<x*) =£ 0. Ist g ein beliebiges Quaternion, so

gibt es Darstellungen q Exlal Ey3b3 Zxtoc[b3, folglichist yi E<x\x%.
Geht also a iiber in b mit der Substitution (&f), so geht die dem Modul b

zugeordnete Form 0 mittels der Substitution r{oc\) iiber in die dem Modul a
zugeordnete Form F. Daraus ergibt sich, daB die Normenform eines Moduls
der Quaternionenalgebra 31 immer eine quadratische Diskriminante besitzt. Es
sei nàmlich (%, u2, u3, ué) die im Paragraphen 2 betrachtete Basis der Alge-
braîlund F(xt) n(Extut), also F(xt) x\ + (xx\ + px2B + ocpxl. F{xt)
hat dann die Diskriminante 16<%2/?2. Ist g^ Normenform des Moduls
a (al9 a2, az, a4) und O(yt) n{Eytat), at Eoc*uk, so ist die
Diskriminante der Form O(yt) gleich 16 | af |2#2/?2, also wieder quadratisch. Beim
Ûbergang von O(yt) zur Normenform g(^\ 0 Xg{^\ geht die Diskriminante

von G(yt) iiber in die quadratische Diskriminante -^ \ix\ \2ot2f}2 von g^K

6. Stammformen und Kernformen

Bei Aebebli werden die Stammformen und die Kernformen folgendermaBen
eingefuhrt (Aeberli, S. 223) :

Irgendeine ganzzahlige primitive Form O(xt) definiert eine Gesamtheit von
Formen auf folgende Weise: Man ûbt auf die Formen cG(xt), wo c beliebig
rational ist, aile rationalen Substitutionen mit von Null verschiedener
Déterminante aus. Jede entstehende Form schreiben wir als kF(xt), wo k grôBter
Koeffiziententeiler, also F(xt) auch primitiv ganzzahlig ist. Die Formen
F(x{), G(xt),... bilden eine sogenannte Sippe. Die Formen mit absolut klein-
ster Déterminante einer Sippe heiBen Stammformen.

tîbt man auf G(xt) aile rationalen Substitutionen mit von Null verschiedener

Déterminante aus, so bilden die entstandenen Formen eine Gesamtheit,
die man Familie nennt.

Kernformen sind solche ganzzahlige primitive Formen, die nicht ganzzahlig
in einer ganzzahligen Form kleinerer Diskriminante enthalten sind.

Es gilt dann der Satz : Die Kernformen sind diejenigen ganzzahligen Formen,
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wékhe in der von ihnen erzeugten Familie die absolut kleinste Diskriminante be-

sitzen (Brandt, Speiser-Festschrift, Zurich 1945, S. 96).
Aeberli bewies, daB fur die Normenformen der Moduln, also insbesondere

fur die Normenformen der Idéale, die Begriffe Stammform und Kernform zu-
sammenfallen, und es gilt der

Satz. Ein Modul a ist genau dann ein Idéal, wenn die zugéhorige Normenform
/£a) eine Stammform ist (Aeberu, S. 227).

Die Normenformen von Idealen sind also Stammformen mit quadratischer Dis-
kriminante.

7. Âquivalenzklassen

Ist jûr ein Idéal mit den Ordnungen o,, Or und sind p, q zwei beliebige
Quaternionen mit nicht verschwindender Norm, so ist der Modul paq wieder
ein Idéal mit der Iinksordnung pOiP~x und der Rechtsordnung q~lOrq.

Auf Grund dieser Tatsache stellt man folgende Définition auf :

Définition. Zwei Idéale a und b heiBen équivalent, wenn es zwei Quaternionen

p,q gibt, derart, daB n(pq)>0 und a phq ist. Ist speziell p=l
oder q 1, so spricht man von rechtsseitiger bzw. linksseitiger Âquivalenz.

Im Folgenden wird unter Âquivalenz nur dann die schârfere einseitige
Âquivalenz verstanden, wenn das ausdriicklich bemerkt wird. (Ûber die Forderung
n(pq) > 0 siehe Aebebu, S. 237.)

Aeberli bewies den fundamentalen Satz: Zwei Idéale sind genau dann
équivalent, wenn die zugehorigen Normenformen équivalent sind (Aeberli, S. 233).
Und weiter gilt auch der Satz: Hat die Quaternionenalgebra % Normenstamm-

formen der Diskriminante D d2, dann sind aile Stammformen der Diskriminante

d% Normenformen einer Idealklasse der Algebra % (Aeberli, S. 236).
Man hat also eine 1 — 1 deutige Beziehung zwischen den Idealklassen der

Algebra 31 und den Klassen âquivalenter Stammformen der Diskriminante d2.

Aeberli bewies, daB dieser Isomorphismus sogar ein Oruppoidisomorphismus
ist bei geeigneter Définition der Multiplikation (Komposition) der Idéal- und
Formenklassen (Abberli, S. 237). (Vgl. den folgenden Paragraphen.) Dièses
letzte Ergebnis werden wir allerdings im Folgenden nicht benôtigen.

8. Oruppoide

Es sei Q eine nichtleere Menge mit einer zweistelligen Opération, die jedem
geordneten Paar (a,b) einer gewissen Teilmenge T von OxO eindeutig ein
Elément ab von 0 zuordnet. ab heiBt dann das Produkt oder die Komposition

von a mit b (in dieser Reihenfolge). Zu zwei Elementen a, 6 aus 0 braucht
also nicht immer ein Produit definiert zu sein.
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G heiBt Gruppoid, falls fur die Produktoperation folgende Axiome erfullt
sind:

(i) Zu jedem a in G gibt es genau ein Paar Elemente e, f mit ea af a.
(ii) Ist ea a oder ae a fur ein a, e in G, dann ist ec e.

(iii) Zu a, 6 in ist a6 genau dann definiert, wenn es ein Elément e in G

gibt? mit ae a und e6 6.
(iv) Ist zu a, 6, c in G auch a6 und 6c definiert, dann sind auch die Pro-

dukte (ab)c und a(6c) definiert, und es ist (a6)c a(6c).
(v) Ist ea a, af a fur a, e,f in so existiert ein Elément 6 in

mit ab e und 6a /.
(vi) Ist ee e und // / in G, dann existiert ein Elément a in mit

ea a und af a.

(Fur die verschiedenen Axiomensysterne des Gruppoids siehe H. Brandt,
tlber die Axiome des Gruppoids, Vierteljschr. Naturforsch. Ges. Zurich 85

(1940), Beiblatt 32, 95-104. Das oben angegebene Axiomensystem findet sich
in R. H. Bruck, A Survey of Binary Systems, Ergebnisse der Mathematik,
neue Folge 20, Berlin 1958, 34.)

Es gilt nun der folgende Satz uber die Idéale einer Quaternionenalgebra :

Satz. Die Idéale einer Quaternionenalgebra bilden bei der eigentlichen Multi-
plikation ein Gruppoid mit den Maximalordnungen aU Einheiten (Dexjrikg,
S. 76).

Insbesondere gilt fur das zu einem Idéal a inverse Idéal a"1 —j-r
wo n(a) die Norm von o ist und a das zu a konjugierte Idéal bedeutet. Wir
betrachten jetzt die Klassen âquivalenter Idéale.

Définition. Die Idealklasse A heifie mit der Klasse B in dieser Reihenfolge
komponierbar, wenn Idéale a e A, b € B existieren, fur die das Produkt
ab C existiert. Dann heifit G, die Klasse von c, die Produktklasse oder die
komponierte Klasse von A und JS, AB C.

DaB dièse Définition sinnvoll, das heiBt nicht von den Repràsentanten der
Klassen A, B abhângig ist, ergibt sich aus den Untersuchungen von Aeberli:

Es sei nâmlich AB C definiert durch <xb=c a€-4,b€JS, ccC. Ist
nun a' ~a, so existiert mindestens ein b', b' ~b derart, daB a'-b'
definiert ist, und fur jedes solche b; ist c ~ C; a' bf.

Da die Idéale ein Gruppoid bilden, verifiziert man leicht die Gruppoidaxiome
fur die Idealklassen bei der oben definierten Komposition fur Klassen. Da die
Idealklassenzahl fur rationale Algebren endlich ist (Dexjring, S. 90), ergibt
sich also der Satz: Die Idealklassen der Algebra % bilden ein endliches Gruppoid.
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IL Die Aiizahl ganzer Idéale einer beliebigen Maximalordnung
von vorgeschriebener Norm

Es sei o eine beliebige, aber feste Maximalordnung der Algebra 91. Im Fol-
genden soll die Anzahl aller ganzen o-Linksideale von vorgesehriebener Norm
bestimmt werden. Dazu ist es notwendig, sich einen Ûberblick iiber die Zer-
legung von Idealen in Primideale und unzerlegbare Idéale zu verschaffen. Wir
beginnen mit einigen Definitionen.

Définition. Das gleichseitige o-Ideal p heiBt Primideal, wenn es kein durch
p teilbares Produkt von gleichseitigen o-Idealen, ab, gibt, dessen beide Fak-
toren a, b nicht durch p teilbar sind.

Définition, Ein ganzes Idéal heiBt unzerlegbar, wenn es nicht als eigent-
liches Produkt von echten Teilern darstellbar ist.

Définition. Ein ganzes Idéal a heiBt primitiv, wenn es kein ganzrationales

n > 1 gibt, derart, daB — • a ganz ist.

Es gelten dann die Sâtze (Brandt, S. 24):

A. Satz. Es gibt kein ganzes und primitives Idéal mit zur Orundzahl d primer
Norm, das rechts und links zu derselben Ordnung o gehort, au/ier o selbst.

B. Satz. Die Norm eines ganzen und primitiven Ideals kann einen Diskrimi-
nantenteiler stets nur einfach, nicht im Quadrat enthalten.

C. Satz. Ein ganzes und primitives Idéal ist genau dann gleichseitig, wenn
seine Norm ein Teiler t von d ist, und fur jeden Teiler t gibt es zu jeder Maximalordnung

gerade ein einziges derartiges Idéal.
Wir beweisen dazu noch den folgenden

1. Hilfssatz. Ein gkichseitiges ganzes Idéal a, dessen Norm verschiedene Prim-
faktoren enthalt, ist nicht prim.

Beweis. Es sei n(a) ab9 (a, b) 1. Wir setzen a' (a, a), b' (a, 6).
Dann gilt a'b' û,a^a',b'^a. Da nâmlich allgemein n(a) c a gilt, ist
sicher a'b' c a. Wegen (a, b) 1 kann man aber jedes x aus a in der Form
x Xxa + fixb schreiben mit geeigneten ganzrationalen A, /W. Also ist auch
a c a'b'.

Auf Grand dièses HOfssatzes sind die Normen von Primidealen Primzahl-
potenzen. Insbesondere kônnen wir also die Primideale einteilen in solche,
deren Normen zur Diskriminante prim sind und in solche, deren Normen
Potenzen von Diskriminantenprimteilern sind.

Aus Satz C ergibt sich, daB es zu jedem Primteiler t von d genau ein Prim-
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idéal der Norm t gibt. Dièse Primideale sind wegen des Normenmultiplikations-
satzes natiirlich zugleich unzerlegbare Idéale.

Aus Satz A ergibt sich, da8 die Primideale mit zu d primer Norm durch die
rationalen Primzahlen, die zu d prim sind, erschôpft werden, genauer, durch
die von ihnen erzeugten Hauptideale.

Die Teiler der zweiseitigen o-Ideale (p), wo (p, d) 1 ist, sind dann
unzerlegbare einseitige o-Ideale der Norm p. Um dièse zu finden, betrachten wir
den Ring o/op.

Der Ring o/op ist isomorph zum Ring 5 der p* zweizeiligen Matrizen, deren
Elemente das Galoisfeld GF(p) durchlaufen. Es gilt nàmlich der Satz. Jede
Algebra, welche eine von Null verschiedene Diskriminante besitzt, ist halbeinfach
und die direkte Summe einfacher Algebren. (L. E. Dickson, Algebren und ihre
Zahlentheorie, Zurich 1927, S. 1105.) Der Ring o/op mu8 aber einfach sein,
sonst wâre er eine Summe von Galoisfeldern, also kommutativ.

Das allgemeinste o-Linksideal in o/op besteht aus allen denjenigen Matrizen,

deren Spalten 819 82 einer beliebigen, aber festen Relation

r181 -{- r2S2 0(p) rl5 r2 ganzrational (1)

genûgen. Da es p + 1 derartige Relationen gibt, die unter sich unabhângig
sind, besitzt das zweiseitige o-Ideal (p) p -f 1 Linksteiler. Dièse p + 1

O-Linksideale der Norm p sind nun aile rechtsâquivalent (vgl. Abschnitt I.7.).
Sei nâmlich p das durch die Relation (1) definierte Idéal. Wir betrachten dann

(r s\1 wo rlyr2 die Koeffizienten aus (1) sind; s,t seien so
f2V Ir 8\ la £\

gewâhlt, daB detl 1.1> 0 ist. Ist jetzt A ein beliebiges Elément aus p,
so folgt wegen (1) :

'
ft, /0 a5 + b*

\c d) \r2 tj \0 es + dtj
Das beliebige Idéal p kann also durch Multiplikation mit einem geeigneten

Elément x aus o in das spezielle Idéal p0 aller Matrizen ûber
\r211 \u n ]

gefuhrt werden. Daraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung. Wir erhalten
also das in der Folge wichtige Ergebnis :

1. Satz, In einer beliebigen Maximalordnung o der Algebra 31 gibt es zu jeder
Primzahl p, wo p die Diskriminante nicht teilt, p -\- 1 ganze o-Linksideale p
der Norm p (Linksteiler des zugeh&rigen zweiseitigen o-Primideals (p)). Aile
dièse p + 1 unzerlegbaren Idéale p sind rechtsâquivalent,

Selbstverstândlich kann man in diesem Satz die Ausdrûcke Linksteiler,
rechtsâquivalent durch die Ausdriicke Rechtsteiler, linksaquivalent ersetzen.

5) In der Folge als Dickson zitiert.
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Es gelten die folgenden beiden Sâtze ûber ganze Idéale einer beliebigen
Maximalordnung.

D. Satz. Jedes ganze Idéal {ak ist Produkt von unzerlegbaren Idealen (Dbu-
BING, S. 77).

E. Satz. In der Darstellung eines Ideals {ak aU Produkt unzerlegbarer Idéale
kann die Reihenfolge der Primideale, von denen die unzerlegbaren Faktoren Teiler
sind, beliebig vorgeschrieben werden (Deuring, S. 106).

Es sei jetzt a ein primitives ganzes o-Linksideal mit der Norm n(a) p*s
wo p eine Primzahl ist (p und s brauchen nicht teilerfremd zu sein). Naeh
dem 1. Satz und den beiden Sâtzen D und E gibt es Darstellungen :

a pq mit n{p) p, n(q) s, (p) pp wo p das zu p konjugierte
Idéal ist. Der grôBte gemeinsame Linksteiler von a und (p) ist also ein Teiler
von p. Wegen (p) p p wo p und p unzerlegbare Idéale sind, ist der grôBte
gemeinsame Linksteiler von a und (p) genau p, da a primitiv vorausgesetzt
wurde. Wir erhalten daher den

2. Hilfssatz. Es sei a ein ganzes primitives o-Linksideal mit der Norm n (a)=ps
wobei p eine Primzahl ist. Der grôpte gemeinsame o-Linksteiler von a und dem

zweiseitigen o-Ideal (p) ist ein unzerlegbares o-Linksideal p der Norm p.
Wir beweisen weiter den folgenden

3. Hilfssatz. Ist das ganze Idéal a Produkt von primitiven unzerlegbaren
Idealen: v v /rtXa pxp2 pf qx q8 tt(p<) p, n(q{) q9... (2)

ivobei kein Fahtor konjugiert zum vorangehenden ist, dann ist das Idéal a auch

primitiv.
Beweis. Ist die Norm n(a) eine quadratfreie Zahl, so ist der Satz trivialer-

weise richtig, so dafi wir also r ^ 2 annehmen kônnen. Wir beweisen den
Satz durch Induktion nach der Anzahl der Faktoren von o. Der Satz sei also

richtig fur v Eaktoren. (Fur v 1 ist die Behauptung richtig.) Es sei a ein
Idéal der Form (2) mit v + 1 unzerlegbaren Faktoren :

b p2 prqt (3)

b ist primitiv nach Induktionsvoraussetzung. Gesetzt es sei jetzt

d se s> l,s ganzrational, c ganz. (4)
Aus (3) folgt

pia î?-b. (5)

Aus (4) und (5) folgt PjC-s pb, also da p Primzahl und b primitiv ist,
folgt s | p, also s p. Man hàtte also die Darstellungen
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b PxC, b p2 prq, (p) VtVi.
Nach dem 2. Hilfssatz ergibt sich p2 Pi> womit wir einen Widerspruch
zur Voraussetzung erhalten haben. Die Behauptung ist also auch richtig fur
v + 1 Faktoren.

Es gilt nun der folgende Zerlegungssatz fur ganze und primitive Idéale:

4. Hilfssatz («Eindeutigkeitssatz»). Ist a ein ganzes und primitives Idéal mit
der Norm n (a) IIp{ (wobei die Primzahlen p{ nicht notwendigerweise von-
einander verschieden sind) und ist in der Zerlegung n(a) P\P%* - >pr die
Reihenfolge der p{ fest, so gibt es gerade eine Darstellung von a in unzerlegbare
Faktoren a Pip2... pr derart, da/i n(pt) p€ gilt.

Der Beweis ergibt sich direkt aus dem 2. Hilfssatz, indem man von a den
grôBten gemeinsamen Linksteiler von a und (p^) abspaltet und auf den ver-
bleibenden Faktor Induktionsvoraussetzung anwendet. Fur das Folgende vgl.
auch M. Eiohleb, Zur Zahlentheorie der Quaternionen. J. reine angew. Math.
195 (1956) 127-151.

Auf Grund der vorangehenden Hilfssâtze werden wir jetzt den folgenden
Satz beweisen:

2. Satz. Es sei n tp^pl2... pvrr wo die Primzahlen p{ zur Orundzahl d
prim sind, wâhrend t nur Primteiler von d enihalt. Ist o eine beliebige Maximal-
ordnung, so ist die Anzahl ip(n) der ganzen o-Linksideale der Norm n gleich

fin) (pjt + j>'rx + ...+Pl+l)...(p;r + p>ri + + pr + 1}

(«Summe der zu d primen Teiler von n»).
Beweis. Um zunâchst aile primitiven o-Linksideale a mit zu d primer Norm

n n(a) Jfq8... ul> l {n, d) 1

zu bestimmen, hat man nach den beiden letzten Hilfssâtzen aile Produkte

zu bilden, wobei die Faktoren unzerlegbar sind, der erste Faktor immer ein
O-Linksideal und keiner der Faktoren zum vorangehenden konjugiert ist.
Bezeichnet Q (n) die gesuchte Anzahl, so gilt

Q(n) (p +

Suchen wir jetzt die Anzahl aller o-Linksideale mit zu d primer Norm n, also
auch die nichtprimitiven, so gilt fur ihre Anzahl ip(n)
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wobei sich die Summation ûber aile Quadratteiler d2 — p2r> q28' u2V

(2r'< r, 2sf < s,... 2V < l) von n erstreckt. Wegen Q{mxm^)

gilt:
W(n) S Q(tf-2f')- Z Qtf-29')- • T Q(ul~2V)

2f'^f 28'^8 21'^l
und

also

Da es zu jedem Primteiler l der Grundzahl d und zu jeder Maximalordnung
genau ein unzerlegbares Idéal der Norm l, nàmlich ein Primideal gibt, so gibt
es zu jedem t, das nur Diskriminantenprimteiler enthâlt und zu jeder
Maximalordnung genau ein ganzes o-Linksideal a mit n(a) t\ a ist nach dem
Gesagten sogar immer zweiseitig. Hierbei hat man nicht darauf zu achten, ob
das Idéal a primitiv ist oder nicht, da ja das Rechnen mit Primidealen kom-
mutativ ist. Aus dem 4. Hilfssatz ergibt sich, da6 man aile Idéale der Norm
t>n, wo (n, d) 1 und t nur Diskriminantenprimteiler enthâlt, bekommt,
indem man aile Idealprodukte ab betrachtet mit n(a) t, n(h) n.

Damit ist die in unserem Satze aufgestellte Behauptung in voiler Allgemein-
heit bewiesen.

III. Darstellimgszahlen fur Normenformen

In dem folgenden Abschnitt sollen Sàtze hergeleitet werden, die Auskunft
geben liber die Anzahl Môglichkeiten, eine beliebige, aber feste ganzrationale
Zahl m durch eine vorgelegte ganze quaternàre quadratische Stammform mit
quadratischer Diskriminante darzustellen. Dièse quadratischen Formen kôn-
nen nach dem Vorangehenden als Normenformen von Idealen in einer geeig-
neten Quaternionenalgebra aufgefaBt werden. Wir beginnen daher mit

1. Darstellimgszahlen fur positive Normenformen

Es sei / die (positive) Normenform des Ideals o. Das Idéal a habe die Links-
ordnung ot, die Rechtsordnung or. A sei die durch das Idéal a bestimmte
Idealklasse, A {paq | n(pq) > 0}.

3. Satz. Damit f eine ganzrationale Zahl m darstellt, ist notwendig und hin-
reichend, da/3 es in der zu A rechtsinversen Idealklasse A"1 ein ganzes oT-Links-
ideal der Norm m gibt.

o o
Beweis. Es ist n(q) n(a)f(xQ) fur q € a. Es sei f(x{) m also n(q)

n(a)m; q otf ist dann ein Hauptideal mit den Ordnungen ol9 q~xOiq
Man hat also eine Darstellung q a • b, b ganz, wo b die Ordnungen or,
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gf~1Olg besitzt. b liegt in der zu A rechtsinversen Idealklasse A"1 und wegen
des Normensatzes folgt :

n(b) m

Hat man umgekehrt ein or-Linksideal b aus A*1 mit der Norm m, so hat man
eine Gleichung q a,. rb, wobei q ein Hauptideal ist, q (q). Aus dem
Normensatz folgt n(q) — n(a)m und es ist q e a, also n(a)f(q) n(a)my
f(q) m q.e.d.

Es gibt offenbar soviele verschiedene Darstellungen von m durch /, als es
in a Quaternionen gibt mit der Norm n(a)m, Betrachten wir fur einen
Moment nur solche p, q c a mit n(p) n(q) n(a)m, die sich nicht bloB um
eine Einheit e aus Oj als Linksfaktor unterscheiden: p ^ eq, e e ot, n(e) 1.
Der Beweis des vorangehenden Satzes zeigt, daB jedem solchen p eineindeutig
eines der ganzen or-Linksideale der Norm m aus der Idealklasse A~l zuge-
ordnet ist. Wir erhalten so den

4. Satz. Es sei f positive Normenform des Ideals a mit den Ordnungen Oj, or.
A sei die durch a bestimmte Idealklasse und A~x die zu A rechtsinverse
Idealklasse. Die Anzahl Darstellungen von m durch f ist dann gleich dem Produkt aus
der Anzahl der Einheiten in ot mit der Anzahl der ganzen $r-Linksideale der
Norm m aus A'1.

Bemerkung. Dièse or-Linksideale in A*1 sind aile rechtsàquivalent. Es seien
nàmlich c, b zwei beliebige or-Linksideale aus A"1. Dann ist (q) drrC,
(p) arrb und (q) otq, (p) 0rp, also (q) (p)p~1q schliefilich
t b-p-iq mit n(pq)>0, da n(p) > 0, n(q) > 0 in 31.

Betrachtet man an Stelle der or-Linksideale in A-1 die entsprechen-
den konjugierten or-Rechtsideale in A, so erhâlt man auf Grund des letzten
Satzes und der eben gemachten Bemerkung den

5. Satz. Es sei f positive Normenform des Ideals a mit den Ordnungen ot, 0f.
Die Anzahl der Darstellungen der Zahl m durch die Form f ist gleich der Anzahl
der Einheiten in ot, multipliziert mit der Anzahl der ganzen or-Rechtsideale
der Norm m in der durch a bestimmten LinksàquivalenzJclasse.

Es sei jetzt rbs ein beliebiges ganzes or-Linksideal der Norm m, das nicht
in A"1 liegt. Weiter sei m o8m, woraus man die Gleichung m sarrbs
flir ein geeignetes ganzes sOr erhâlt. Weiter ist n(8ar) m e^. Zu 8<x,. ge-
hôrt eine Normenform g, die zu / nicht âquivalent ist:

n(qx) n(8ar)g(xq) mg(xq) fur qx € ,0,.

Wegen m € 80r folgt n (m) m2 mg(xm), g(xm) — m. g stellt also m dar. Jetzt
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kann man dieselben Ûberlegungen von vorhin anwenden, das heiBt im 4.Satz

/ durch g und o, durch o8 ersetzen, also :

6. Satz. Man verteile aile ganzen or~Linksideale rb der Norm m in Klassen
âquivalenter Idéale A^1, A2X,..., A~x. Zu jeder linksinversen Klasse Ax,
A%,.. *An gehort eine Form fx, /2,... fn und zugehorige Linkshauptform
ht, h2,..., hn. In A^1 mogen a4 Idéale rb liegen, e{ sei die Anzahl der Eins-
darstellungen von h4. Dann wird m durch die Oesamiheit der Formen fx, /2,

fn auf Ze^i Arten dargestellt.

2. Darstelhmgszahlen durch indemnité Normenformen

Ist die Normenform / des Ideals a eine indefinite Form, so erhàlt man aus
einer Darstellung von m durch / eine unendliche Série von DarsteUungen.
Wâhlt man dann aus jeder solchen Série von DarsteUungen eine einzige aus
(das heiBt, daB man im vorangehenden Beweis aile zu einem Quaternion q
in a mit der Norm n(a)m linksassoziierten Quaternionen eq zu einem System
zusammenfaBt und man an Stelle aller Quaternionen eq mit der Norm n(a)m
nur dièse Système von zueinander linksassoziierten Quaternionen eq aus-
zâhlt), dann erhâlt man wegen des 2. Satzes in II und dem vorangehenden
Beweis ohne Muhe das

Ergebnis. Die Anzahl der wesentHch verschiedenen DarsteUungen einer Zahl
m durch die Gesamtheit der indefiniten Formen fx, /2,... fn ist gleich der
Summe aller positiven, zu d primen Teiler von m.

Nun gibt es aber in einer indefiniten Quaternionenalgebra nur eine einzige
Idealklasse (M. Eichleb, Neuere Ergebnisse der Théorie der einfachen Alge-
bren, Jber. Deutsch. Math. Verein. 47 (1937) 209); man erhâlt also das fol-
gende Theorem :

7. Satz. Ist f eine indefinite Normenform, dann ist die Anzahl der wesentlich
verschiedenen DarsteUungen von m durch f gleich der Summe aller Teiler von

m, die zu d prim sind.

3* Beispiele

Der 4. Satz uber Darstellungszahlen positiv definiter Normenformen lâBt
sich in drei verschiedenen Spezialfâllen besonders einfach anwenden:

a) wenn die darzustellende Zahl m nur Diskriminantenprimteiler enihàlt,

b) wenn die darzustellende Zahl m eine Primzahl ist, die zu d prim ist,

c) wenn die Idealklassenzahl der Algebra % eins ist.
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a) Es sei / Normenform des Ideals a mit der Linksordnung o. Enthâlt die
darzustellende Zahl m nur Diskriminantenprimteiler, m IIt?, t{ \ d, so gibt
es nach dem 2. Satz in II genau ein o-Linksideal mit der Norm m. StelU also

f die Zahl m dar, dann ist die Anzahl der verschiedenen Darstellungen von m
durch f gleich der Anzahl der Einheiten in o.

b) Ist die darzustellende Zahl hingegen eine Primzahl p mit (p, d) 1,
dann gibt es p + 1 ganze o-Linksideale der Norm p und aile dièse Idéale
sind équivalent nach dem 1. Satz in II. Man erhâlt so das Ergebnis: Ist f
eine beliebige Normenform, die die Primzahl p mit (p,d) 1 darstellt, dann
betràgt die Anzahl der verschiedenen Darstellungen von p durch f das (p + 1)-
fache der Anzahl Einheiten von o.

c) Ist die Idealklassenzahl der Algebra 31 gleich 1, so ist die (einzige)
Normenform Normenform einer Maximalordnung o, stellt also nach dem 3. Satz
aile ganzrationalen Zahlen m dar. Man hat also das Ergebnîs: Die Anzahl der
Darstellungen einer beliebigen festen Zahl m durch die Form f ist gleich dem
Produkt aus der Anzahl der Einheiten von o mit der Summe aller zu d primen
Teiler von m.

Um zu diesem letzten Falle Beispiele zu haben, leiten wir drei spezielle
Ergebnisse her, die man bei Dickson dargestellt findet6).

À) Wir betrachten die sogenannte Hurwitzsche Algebra der gewôhnlichen
Quaternionen. Dièse Algebra wird erzeugt von den vier Elementen 1, f, j, ij
mit der Multiplikationstafel: i2 — 1, j2 — 1, ij + ji 0, If f,
\j jf l*ij ij, Man hat also fur die Norm eines Quaternions

q xx + av i + xzj + xAij : n{q) x\ + x\ + x\ + x\

In der Hurwitzschen Quaternionenalgebra hat man fur zwei ganze Quaternionen

einen eukHdischen Divisionsalgorithmus (Dickson, S. 163), also ist
jedes Idéal Hauptideal, die Idealklassenzahl also gleich 1. Dièse (einzige)
Idealklasse kann reprâsentiert werden durch die Maximalordnung (Dickson,
S. 157)7):

Fur die zugehôrige Normenform findet man sofort :

/ X\ + X\ + X% + X\ + XXX± +
und fur die Diskriminante von / gilt D d% 22.

6) Einige dieser Ergebnisse sind zuerst von Hurwitz gefunden worden. Wir verweisen des
allgemeinen Zusammenhangs wegen auf die Darstellung von Dickson.

7) Vgl. FuÛnote 6.

15 CMH vol. 34
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Setzt man f(x{) 1, so erhâlt man vierundzwanzig Einheiten von o,
nâmlieh ±1, ± *, ±j, ± *j, J(± 1 ±i±j ± ij)1) (Dickson, S. 180).
Wir erhalten also den Satz: Die Anzahl Darstellungen einer beliebigen Zahl m
durch die quadratische Form f x\ + x\ + x\ + x\ + xé(xt + x2 + xz) be-

tràgt 2àmal die Summe aller ungeraden Teiler von m. (Vgl. dazu Satz 17, Dickson,

S. 180.)

B) Betrachten wir die Algebra % (l,u,v,uv) mit der Multiplikations-
tafel:

u2= — l, v2=—3, uv + vu 0, lu u, lv v, luv uv,

so erhàlt man fur die Norm eines Quaternions q xx + x2u + xzv + xAuv
die Form n(q) x\ + x\ + %xl + %%\- In dieser Algebra ist aus demselben
Grunde wie bei der Hurwitzschen Algebra die Idealklassenzahl gleich 1. Eine
Maximalordnung ist gegeben durch 0 (1, u, \{u + v), |(1 + uv)). Fur die
zugehôrige Normenform findet man / x\ + x\ + x\ + x\ + ^0:4 + a:2a:3

und fur ihre Diskriminante i), D rf2 32. In 0 gibt es zwôlf Einheiten,
nâmlich ±1, ±u, ±i(^ + v)5 ±%(l + uv), ±%(v-u), ±\(uv-\)
(Dickson, S. 170), so da8 wir das folgende Ergebnis erhalten: Die Anzahl
der Darstellungen einer beliebigen ganzrationalen Zahl m durch die Form
x\ + x\ + x\ + x\ + x1xi + x2xz betràgt I2mal die Summe aller zu 3 ywimen
Teiler von m. (Vgl. dazu Satz 19, Dickson, S. 181).

C) Betrachten wir zum SchluB noch eine indefinite Form. Wir gehen dazu
aus von der Quaternionenalgebra, die aus der vorhergehenden entsteht, wenn
man in der Multiplikationstafel die Zahl 3 durch die Zahl —3 ersetzt, also

u2 — 1 v2 3 uv + vu 0

Es ist dann also n(x1 + x2u + xzv + xAuv) x\ + x\ — Zx\ — 3x\, Genau
wie in den vorangehenden Fàllen ist in dieser Algebra jedes Idéal Hauptideal,
also die Idealklassenzahl gleich 1. Eine Maximalordnung dieser Algebra ist
gegeben durch (Dickson, S. 160)

0 (l,u, v, |(1 + u + v + uv))

Fur die zugehôrige Normenform erhàlt man die Form

/ x\ + x\ — 3#3 — x\ + xxXi + x2x4 — 3xzxê

Ihre Diskriminante D betrâgt D d2 62. Also hat man den Satz: Die
Anzahl der wesentlich verschiedenen Darstellungen einer beliebigen ganzrationalen
Zahl m durch die Farm x\ + x\ — 3^ — x\ + xtxé + x2x4 — 3X3^4 ist
gleich der Summe aller zu 6 primen Teiler der Zahl m. (Vgl. dazu Satz 21,

Dickson, S. 181).
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IV. Die Âutomorphismen positiver Normenîormen

Aus den drei am Anfang von II genannten BRANDTschen Sàtzen ergeben
sieh in ziemlich direkter Weise die Automorphismenanzahlen von positiven Nor-
menformen. Es sei o eine beliebige Maximalordnung der Algebra SI. Wir be-
trachten die Grappe §0 aller zweiseitigen o-Hauptideale. Dièse Grappe §0
besteht aus endlich vielen ganzen und primitiven Hauptidealen und ihren
rationalen Multipla, denn die Norm jedes ganzen und primitiven zweiseitigen
Ideals ist nach Satz A und Satz B ein Teiler t von d, und zu jedem solchen
Teiler t gibt es genau ein ganzes und primitives zweiseitiges o-Ideal der Norm
t. Die Gruppe §0 ist also charakterisiert durch die Menge Ho aller Teiler t
von d, die Normen von o-Hauptidealen sind. Wir multiplizieren zwei Teiler
t', t" in Ho und lassen dabei die im Produkt eventuell auftretenden quadra-
tischen Faktoren weg. Bei dieser «neuen» Multiplikation wird Ho zu einer
endlichen Gruppe, deren Elemente gerade die Normen aller ganzen und primitiven

o-Hauptideale sind (Brandt, S. 24f.). Dièse Behauptung ergibt sich aus
Satz B.

Es sei nun / Normenform des Ideals a mit den Ordnungen ot, 0r. Weiter
seien Hov Hûr die Gruppen (im obigen Sinne) der Teiler t von d9 die zu den
Gruppen £>op $Of der zweiseitigen Hauptideale von ot bzw. or gehôren.

Ein Automorphismus von / wird geliefert durch eine Transformation

a paq~1, aq pa (l)
wobei die Quaternionen p und q ganz und primitiv angenommen werden kôn-
nen. Aus (1) folgt

n(p) n(q) (2)

Durch Vergleichen der Ordnungen folgt

"1 oder OiP pot und or q"xOrq oder orq qor

so da8 also p und q in ot bzw. or gleichseitige Hauptideale erzeugen. Die ganz-
rationale Zahl t n(p) n(q) liegt also in .ffOj^ H^. Umgekehrt gehôrt
natûrlich zu einem solchen t ein Automorphismus von /.

Ist a (al9 a2, a3>a4) und a paq~1, so ist paxq~x, pa2q-x, pazq-x,
parf-1 eine Basis von paq~x (Aeberli, S. 236) :

a paq-1 (p^q-1,..., pa^q~x) (3)

Durch die Gleichung (3) wird genau dann der identische Automorphismus von
/ induziert, wenn p q ± 1 gilt. Wird nàmlich durch (3) der identische
Automorphismus erzeugt, so gilt pa^1 a4 (i 1,2,3,4) oder pxq~1= x
fur aile «in û. In a gibt es sicher eine rationale Zahl 8, also ist psq~x s,
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woraus p q, also pxp"1 x fur aile a; in a folgt. Da a eine Basis der

ganzen Algebra enthâlt, liegt p also im Zentrum der Algebra und ist somit
rational. Das Quaternion p wurde aber ganz und primitiv angenommen, somit
kann nur p ± 1 sein- Erzeugt die Transformation a p' aq'~x denselben
Automorphismus von / wie die Transformation (3), dann gilt p'a^1'1 pa{q~x
fur i= 1,2,3,4 oder {p^p^xiq^q')'1 x fur aile # in a, woraus

Gilt (1), so gilt auch a (^p)d(^q)~1 fur beliebige Einheiten ex, e, e e o,,
e c or. Man hat also, wenn man gleichzeitigen Vorzeichenwechsel von c und e

berticksichtigt, das Ergebnis

8. Satz. Ist f Normenform des Ideals a mit den Ordnungen ot, or, dann gibt
es i(e^er'k) Automorphismen der Form /. Dabei bedeuten ex,er die Anzahl
Einheiten in Oj bzw. or; k bedeutet die Anzahl Elemente in H0l^ HOf.

Korollar. Ist o eine Maximalordnung, dann gibt es \{e-k) Automorphismen
des Ringes o. Dabei bedeutet e die Anzahl der Einheiten von o und k die Anzahl
der Elemente in Ho.

Beweis. In (1) sei a eine Maximalordnung, etwa o poq~x. Bei einem
Ringautomorphismus geht die Eins in sich ûber : 1 p 1 q-1, also erhalten
wir statt (2) hier die schârfere Bedingung p q. o hat sich selbst als Iinks-
und Rechtsordnung, so daB k tatsâchlich die Anzahl Elemente in Ho ist.

Beispiel. Als Anwendung des letzten Satzes betrachten wir nochmals die
Hurwitzsche Algebra 31 und in 3t die Maximalordnung

das heiBt den grôBten Ring ganzer Quaternionen, der die Elemente i, j
enthâlt (vgl. Abschnitt II.3). Der Ring o besitzt 24 Einheiten, e 24. Ho enthâlt

die beiden Zahlen 1 und 2, da d 2 und in 31 jedes Idéal Hauptideal ist.
Die zugehôrige Normenform / x\ + %\ + #3 + %\ + #i#4 + x2x^ + xzx^
besitzt also %(e2k) 242 Automorphismen. Der Ring 0 besitzt \{ek) 24

Automorphismen. Dièses letzte Ergebnis ist von Httbwitz direkt hergeleitet
worden (A. Htjrwitz, Zahlentheorie der Quaternionen, Berlin 1919). In genau
derselben Weise findet man natlirlich, daB die Form (vgl. Absehnitt II. 3):
xi + x\ + x\ + #4 + ^1^4 + %%%z 122 Automorphismen besitzt.
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V. Anhang: Die Ergebnisse von Fatou und Humbert
ûber binâre hermitesche Formen

Fatou und Humbebt haben Sâtze uber hermitesche Formen bewiesen, die
sich im Falle einer einzigen Formenklasse bequem als Sâtze iiber gewisse
quaternâre quadratisehe Formen mit quadratischer Diskriminante aussprechen
lassen.

Es sei F(x,y) axx + bxy + b~xy + vyy eine binâre hermitescheForm,
das heiBt es ist x xx + ix2, y yx + iy%, b b1-\-ib2, x xt — ix2, ;

a,cfx1,x2,y1,y2,b1, b2, ganzrational. Die Invariante A =bb — ac heiBt die
Déterminante der Form F(x,y). Es gilt dann: Die Form F(x,y) ist définit,
falls A<0. Ist hingegen A > 0, dann ist die Form F(x,y) indefinit
(Ch. Hermite, Oeuvres I, Paris, 1905, S. 240).

Zwei hermitesche Formen F(x,y), O(x',yr) derselben Déterminante
heiBen àquivalent, falls es eine Substitution

//p\ /x» h\ /n*f0-« v/v) ""-6c=I (1)

gibt mit ganzen komplexen Zahlen a,b,c,d.
Eine hermitesche Form F(x,y) ax~x + bxy + 6#y + cyy heiBt eigent-

lich primitiv, falls a, 6, 6, c keinen gemeinsamen Faktor besitzen und a, c

nicht gleichzeitig gerade sind.
Schreibt man

x x \ ^x y — x -\- ix (2)

so erhâlt man aus F(x9y) eine quaternâre quadratisehe Form f(xi):
4

* \x>y) — ^U/ikxiJCk — IX*i) aik — wki
mit x

«ii «22 « «33 «44 c ; a12 «34 0, «13 a24 bx, au — a23 ^2 •

Man findet durch Ausrechnen

31/
zI2 (66 — ac)2 |att| =^

Selbstverstândlich kann man aus der Form F(x,y) auch aile quaternaren
quadratischen Formen g(x{) gewinnen, die sich von f(x{) nur durch Ver-
tauschung der Indices unterscheiden. Man hat dazu einfach die Indices in (2)

entsprechend zu vertauschen.
Aus (3) ergibt sich, daB die als quaternâre Form f{x{) aufgefaBte binâre
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hermitesehe Form F(x,y) eine quadratische Diskriminante besitzt. Schreibt
man die Transformation (1) als réelle Substitution:

4

xi Eocikxk (4)
so findet man x

| ocik | (ad — bc) (âd — bc). (5)

Sind also zwei hermitesehe Formen F(x,y), O(xf ,yr) àquivalent im Sinne

von (1), dann sind die zugehôrigen quaternàren Formen f(xt), g(Xi)
àquivalent mit der unimodularen Substitution (4).

Fatoxj betrachtete positive, eigentlich primitive binàre hermitesche Formen

F{x,y): F(x,y) axx + bxy +~bxy + cyy, A<0, (a, 26l5 262, c) 1

wo b b± + ibz. Sind F, Fr, F",... die Reprâsentanten der verschiedenen
Âquivalenzklassen, so gilt (C. R. Acad. Sci., Paris, 142 (1906) S. 505-506und
166 (1918), S. 582 (Korrekturen)) :

\±i+...=Z±FZ1^ s>2 (6)

Die Summen linkerhand erstrecken sich iiber die ganzen komplexen Zahlen-

paare (x, y), fur die die entsprechende Form eine zu 2 A prime Zahl dar-
stellt, wàhrend die Summation rechterhand sich iiber aile zu 2 A primen Zahlen

n erstreckt ; k{v) bedeutet die Anzahl Automorphismen von Fiv).

11 n'
Schreibt man fur das Produkt rechts E— E r E -r—.—=-- und fafit

n n8 n n8'1 n>tn« (flf n")8
1 1 1D 7t i

die Glieder mit gleichem Nenner zusammen, so folgt E—E 81 E^~, wo
n 71 n 71 n 71

\p(n) gleich der Summe aller Teiler von n ist. Zàhlt man eine Darstellung einer

Zahl m durch F{v) ^r^-fach, so erhàlt man fur die Anzahl A (m) der Darstel-

lungen von m durch die Formen F, F', F",... aus (6)

EM^^zjkn)_ 8>2
m m8 n n8

und daraus
X(m) ip(m) (7)

Im Falle A — 1 hat man eine Formenklasse, die Automorphismenzahl
ist 8 und als Représentant kann die Form xx + yy x\ + x\ + x\ + %l

gewâhlt werden. Eine ungerade Zahl m kann somit auf genau Sy)(m) ver-
schiedene Weisen als Summe von vier Quadraten geschrieben werden. Die
Form x\ + %\ + x\ + x\ ist, wie man aus dem Beispiel in Abschnitt III.3
ersieht, keine Stammform. Sie besitzt die Diskriminante D 42 und ist
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ganzzahlig in der Form x\ + x\ + x\ + x\ + xA(xt -\- x2 + x3) mit der Dis-
kriminante D 22 enthalten. Dièse Stammform lâBt sich aber auch nicht
als binâre hermitesche Form schreiben, so daB sich das formai gleich lautende
Ergebnis von Fatou nicht mit dem unsrigen deckt.

Hfmbert hat fur indefinite hermitesche Formen, A > 0, eine zur Glei-
chung (6) analoge Gleichung hergeleitet (C. R. Acad. Sci., Paris, 166 (1918)
S. 581-587) : Geht man zu indefiniten Formen iiber, so erhâlt man aus einer
Darstellung von m durch F{v) eine unendliche Série von Darstellungen der
Zahl m durch Fiv). Um die bekannten transzendenten Methoden von Di-
richlet anwenden zu kônnen, hat man aus jeder solchen unendlichen Série

von Darstellungen eine einzige Darstellung auszuzeichnen. Unter den
Darstellungen einer (festen) Série m Fiv) (x, y) gibt es genau eine Darstellung
mit den Eigenschaften :

(1) Der Punkt zQ xo/yo liegt innerhalb oder auf dem Rand des zugehôri-
gen Fundamentalbereiches Biv)

(2) Der Realteil von y0 ist nicht negativ.
Humbert lâBt die Bedingung (2) fallen, zeichnet also die beiden Darstellungen

m Fiv)(x0, y0) Fiv)(— x0, — y0) aus und erhâlt die zu (6) analoge
Gleichung :

ZF~8 + ZF's + ZF"~* + 2Z\ -27-^r « > 2 (8)

Die Summen links erstrecken sich iiber aile ganzen komplexen Zahlen x, y
derart, daB (1) Fiv)(x, y) positiv und zu 2 A prim ist, (2) der Punkt z xjy
innerhalb oder auf dem Rande von R{v) liegt. Die Summe rechts erstreckt
sich iiber aile zu 2 A primen ganzrationalen n.

Liegt der Punkt z xjy auf dem Rande von R(v), so zâhlt die entspre-
chende Darstellung m F{v)(x, y) £-fach und entsprechen 1/v-fach, falls
der Punkt z xjy auf einer von v âquivalenten Ecken von R{v) liegt. Be-
zeichnet A (m) die Summe der mit diesen Gewichten versehenen Darstellungsanzahlen

von m durch die Formen F, F1, F",..., so erhâlt man entsprechend
zu(7)

A (m) 2yf(m) (9)

wenn ip (m) wieder die Summe aller Teiler von m bedeutet.
Auch dièses Ergebnis deckt sich dem Wortlaut nach mit dem unsrigen bis

auf den Faktor 2. Humbert zeichnet aber in jeder unendlichen Série von
Darstellungen deren zwei aus, im Gegensatz zur Auszeichnung einer einzigen
Darstellung bei uns.
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Da die Sâtze und Vergleiche ûber Darstellungsanzahlen besonders ûber-
siehtlich sind im Falle einer einzigen Âquivalenzklasse, fûhren wir noch einige
Sâtze von Hxjmbbrt an, die angeben, wann dieser Fall eintritt :

Satz: Die indefiniten, eigentlich primitiven hermiteschen Formen F(x,y)
gegebener Déterminante A bilden in den beiden Fâllen A 1(2), A 2(4) je
eine einzige ÀquivàknzUasse (C. R. Acad. Sci., Paris, 166 (1918), S. 869-870).

Insbesondere bilden also die entsprechenden quaternâren quadratischen
Formen f(x4) in diesen beiden Fâllen je eine einzige Idealklasse. Und weiter,
falls man allgemeiner hermitesehe Formen in einem Kôrper iVd betrachtet,

F(x9 y) axx + bxy + tixy + vyy b bx + iVdb%, x xx + i^dx%y
~x z=z xx — iVdx2,..., gilt der Satz: Ist d > 0 und d 1 (4) oder d 2(4),
so gibt es zu A 1 (2) und A 2 (4) in beiden Fâllen genau eine Âquivalenzklasse

indefiniter, eigentlich primitiver hermitescher Formen im Kôrper iVd
mit der Déterminante A, falls d und A heinen ungeraden Teiler gemeinsam haben

(loc. cit.).
Fur hermitesche Formen in einem quadratischen Kôrper iVd hat Htjmbbrt

ebenfalls eine der Gleichung (8) entsprechende Gleiehung hergeleitet:
Es seien die Idéale Ix, I2,.. .In Reprâsentanten der h Idealklassen des

quadratischen Kôrpers iVd und Fx, F2>... FH Reprâsentanten der H Klas-

sen eigentlich primitiver positiver hermitescher Formen. Es sei / das zum
Idéal / konjugierte Idéal und u,v ganze Zahlen des Ideals/, dann ist

m (II)-1 F(u, v) F (y, y 1 eine ganzrationale Zahl und man spricht von

einer dem Idéal / angehôrenden Darstellung von m durch F. Es gilt dann
die Gleichung (C. R. Acad. Sci., Paris, 169 (1919), 360-365):

s>2 E *FT'(^,Pl hz\i:^nJl+(—)-^\ (10)
i,cx,Yh l \Ie9 IJ n* n*-1 w\ \ o) /a)*-1} v

ï== 1,2,.. .H, H: Formenklassenzahl; c= 1,2,.. .h,h: Idealklassenzahl.

(X
Y

y y
mit der Eigenschaft: X, Y sind beliebige ganze Zahlen des Ideals Ie derart,

(X Y\
y, y I zu 2 A prim ist. h% ist wieder die Automorphismen-

anzahl von Ft. Rechts ist ûber aile zu 2J primen ganzrationalen n zu sum-
mieren, wâhrend sich das Produkt IIw liber aile ungeraden Primteiler co von
d erstreckt.

Fur d 1 erhâlt man aus (10) offensichtlich die Gleichung (6) von Fatou
zurûck. Aus (10) lassen sich vôllig analog zum Vorangehenden Sâtze liber
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Darstellungszahlen ableiten. Wegen dem Faktor £n^sUn"~8+1 rechts ist die
Darstellungsanzahl jedesmal ein Vielfaches der Summe aller Teiler der dar-
gestellten Zahl.

LITERATUR

[1] G. Aebbbli, Der Zusammenhang zwischen quaternàren quadratischen Formen und Idealen in
Quaternionenringen. Comment. Math. Helv. 33 (1959), 212-239.

[2] H. Bbandt, Idealtheorie in Quatemionenalgebren. Math. Ann. 99 (1928), 1-29.
[3] L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie (darin enthalten als Kap. XIII : A. Speiser,

Idealtheorie in rationalen Algebren), Zurich 1927.

[4] A. Hurwitz, Zahlentheorie der Quatemionen. Berlin 1919.
[5] Ch. Hermitb, Oeuvres I. Paris 1905, 240.
[6] P. 6. L. DntiOHLET, Vorlesungen ûber Zahlentheorie. Braunschweig, 1894.
[7] C. R. Acad. Sci. Paris, 142 (1906), 505-506.
[8] C. R. Acad. Sci. Paris, 166 (1918), 581-587.
[9] C. R. Acad. Sci. Paris, 169 (1919), 869-870.

[10] M. EiCffiLER, Quadrati8che Formen und orthogonale Gruppen. Berlin 1952.
[11] M. EiCHLER, Zur Zahlentheorie der Quatemionen-Algebren. J. reine angew. Math. 195 (1956)

127-151.

(Eingegangen den 20. November 1959)


	Darstellungsanzahlen von quaternären quadratischen Stammformen mit quadratischer Diskriminante.

