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Eine differentialgeometrische Ânwendung
der Extremallângentheorie

von Bernt Lampe, Basel

1. Einleitnng

1.1. Wir betrachten auf einer differentialgeometrischen Flâche F eine Kur-
venschar (£, welche gegenùber allen zur Identitàt homotopen topologischen
Selbstabbildungen von F invariant ist. Es sei L(&) das Infimum der Lângen
aller rektifizierbaren Kurven aus (£ und A (F) der Flâcheninhalt der Flâche

A (F)
F. Dann kann man in gewissen Fâllen fur den Quotienten T

* eine posi-

tive untere Schranke finden, die nur vom topologischen Typus der Mâche ab-
hângt.

Das gelang P. M. Pu [1] und J. Hersch [2] fur eine Reihe von Kurvenscha-
ren auf Flâchen, die eine kontinuierliche Gruppe von konformen Selbstabbildungen

besitzen. Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei der Begriff der Extremal-
lângen von L. Ahlfors und A. Bexjrung [3], der zwar bei Pu nicht explizit
verwandt wird, mit dem sich aber, wie Hersch in [2] zeigt, seine Rechnung
vereinfacht.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie ein derartiges Problem fur einen
Typ von Flâchen gelôst werden kann, die nur eine endliche Gruppe von
konformen Selbstabbildungen besitzen. Auch hier handelt es sich im wesentlichen
darum, Extremallângen abzuschâtzen.

1.2. Es wird der folgende Satz bewiesen:

Satz A. Es sei F eine differentialgeometrische Floche1), die homoomorph der
dreifach punktierten Kugel ist; sei (£ die Menge der geschlossenen Kurven auf F,

*) Unter «differentialgeometrischer Flâche» sei eine Flâche mit dreimal stetig differenzierbarer
Struktur verstanden, auf der durch eine positiv definite Differentialform

de* E(u, v)du* -f 2F(u, v)dudv + O(uf v)dv%

(uf v seien lokale Parameter der Stniktnr) mit zweifach stetig differenzierbaren Koeffizienten
E, F, O eine Metrik gegeben ist. Unter der Lange einer Kurve c ist dann das Intégral

Sds9

unter dem Flâcheninhalt eines Teilgebietes X der Flâche das Intégral

SSdf; df
verstanden.
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welche je zwei der Enden voneinander trennen, © die Menge der Kurven auf F,
welche je zwei Enden miteinander verbinden. Dann gilt die Ungleichung

A(F)>y=L{<Z).L(<&), (1)

wobei dos Produkt auf der rechten Seite der Ungleichung im Faile £((£) 0,
L((S) oo gleich Null zu setzen ist.

1.3. Dieser Satz wird sich als Korollar des folgenden Satzes uber Extremal-
langen ergeben.

Satz B. Es sei G ein beschranktes Oebiet der komplexen Ebene, welches von
drei nicht punktformigen Randkontinuen ûx, d2, û3 berandet wird. Es sei (Ej die
Menge der Kurven, die am von an2) trennen, ©{ die Menge der Kurven, die at
mit am ^ (Xn verbinden, es seien ferner Xx, A* die Extremallangenz) der Kur-
venscharen (£t, ©r Dann gelten die Ungleichungen

^ 1

X o» JE 3» > 4 (3)

Das Oleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn jede Randkomponente durch
eine konforme Selbstabbildung von G in jede andere ûbergefuhrt werden kann.

Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof. H. Huber, dem
ich fur seine mannigfaltigen Hinweise meinen warmsten Dank aussprechen
môchte.

2. Zurûckîûhrung auf kreisberandete Gebiete

2.1. Wie sich aus der Formulierung des Satzes A ergibt, kann man sich
beim Beweis auf den Fall

A(F) < oo, £((£)> 0 (1)
beschranken.

2) Das Indextripel (l,m,n) bedeute im Folgenden immer eme beliebige gerade Permutation
von (1,2, 3).

8) Ist S[R die Menge aller in G stetigen, nicht negativen Funktionen g{z), 1(q, c) f Q \ dz |

die Lange der Kurve c und A(q, G) J7g2joÊz] der Flacheninhalt von G bezughch der Metnk
ds% Q2(z) | dz |2, dann heifit

mf[l(Q,c)]*

die Extremallange der Kurvensohar (£. (Siehe [3].)
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2.2. Die Flâche F kann als RiEMANisrsche Flâche aufgefaBt werden. Denn
unter den in *) gemachten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen induziert be-
kanntlich 4) die durch die quadratische Differentialform gegebene Metrik auf
der Flâche eine solche komplexe Struktur, daB die Differentialform in einem
lokalen Parameter dieser Struktur die Gestalt

ds2 q{z)2- I dz |2 (2)
annimmt.

2.3. Da die Flâche F schlichtartig ist, gibt es nach einem Satz von Koebe
[6], [7] eine konforme Abbildung rp von F auf ein Gebiet G der abgeschlossenen
Ebene, das von drei Kreisen berandet wird.

DaB dièse Kreise unter der Voraussetzung (1) nicht zu Punkten entarten
kônnen, lâBt sich wie folgt zeigen: Angenommen das Bild G von F habe einen
isolierten Randpunkt a, dann kann die Abbildung \p so gewâhlt werden, daB

er in den Nullpunkt fâllt. Sei R eine solche positive Zahl, daB die punktierte
Kreisscheibe

K {z | 0 < | z | < R} (3)

ganz in G liegt, dann ist
ds q(z) \dz\ ; ze K (4)

und 2n

L(d) < J Q(re**)rdq> ; 0 < r < R (5)
o

da jeder Kreis um den Nullpunkt, der in K liegt, zu y>((£) gehôrt. Nach der
ScHWARZschen Ungleichung ist aber

($Qd(p)2 < 27i$g2d<p (6)
0 0

Aus (5) und (6) folgt durch Intégration iiber r
R R 2n

T— <2n f fQ*rd(pdr ; 0 < e < R (7)

e 0 0

Das rechts stehende Intégral ist gerade der Flâcheninhalt eines Teilgebietes
von G und daher nicht grôBer als A (F)

R
e

Ist L(d) > 0, dann kann die linke Seite der Ungleichung durch Wahl von e

beliebig groB gemacht werden, was im Widerspruch zu (1) steht.
Nach dem erwâhnten Satz von Koebe kann die Abbildung %p so gewâhlt werden,

daB die Mittelpunkte der drei Randkreise aile auf der reellen Achse liegen.

4) Siehe [8] S. 12, sowie [4] und [5].
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2.4. Es genûgt nach dem Vorangegangenen, den Satz A fur ein Grebiet 6
der Ebene zu beweisen, das von drei Kreisen berandet ist, und auf dem eine

beliebige konforme Metrik (2) gegeben ist.
Ist fur ein solches Gebiet der Satz B bewiesen, so folgt daraus Satz A : Da

ïiCÏ, 6iC(5, (9)
ist A < Xk A* < Xt

wenn A, A* die Extremallângen von (£, © sind.
Nach der Définition der Extremallângen ist

und wegen (10) ist
- xx* '

1.4

(10)

(H)

(12)XX* — 3 tTi A*A| - 3 '

woraus sich Satz A ergibt.

2.6. Sâmtliche Behauptungen sind bewiesen, wenn Satz B fur den Fall
bewiesen ist, daB das Grebiet 6 in der Halbebene Re z > 0 liegt und von drei
Kreisen berandet ist, deren Mittelpunkte auf der reellen Achse liegen, da jedes
der in Satz B vorkommenden Gebiete einem solchen kreisberandeten Gebiet
6 konform âquivalent ist, und da die Extremallângen konforme Invarianten
sind.

3. Die Differentiale û,
3.1. Die drei 6 berandenden Kreiswege a1? a2, û3 seien so orientiert, daB

a ax + a2 + a3 (l)
das Grebiet G positiv berandet (Fig. 1).

t% sei der Weg, der auf der reellen Aehse von am nach an làuft8).
») Vgl. Fufinote »).
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Wir konstruieren die sogenannte ScHOTTKYsche Verdoppelung von G : Es
sei 6* das zu G bezuglich der imaginâren Achse symmetrische Gebiet. Wir
identifizieren jeden Randpunkt z von G mit dem Randpunkt — ï von G*
und definieren in geeigneter Weise ortsuniformisierende Parameter fur dièse
identifizierten Punkte6). So entsteht eine geschlossene RiEMANNsehe Flâche
V vom Geschlecht zwei, auf welcher G und G* Teilgebiete sind.

Die Abbildungen

t : z -> — z (2)

a : z -> z (3)

sind offenbar umkehrbar eindeutige antikonforme Abbildungen der Flâche V
auf sich, und es gilt

T2 a2 1 (4)

3.2. Die Abbildungen t und a induzieren im Raum der ABELschen Diffe-
rentiale û auf V antilineare Abbildungen

die dadurch eindeutig charakterisiert sind, daB fur jeden Weg c auf V gilt

(6)

ac

Fur jedes Teilgebiet X a V gilt, wie sich leicht zeigen làBt,

\\Q\\xX=\\QT\\x,
II^ILx=ll^llx7)-

Bezeichnet man mit b* den geschlossenen Weg

bk tk - rth (8)
dann sind

{a,,-bmJam,bI}; 1= 1,2,3 (9)

drei kanonischen Homologiebasen von V. Ferner ist (^-< bezeichne Homologie)

a» a,-am; bn ~ - b, - bm. (10)

•) Zur Définition der SoHOTTKYschen Verdoppelung siehe [8] S. 14.

') Unter || D \\x sei die Norm von Û bezuglich X verstanden, gemaB der Définition von
Pflugeb [8] S. 64.
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Auf V seien die drei ABELschen Differentiale Qt durch ihre Perioden auf
aj und om wie folgt definiert :

Ji3, 0, J£l=-i. (11)
ai am

Sie besitzen die Eigenschaften

1) $Ql i, (12)

2) Qn=-Qt-Qm. (13)

Fur zwei beliebige Diflferentiale Q, Q' gilt die erste RiEMANNsehe Perioden-
relation 8) :

-JÛ.JÛ'+/Û. JÛ'+JÛ-JÛ'-Jfl./Û' O; (14)
oi hm hn ai am H h am

setzt man darin
Q Q^ Q' Qm (15)

ein, so erhàlt man

Setzt man *» hl

4=-J Qt^-jQ*, (17)

so ergibt sich aus Gleichung (10) die folgende Periodentabelle

Q2

Q3

a, a2

0 -ii 0
— 1 4

i
— i
0

—

—

h d.
d3

d2

bi

-d,
dx + d3

— di

b3

-d2
ai

d\ "h d2

(18)

Die Wege a^ sind gegenûber der Abbildung t invariant ; daher ist

JX3î=JÛ,==JO» JÛfc; (19)
a* tdj a* a*

und weil ein ABELsches Differential durch seine Perioden auf at und <x2 schon

eindeutig definiert ist, folgt daraus

Ql==—Qk] 10=1,2,3. (20)

4. Abbildung von G auf ein Ringschlitzgebiet

4.1. Lemma 1. Die Funhtion
p

w <Piiv) are Po ; Po € G fest (1)

8) Siehe [9] S. 175.
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bildet G konform auf einen Kreisring Sx ab, der lângs eines Kreisbogens, des Bil-
des von ati aufgeschlitzt ist. Dabei kann ax so gewàhlt werden, dafi der innere
Randkreis der Einheitskreis ist. p

çpx ist eindeutig und analytisch auf G, da J Qt modulo i auf G eindeutig
und analytisch ist. Po

Ist c ein Wegstûck, das auf afc Hegt, dann ist

TC=C (2)

Fur einen solchen Weg c gilt infolge Gleichung (3.20)

Jû,= -fflî= -[Ql=-JQt; (3)
also verschwindet c c TC c

§d log | cpl | 2n Re $Qt, (4)
c c

was gleichbedeutend damit ist, daB | (pt \ auf jedem ak konstant ist, ak also
in einen Kreis um den Nullpunkt abgebildet wird.

Da a G positiv berandet und

J d arg cpl 2tz Im J Qt 0
ai oi

J d arg cpl 2tz Im $ Ql= — 2n (5)

J d arg (px 2n Im J Qx 2jt,
un On

werden <xm und an auf Vollkreise abgebildet, Sx Hegt im Inneren des Bild-
kreises von an und im ÂuBeren von <pi(am) ; (pii&i) bildet einen Schlitz da-
zwischen, so daB mit

\<Pi(an) 1=
und der Normierung

(durch Wahl von a,) folgende Ungleichung gilt :

l<rt<Rt. (8)

4.2. Die Radien rx und jB, lassen sich wie folgt berechnen:

logr, =/dlog|yl| -2wRe/û,, (9)
—en en

logjB, Jrflpgl^il 2rcReJÛ, (10)
cj ej

Nun ist

Jûj^JÛ.-JÛ^JÛ,-/^, (11)
bjfc ejfc tca; ejfe e*
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und wegen Gleichung (3.20)

b* *k *k tic
So erhâlt man

logr, ndm\ 1= 1,2,3, (13)

log R% n{dm + dn) (14)

Aus der Ungleichung (8) und Gleichung (13) ergibt sich die spâter wichtige
Ungleichung

m _

5. Bereehnung der ll
5.1. Im Ringschlitzgebiet S, gehôren die Rreise um den Nullpunkt mit

Radien r
Kr<rl9 rl<r<Rl (1)

zu der Kurvenschar <pt ((£). Sei q eine beliebige Metrik auf 6 und

(2)dw

die von 6 auf St ûbertragene Metrik, dann gilt mit

z\ (3)
die Ungleichung ceŒ c

MQ^J^TeAr^rdq,. (4)
0

Quadriert man dies und wendet die ScHWARZsche Ungleichung

Je,(re") dq>f < 2* Jrf(re**)d<p (5)
0 0

darauf an, so erhâlt man

[L(e,<S;i)Y<27tr*tâ(rei*)d<p (6)
0

und daraus durch Division durch r und Intégration ûber aile Werte (1) von r

s,
dw

Das rechts stehende Intégral ist gleich dem fflâcheninhalt

dz

(7)

(8)
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wir erhalten daher

5.2. Wàhlt man speziell die Metrik, die in S, die Gestalt

hat, dann gilt in (9) das Gleichheitszeichen, denn fur dièse Metrik gibt es in
ç>,((Ej) keine kûrzeren Kurven als die Kreise. Da in (9) das Gleichheitszeichen

angenommen wird, ist

Al~~ logR, '

also mit Gleichung (4.14)

6. Die Differentiale 0t

Die Flâche V zerfallt in zwei Komponenten H und a H, wenn sie lângs

b bt + b2 + ï>3 (1)

aufgeschnitten wird. H sei die Komponente, die von b positiv berandet wird.
Auf V werden die ABBLschen Differentiale 0t durch die folgenden Perioden

definiert :

J0.-O, /*,= -i; (2)
dann folgt daraus bl *"•

/*, <• (3)

Da die 6^ gegenuber cr invariant sind, ist

/*; [*;=--/0,; 1=1,2,3, (4)

und weil jedes Differential durch seine Perioden auf bx und b2 eindeutig
definiert ist, folgt daraus

#;=-*,. (5)

Der Raum der ABBLschen Differentiale auf V besitzt die Dimension zwei,
daher lâBt sich <P, darstellen als Iinearkombination von Qm und Ûn. Durch
Vergleich der Perioden auf den b* erhâlt man die Koeffizienten :

^=^(-dnQm + dnQn) (6)
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D d2ds dzdx + dxd2 (7)

Die Perioden auf den ak lassen sich mit Gleichung (6) leicht berechnen und
sind in einer Tabelle zusammengefafit :

û3 bi b2 b3

0,

d2 + d3

D
d3

D
d2

D

d3

D
dx + d3

D
d,
D

d2

D
d1

D
di + dt

D

_^3_ _^ Q _.
i 0 — i

i i 0.

7, Abbildung von H auî ein Ringschlitzgebiet

(8)

Lemma 2. Die FunUion

poe H, fest (1)

bildet das Gebiet H bei geeigneter Wahl von bt so auf ein Ringschlitzgebiet Tt
ab, dafi %{a^ H) in der reellen Achse

liegt und der innere Randkreis der
Einheitskreis ist.

Analog Abschnitt 4.1. folgt aus
der Définition der Differentiale und
ihren Eigenschaften, daB a) %j(bm)
ein Kreis ist, der durch entspre-
chende Wahl von \ bt\ zum
Einheitskreis gemacht werden kann, und
der den inneren Rand von Tx bildet,

b) %i(bn) ein Kreis ist, der den
âuBeren Rand von T% bildet,

c) Xifoi) ein kreisbogenfôrmiger
Schlitz ist, der durch Wahl des arg bx

so symmetrisch zur reellen Achse gemacht werden kann, daB er die positive
Halbachse schneidet.

Durch dièse drei Eigenschaften ist aber die konforme Abbildung %x eindeu-

tig charakterisiert. Ist a die Spiegelung an der reellen w-Achse, dann hat die
Abbildung g%x% die selben Eigenschaften a), b) und c) und ist konform, daher

%i ¦ (2)

Fig.2
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Die Spiegelung r Iâ8t a invariant, daher muB auch a XiM invariant lassen,
was bedeutet, daB es auf der reellen Achse liegt.

Durch Xi wird also das Gebiet

G1=Gr,H (3)

auf den Teil T\ von Tt abgebildet, der in der unteren Halbebene liegt.

8. Berechnung der A*

8.1. Da Xii^rs H) den inneren und den àuBeren Randhalbkreis von T\
verbindet, gehôren die Halbkreise um den Nullpunkt, die in T[ liegen, zu
#i(©i); und analog zu Abschnitt 5.1. zeigt man, daB fur jede beliebige kon-
forme Metrik q auf G

A{q9Gx) - log 8% ' {L)

wenn St der Radius von Xi(bn) i^-
Durch die Funktion oxiG wird 63 ^6! auf das Spiegelbild von T[

konform abgebildet. Daher gilt auch

(5,)]' n
~ log 8 • [ 'A(q,G2) ~ log 8,

•

Aus (1) und (2) ergibt sich

A(e,G)
8.2. Sei q0 in T[ die Metrik

}

und ql die auf G folgendermaBen ubertragene Metrik:

dz
Z€

(5)

Z€ G*-

Wegen der Symmetrie der Metrik ist die Lange jeder Kurve c auf G gleich
der Lange ihres Spiegelbildes ar, daher

Je,(s)|«fe| i J Qi\dz\= f Qi\dz\. (6)
C C+aC (C+0C)^Gi

Mit jeder Kurve c € (5t ist aueh die Kurve (c + oc) ^ Gx aus ©1, daher ist

®lr,G1) 7i. (7)
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Ferner errechnet man :

(8)
Somit ist

[£(£„ ©,)]*_ n
{g)

,,G) -21og^
und wegen (3)

2* — n

8.3. Wir erhalten 8X aus

27tlogS, JJdlog\w\-d*Tgw W*)2 II *il«r, (11)

wegen Gleichung (6.5) ist

II *J Ifr II ®l % + II *| IlaH =2 110, Ift (12)

Fur die Norm || Q \\v eines Differentials û gilt die zweite RiEMAKNsche Pe-

riodenrelation9) :

ai hfn ùfn bj

mit deren Hilfe man durch Einsetzen von Q 0t erhâlt :

somit aus Gleichung (10)
D

9. Beweis des Satzes B

9.1. Aus den Gleichungen (5.12) und (8.15) ergibt sich

und

AI A, - s

») Siehe [8] S. 170.
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Nach der CAUCHY-ScHWAnzschen Ungleichung ist aber

V d| + 2E dkdf, (3)

und, weil dfc > 0,

i
woraus die behaupteten Ungleichungen folgen.

9.2. Das Gleichheitszeichen gilt in den Ungleichungen dann und nur dann,
wenn

di d2 dz, (5)

was nach (5.12) gleichbedeutend ist mit

Ai An ~~~ Ao V /

Nach A. Schkyder [10] bestimmen dièse Extremallàngen aber das Gebiet G voll-
standig bis auf konforme Âquivalenz. Gleichung (6) gilt also dann und nur
dann, wenn sich jedes Randkontinum in jedes andere durch eine konforme
Selbstabbildung von G uberfûhren lâBt.
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