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Formeln und Verfahren zur Ermittlung der Schnittkraftumiagerung infolge Kriechen
und Schwinden bei abschnittsweise hergestellten Bauwerken

Redistribution of Internal Actions due to Creep and Shrinkage in Segmentally
Constructed Structures

Formules et procédés permettant de calculer le déplacement des efforts intérieurs de
section, dans les ouvrages fabriqués par segment par suite du fluage et du retrait

GOTTFRIED HOFMEISTER
Deutschiand

1. Einleitung und Grundlagen

Bei Betonbauwerken, die wegen ihrer GroéBe in zeitlich auf-
einanderfolgenden Abschnitten hergestellt werden, sind die Schnitt-
krifte im allgemeinen von den in einem Zuge betonierten Bauwerken
verschieden, da man aus konstruktiven Griinden die GroRe der Bauab-
schnitte nicht beliebig wihlen kann. Neben dem Spannkraftabfall im
Spannglied sind deshalb auch die Umlagerungskridfte aus Kriechen
und Schwinden zu beachten, Die Berechnung dieser Kridfte soll im
folgenden am Beispiel eines feldweise hergestellten Durchlauftri-
gers gezeigt werden, da diese Tragwerksart sehr hiufig vorkommt,
Das Verfahren, das sich auch auf andere Systeme libertragen 1#A3t,
beruht auf einem schrittweisen Ansatz von Kontinuitidtsbedingungen
wdhrend des Kriechzeitraumes zur Ermittlung der zeitabhingigen
Stiitzenmomente.

Aus der Formulierung von Dischinger flr den Kriechvorgang bei
Annahme eines konstanten E-Moduls
L& g b X4
(1) ZE <~ El(zg 70 &
folgt allgemein fiir den zeitlichen Verlauf einer Verschiebung:

(2) S= (7)) =y # g

ag ist die elastische Verformung, aus der sich durch Multiplika-
tion mit der Kriechkurve ¢ der zeitabhingige Anteil rft ergibt.
Der Verlauf der Kriechkurve wird in Abhingigkeit vom Endwert

und der Zeit t allgemein angesetzt zu

Zur Erliduterung des Verfahrens wird zunichst ein Zweigelenk-
rahmen (Bild 1) betrachtet, dessen Auflager sich beim Ausriisten
um Ay, verschoben haben. Aus dem Schwinden des Rahmenriegels ist
weiter noch eine Verkiirzung As= &€ zu erwarten. Der zeitliche Ver-
lauf des Schwindens mit dem Endschwindmafl &g sei dem Kriechen pro-
portional:
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(4) C" sp'e_"/yd
Auflagerverschiebung und Riegelverkiirzung rufen

im Rahmen Zwingungen hervor, die bei der Kriech-
betrachtung mit einbezogen werden miissen.

T
!

}

|

Flir einen Zeitabschnitt 44, sei zu Beginn |

die zeitabhiingige Unbekannte Xp.1 bekannt. Am l

Ende ist X, vorhanden. Die Kriechkurve gindert X, :L_‘X_
sich widhrend 44, um ag,(vergl.Bild 2, z.B. As

fiir ¢4 ). Nehmen wir nun an, daB X,_j linear auf

Xn anwichst, dann betrigt die mittlere Kraft Bild 1. Zweige-

(X_+Xn-1)/2. Diese erzeugt nach (2) die plasti- lenkrahmen
sche Verformung

Xy #Xy.
=T Afady
Die elastische Verformung {x, - Xy, ) Aoy

ist nur von der neu auftretenden Kraft abhidngig. Infolge der Auf-
lagerverschiebung 4, ist die plastische Verformung wihrend 4# nach

(2):
A,‘Ayfl”
Die Riegelverkiirzung 4; erzeugt nach (4):
A5 AFsn /%o
Damit lautet die Kontinuitidtsgleichung fiir die Verschiebung des
linken Auflagerpunktes im Zeitabschnitt Azj,

A, + X,
(5a) ”; 2TAS e Yoy * (% =Xy ) gy 7 (Ap#* Asf$00) A5y = O

oder aufgelost nach der Unbekannten Xn
L% A
(5b) X#'( 22 + 1) 4y + Xy (- {’" ~7) dpy # (A * Asf00) Afy = O

Gleichung (5b) entspricht der Form nach einer Elastizititsglei-
chung fitr Xz. Ein Unterschied besteht in den Vorzahlen und den
Belastungsgliedern, die zeitabhingige Anteile enthalten und die
plastischen Verhiltnisse wiedergeben., Man spricht hier alsc bes-
ser von einer "Plastizitéitsgleichung". Die fortlaufende Anwendung
von Gleichung (5b) liefert den Endwert X geniligend genau, wenn
A¢ bzw. Apgenilgend klein gewihlt werden, Hierauf wird noch im Ab-
schnitt 3 eingegangen.

2. Die Plastizitiitsgleichung fiir den feldweise hergestellten
Durchlauftriiger

Beim feldweise hergestellten Durchlauftridger nach Bild 2
wird zum Zeitpunkt tp_1 das Feld n an Feld n-~1 angeschlossen. Fir
eine Stiitze i (<n) lautet in Anlehnung an (5b) die Plastizitidts-
gleichung fir den Zeitabschnitt 44, bis zum Anschluf3 des Feldes
n+l in verkiirzter Schreibweise:

Lo .,
(6) '\:c'-zq (4}:‘-1* “!'T;“—! "";,‘o ‘é«.‘ *fé‘é)*":‘ﬁ,a 7,

gy
oo * 2527)

- —eiiy)- s 3
A:";""(f‘;f-f 2 i‘ ’) *;;0-1(‘4:3 -—!-"f‘ )"‘fvr/r—r(éﬂ‘r-'i o *alg:o-o
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Betonierabschnitte
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Bild 2. Feldweise betonierter Durchlauftriger

Darin sind:

X,j__1 n die zeitabhiingigen Momente an der Stiitze i-1 zum
? Zeitpunkt t, usw,

Lo der Endtangentenwinkel am normalen Durchlauftri-

- ger aus dem Einheitsmoment Xj.j usw.

”J"-,.__, der im Zeitabschnitt A, infolge Kriechverformung

4 nach (2) auftretende Endtangentenwinkel an Stiitze i
aus dem Einheitsmoment Xj-1=1 usw.

‘420 der im Zeitabschnitt 44 infolge Kriechverformung
nach (2) auftretende Endtangentenwinkel an Stiitze i
aus den &duBeren Lasten und der durch sie hervorge-
rufenen Stutzenmomente (diese ohne KriecheinfluB)

Q. ’j,‘\

Die Berechnung der End- ”- .7 ﬁ_ L

tangentenwinkel ,¢ infolge —_———

Kriechverformung sei anhand £ M/I/\'

von Bild 3 flr ,/;; noch ni- biogn? el //////// ~
7

her erliutert: Wegen des un- "¢ " —~——-F""T"——"r—"-———77

terschiedlichen Betonalters C -
ist das Kriechvermogen der Meoat - =8 ’(

einzelnen Betonabschnitte & W o] ot i =
verschieden. Deshalb kann P4
;s nicht durch Ji M=7 7

ausgedrickt, sondern mufl in i

drei Anteile aufgespalten
werden. Die Momentenfliche d j W
infolge Mj=1 als 4uRere Last e I

muB mit den schraffierten = i ; t——77
Teilen der Flichen a, b u. c L o wiw
die aus einem virtuellen Moment Bild 3. Berechnung der Endtan .

Mj t=1 resultieren, nach der Arbeits- gentenwinkel infolge Kriechen.
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gleichung
J“/"’:"/’t,'t%

integriert werden. Fir jedes Teilintegral ist ein anderer Kriech-
faktor maRgebend. Statisch gedeutet entspricht dieses Vorgehen
einer Rechnung mit unterschiedlichem E-Modul. Die Kriechfaktoren,
die das Anwachsen von gim Zeitabschnitt 44, bedeuten, lassen sich
aus Bild 2 ablesen. Es folgt

i at
(1) w s = Bign Sl a2 # A JHr Wi F Ay Jy i B

mit

A%, Anwachsen von ., wihrend 4% usw.
ﬁk‘: Anteil b der Momentenfliche infolge Mi,t’ 1 usw.

Die zur Ermittlung von xJ;;o mafgebende Momentenfliche (e im
Bild 3) setzt sich aus der M.-Fliche und den von den Bauabschnitten
i-1 bis n hervorgerufenen st8tzenmomenten nXi-1.0» p¥Xi,o und
nXi+1,0 zusammen. Die Integration flr ,d;, erfblgt enfsprechend
den Erliduterungen zu Gleichung (7). Darin ist M{ durch die Momen-
tenfliche aus der Summe der Bauabschnitte zu ersetzen.

Gleichung (6) stellt eine Dreimomentengleichung mit den Unbe-
kannten Xj.1,n, Xj,n und Xj,1,n dar, Das zugehorige Gleichungs-
system ist dem zur Ermittlung der StiUtzenmomente eines Durchlauf-
tréigers gleich. Mit jedem Bauabschnitt wichst die Zahl der Unbekann-
ten und Gleichungen an, sofern man nicht wegen zu groBer Betonier-
abstinde den Zeitabschnitt 4 nochmals unterteilen muB (Vergl. Ab-
schnitte 3 u. 4). Auf jeden Fall ist eine Unterteilung vorzunehmen,
wenn die Verhidltnisse vom Betonieren des letzten Feldes bis zum
Ende des Kriechens untersucht werden. Hierflir empfiehlt sich,
nicht 42 als Bezugsgriéfe zu wihlen, sondern die Kriechkurve des
letzten Feldes in gleiche Abschnitte aufzuteilen (Siehe Abschnitt 4).

3. Zur Genauigkeit und zur Konvergenz des Verfahréns

Flir diese Untersuchung legen wir wieder den Rahmen des Ab-
schnittes 1 zugrunde, Da bisher Uber den Verlauf der Kriechkurve
keine Festlegung getroffen wurde, nehmen wir daflr an:

-¢
(8) #lt)=7-<
Teilt man & in gleiche Abschnitte mit s&4%4 auf, dann folgt aus (5b)
=Xl = Hora,  KgmXox #X (L ) e K u(71,4)

Ladp
9 X = Mou (77874 e 4 8%

mit Xo=~(Bot8s/570 )/ o5, .
Gleichung (9) liefert mit weiteren Umformungen

%) m La-52 19
102) X = K, (7-8%) = & [7 — (S=E)
Geht n gegen o0, dann wird:
) [} 4 —
Gt o (17— 357) = e
(10a) geht in die genaue Losung iber:
(1ob) Xog = X (7-"%)
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Die Niherungsldsung konvergiert und liefert bei »-+o0als Endwert
das Ergebnis, das sich aus der Auflosung der fir das Problem gil-
tigen Differentialgleichung herleiten 1liBt.

Die Auswertung Tabelle 1
der Gleichungen (10) A o0 4 3 2 1
ist in Tabelle 1 vorge- oo
nommen., Diese zeigt,daR 10,632 | 0,634 | 0,636 | 0,640 | 0,667
fiilr alle in Betracht 20,865 0,870 | 0,875 | 0,889 | 1,000
kommenden Werte fUr % 3| 0,950 | 0,957 | 0,963 | 0,980 | 1,200
bei n=2 sehr gute, bei 40,9821 0,988 | 0,992 | 1,000 | 1,333

n=3 praktisch volle
Ubereinstimmung der schrittweisen Niherung mit der genauen Losung
vorhanden ist. Es empfiehlt sich also, bel Zeitabstinden von 47,
bei denen 4%y ist, in zwei gleiche Kriechabschnitte zu unter-
teilen. Nach Fertigstellung werden zweckmdBig vier gleiche
Kriechabschnitte gewihlt,

4, Zahlenbeispiel Betonier-

T Zn = - P z . abschnitte: 77— 22— 3>
4.1 Allgemeine Angaben !
Die Berechnung nach dem W/\(
gezeigten Verfahren wird am Bei- O P R ég0— L syo L

spiel des feldweise hergestell- 2
ten symmetrischen Dreifeldtri- 710 0 4
gers nach Bild 4 gezeigt. Der Zu-
sammenschlufl der Felder 1 und 2 X a|-¢ ¢g0
erfolgt 3 Monate nach dem Beto- /
nieren von Feld 1. Nach weiteren Ry
2 Monaten wird Feld 3 an Feld 2 Ky=~7% P10
angeschlossen. Die zur Berechnung 4 X,ot 7000
der statisch Unbestimmten und der \ 4
Kriechumlagerungen erforderlichen \ /
Drehwinkel ¢ zeigt Tabelle 2. \_/ L.
X F75 950 20"
Y/ (
4.2 Betonierabschnitt 1 Xs-mbb70, |47 e
Bis zum Anschluf3 von Feld 2 ,/ |
nach 3 Monaten hat die Kriech- !
fihigkeit von Beton 1 bei %o=2,5 N—" v p—

abgenommen um

A =2,5(1-e~9:2%) = 0,552 —— ohne Kriechen
71’1 8¢ ) ’ — — — —  pit Kriechen
4.3 Betonierabschnitt 2 Bild 4. Dreifeldtriiger

— e v o pm m— — i e om—

Zu Beginn ist vorhanden:
X2 = -7 020 Mpm
Xy = -(347 000-7 020.11,38)/(9,19+16,12)-6 290 = - 16 830 Mpm

Die Kriechfaktoren nach 5 Monaten sind fUr
Beton 1:4fy = 2,5(e"9:25.¢-9,417) = 0,300
Beton 2:4% = 2,5(1-e-0,167) = 0,385
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Tabelle 2,

Feld 2 1 und 3

X = =1 =
Last 1,72 D Nl 1 Xz,-—-—-l ] D bi%‘%

[~ X1 4,75+11,37=16,12 | 0,87+10,51=11,38 | 4,04+5,15=9,19

X=1 — | 0,87+10,51=11,38 | 0,20+15,92-16, 12 .
JIrswsy | 347 000 _ 99 700

2 | 38 700+382 300 | 13 000+408 000 37 800+118 600
ANTWMSNY | = 421 000 . = 421 000 = 156 400

Sie werden in zweli gleiche Teile aufgeteilt.
Plastizitdtsgleichung fiur 1, Teilabschnitt:

x1,1[25, 31+°_,5432 (9,19+4, 75)+.0_’§’.§_5_.11,3"7]-16 830[0' 300 (9, 19+4, 75)

+.9.L§.§§.11,37_7—7020(g.,’..§99.-0,87+0 38511, 38)+2:3% (156 400

38 700)+9:385 382 300 = 0
+ )+......2._ 3 0}

X1,1° -14 700/27,45 = -535 Mpm

Plastizitidtsgleichung fir 2. Teilabschnitt: Zur Belastung kommt
X1,1 dazu:
X1,2~ -[14 700+535(25,31-‘1Liﬂ.13,94-.-0-:%8—511,37) /27,45= -986 Mpm

4.4 Betonierabschnitt 3: Es ist vorhanden:

Xq =-16 830+2 220 = - 14 610 Mpn
Xy =- 7 020-4 930 = - 11 950 Mpm

Die restlichen Kriechfaktoren bis Kriechabschlu3 fur
Beton 1 4#p = 2,5.e70:417= ¢, 659.2,5 = 1,647
Beton 2 A4%op = 2,5.e70:167- 0,846.2,5 = 2,115
Beton 3 Af3R = 2,5

werden in 6 Teilabschnitte aufgeteilt. Die Verformungen nog,i_l,
nJ;,i usw, sind dann in allen Abschnitten gleich:

- . _
nd1,1 '5[1'647(9,19+4.75)+2,115 11,37] 7,83

= = 1 .
nf1,z n‘rz,1 $(1,647.0,87+2,115.10, 51) =3, 94

ng,:f %[1,647.0,20+2,115(15,92+4,04)+2, 5,5,15]= 9,23
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1o =% [1.647. (156 400438 700)+2,115.382 300/ = 188 300

1da o =% [1,647.13 000+2,115(408 000+37 800)+2,5.118 600/~ 210 200

3. Teilabschnitt
X1’3(25,31+7,83/2)+X2,3(11,38+3,94/2)+986(25,31—7,83/2)
-14 610.7,83-11 950.3,94+188 30C = O

X1,3(11,38+3,94/2)+Xp_ 3(25,31+9,23/2)+986 (11, 38-3, 94/2)
-14 610.3,94-11 950.9,23+210 300 = O

X1,3 = - 1 072 Mpm X2,3 = - 1 250 Mpm

4, Teilabschnitt
X1,4.29,23+X2,4.13,35+26 800+1 072.21,40+1 250.9,41 = O

X1,4.13,35+Xp 4.29,95+42 300+1 072.9,41+ 1 250.20,70= O

X1,4 = - 1 144 Mpm Xp,4 = - 2 117 Mpm

Ergebnisse der weiteren Teilabschnitte:

5. TA: Xy 5=-1205Mpm X, 5= -2 707 Mpm
6. TA: Xy g = - 1253 Mpm Xy g = - 3 110 Mpm
7. TA: X; 7 =-1205Mpm X5 7= -3 540 Mpnm

8. TA: X1,8 = 1 340 Mpm X2,8 = - 3 690 Mpm

4.5 Vergleiche

— . W e sl

In einem Zuge hergestellt sind die Stitzenmomente:

X1=X9=-~(156 400+421 000)/(16,12+9,19+11,38) = - 15 760 Mpm

Infolge Kriechen stellen sich diese Momente sehr genau ein, wobei
das Ergebnis bei X, Uber dem obigen Wert liegt.

Eine Kontrollrechnung, bei der die Berechnungsschritte jeweils auf
die Hilfte reduziert wurden (Betonierabschnitt 2: 1 Teilabschnitt;
Betonierabschnitt 3: 3 Teilabschnitte), lieferte folgende Umlage-
rungsmomente:

Ende Betonierabschnitt 2: X1,2 = . 983 Mpm
Kriechende: X1,8 = ~ 1 330 Mpm
Xz,s--3600Mpm

Die Ergebnisse stimmen mit denen fir kleinere Zeitabschnitte sehr
gut tiberein und rechtfertigen die in Abschnitt 3 gemachten An-
gaben.
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Zusammenfagssung

Zur Berechnung der Schnittkraftumlagerung infolge Schwinden
und Kriechen werden am Beispiel eines abschnittswelse hergestellten
Durchlauftrigers gebrauchsfertige Formeln abgeleitet. Sie sind
giltig fir beliebigen Verlauf der Kriechkurve und ktnnen auch auf
andere Tragsysteme erweitert werden. Die Anwendung wird an einem
Dreifeldtridger bel Annahme einer Exponentialfunktion als Kriech-
kurve gezeigt. Anhaltspunkte fir die Grdsse der zu wdhlenden zeit-
lichen Unterteilung der Berechnungsschritte werden am Zweigelenk-
rahmen gegeben.

sSummaxry

Equations are derived for the practical calculation of the
redistribution of internal actions which occurs in a segmentally
constructed continucus girder as a result of creep and shrinkage.
The equations apply for any time-variation of creep, and can al-
so be extended to other structural systems. An example is given
in which a three span girder is considered on the assumption of
an exponential creep function. Basic points involved in the
choice of a suitable time increment for the step-wise calculations
are discussed in relation to a two-pinned frame.

Résumé

Pour le calcul du déplacement des efforts intérieurs de
section par suite du fluage et du retrait, de formules prétes
a4 étre utilisées sont employeés comme exemple d'une poutre
continue fabriquée par segment. Elles sont valables pour un
tracé quelconque de la courbe de fluage et peuvent &tre aussi
appliquées & d'autres ouvrages.L'emploi en est montré pour
une poutre & trois travées par convention d'une fonction ex-
ponentielle de la courbe de fluage. On a donné au cadre & deux
articulations des points d'appui pour déterminer la grandeur
des subdivisions des étapes de calcul.
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