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Sur un théoréme d'Enler et ses principales couséquences

Note. — Léonard Euler, célehre mathématicien
suisse est né & Béle, le 15 avril 1707. 11 étudia les ma-
thématiques sous la direction de son grand compatriote,
Jean Bernouilli. Agé de 19 ans, il obtenait déja un ac-
cessit de I’Académie des sciences de Paris, pour un tra-
vail sur la mature des vaisseaux. En 1733, il remplacait
dans la chaire de mathématiques, David Bernouilli &
I’Académie de St-Pétersbourg. En 1741, il se rendait &
Berlin. C’est la, qu’il publia ses fameuses lettres & une
princesse d’Allemagne, sur quelques sujets de physique
et de philosophie (princesse d’Anhalt-Dessan) qui eurent
un grand retentissement.

Appelé par l'impératrice Catherine II, il retourna a
St-Pétershourg en 1766. Il y mourut en septembre 1783.

Le remarquable théoréme qui fait I’'objet de cette note
peut étre exprimé comme suit :

Dans tout polyédre convexe, le nombre des arctes aug-
menté de 2 est égal au nombre des faces augmenté de
celui des sommets.

La formule d’Euler n’est pas applicable & tous les po-
lyedres d’especes supérieuares. Llle ne subsiste que pour
ceux, dont la projection faite sur une sphére ayant son
centre dans 'intérieur du polyédre, recouvre exactement
cette sphére, sans aucune duplicature.

De nombreuses démonstrations de cette formule ont
été publiées dans divers journaux scientifiques.
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Citons :

Legendre, qui s’eést basé sur la formule de la surface
d’un polygone sphérique ; deux belles démonstrations de
Cauchy, dans le 16 cahier du journal de I’Ecole poly-
technique ; Gergonne, dans ses annales de mathémati-
ques et surtout une magnifique démonstration, d'une
simplicité étonnante publiée par Gauss dans le premier
volume du journal de Crelle.

Poinsot, dans le journal de I’Ecole polytechnique,
tome IV ; Cauchy, dans le tome IX, du méme ouvrage, et
Bertrand dans les comptes-rendus de 1’Académie des
sciences, tome IX ont étendu ce théoréme aux polyédres
d’ordres supérieurs.

On trouvera une foule de conséquences curieuses de
cette helle formule dans les travaux d’Euler lui-méme,
dans les Eléments de Legendre, dans les différents vo-
lumes des annales de Gergonne et dans tous les princi-
paux traités de géomeétrie de ’espace.

Qu’il me soit permis d’en citer les plus importantes
dont les derniéres sont de date récente :

1° Il ne peut exister que 5 polyedres convexes régu-
liers de premiére espéce.

La démonstration de ce théoréme est si simple qu’elle
peut facilement prendre place dans tout cours élémen-
taire de mathématiques. |

On peut consulter & cet effet : Rouché et Comberousse,
Traité de géométrie, deuxiéme volume: un article du
jeune et savant géométre italien, Ernest Cesaro dans la
Nouwvelle correspondance mathématique de Catalan,
tome VI, page 118, et un article récent de Francesco
Panizza : Nota sui poliedri regolari et semi-regolari con-
vessi, dans le tome III du Periodico dv Matematica de
David Besso.

20 Dans tout polyédre convexe, le nombre des angles
triedres augmenté du nombre des faces triangulaires est
au moins égal & 8,
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Exemples :

Le cube n’a pas de faces triangulaires mais posséde
8 angles triédres et de méme l'octaédre n’a pas d’angles
triedres, mais par contre 8 faces triangulaires.

Comme corollaire immédiat de cette proposition on
déduit : Il n’existe aucun polyedre convexe qui ne pos-
sede ni angle triedre, ni face triangulaire.

3o Il n’existe aucun polyédre convexe dont toutes les
faces aient plus de 5 cdtés, ni aucun polyédre convexe
dans lequel tous les angles polyédres auraient plus de
O arétes.

4° Dans un polyédre convexe, la somme des angles
droits de toules les faces est égale a 4 fois la différence
entre le nombre des arétes et des faces.

Dans le cube par exemple, la somme totale des angles
droits est de 24 ; le nombre des arétes est de 12 et celul
des faces de 6 et I’on a bien :

. 2% = 4[12 — 6]

~ En transformant cette relation par la formule d’Euler
on obtient le curieux théoréme :

Dans un polyédre convexe, la somme des angles droits
de toutes les faces est égale a 4 fois le nombre des som-
mets moins 8. :

En établissant les relations qui permettent de démon-
trer ces différents théoremes on rencontre incidemment
les curieuses propositions suivantes : .

10 Dans tout polyédre convexe, le nombre des faces
dont le nombre des cotés est impair est toujours au nom-
bre pair.

Par exemple: Dans un tétraedre, il y a 4 faces trian-
gulaires ; dans un dodécaédre, 12 faces pentagonales ;
dans une pyramide a4 base pentagonale, il y a 1 penta-
gone et 5 triangles, donc 6 faces & nombre impair de
coOtés.

20 Dans tout polyédre convexe, le nombre des angleg
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polyedres dont le nombre des arétes est impair est tou-
‘jours un nombre pair.

Voici pour finir un théoréme récent, dit a Ernest Ce-
saro. La démonstration est celle que j’ai publiée dans le
tome VIII de la Mathésis de P. Mansion et J. Neuberg:

10 Il y a une infinité de polyédres & faces triangulaires
nedifférant que par le nombre deleurs angles hexaédres,
mais il n’y en a pas deux qui different seulement par le
nombre de leurs angles solides d’un autre ordre.

20 11 y a une infinité de polyédres & faces quadrangu-
laires ne différant que par le nombre de leurs angles té-
traédres, mais il n’y en a pas deux qui difféerent seule-
ment par le nombre de leurs angles solides d’'un autre
ordre.

3o Il n’y a pas deux polyédres & faces pentagonales, qui
ne different que par le nombre de leurs angles solides
d’un certain ordre.

Démonstration.

Solent F le nombre des faces, A celui des arétes et S
celui des sommets d’un polyédre ; on aura la relation
d’Euler :

I) F+S=4A+42

Représentons aussi par T, Q, P, H, J, L, elc..... les
nombres des angles triédres, tétraédres, pentaédres,

hexaédres, etc.

Premiére partie.

~Si le polyédre n’a que des faces triangulaires, on a évi-
demment les relations :

F:%_’:BT+4Q+5P+....:, |

A= I:ST—|—4Q—|—5P+....:’
=T4+Q4+P+.....
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Substituant ces valeurs de F, A et S dans la formule

d’Euler on trouve :
3T+2Q+4+P—J—2L..... =12

Cette égalité est indépendante da nombre H des angles
hexaédres, et elle détermine une valeur unique de .I’'un
des nombres T, Q, P, J ... quand les valeurs des autres
sont connues,

Le premier théoréme de Monsieur Cesaro est donc

démontré.
Deuxieme partie.

Si toutes les faces du polyédre sont quadrangulaires,
la premiére formule est & remplacer par celle-ci :

R:%(3T+4Q+5P+6H+m_)

les deux autres restant les mémes.
Aprés la substitution dans la relation eulérienne on
obtient I’égalité.

T—P—92H ..o =8
d’ou1 'on conclut le deuxiéme théoréme de Cesaro.
Troisiéme partie.

Supposons toutes les faces pentagonales. Alors

F=%(3T+4Q+5P+6H+mn)

et T—2Q—5P—8H....=20
relation qui contient toutes les quantités
T, Q, P, H ete...

Le théoréme de Cesaro est ainsi complétement dé-
montré.

J’al en outre prouvé dans le méme journal par une ana-
lyse trés simple, qu’il ne peut exister d’autres théoremes
analogues aux théorémes 1 et 2 de Cesaro. En étudiant
cette proposition j'ai été conduit & plusieurs relations
nouvelles que j'espere pouvoir publier prochainement
dans un journal spécial.

Porrentruy 1889.
A. DRroz, professeur.
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