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ÉCHELLES DE SOBOLEV D'ORIGINE ARBITRAIRE

par Gérard Bourdaud et Micha! WOJCIECHOWSKI

RÉSUMÉ. A tout espace fonctionnel E C 2?'(R") est associée classiquement
Y échelle de Sobolev W'"(E)(m G Z). La propriété
((m,k) G Z2) est connue pour être vraie si ER) (1 < <oo) ou si R")
(1 < p < oo, n > 2). Nous montrons qu'elle est en défaut pour E L'(R") et
E L°°(R"), en dimension n > 2. Plus précisément, nous établissons que E est un

sous-espace propre de et un sous-espace propre de E.

ABSTRACT. Sobolev scales with arbitrary origin.
For every functional space E C V(Rn), one considers classically the Sobolev scale

Wm{E) (m G Z). The property Wm+k(E) Wm(Wk(E» G Z2) is known to be
true for E Lp(R) 1 < p < oo) or E — Lp(R") (1 < p < oo, n> 2). We show that
it is false for E Ll(R") and E L°°(R"), with n > 2. More precisely, we prove
that E is a proper subspace of Wl(W~l(E)), and W~l(W[(E)) a proper subspace
of E.

1. Introduction

A tout sous-espace vectoriel de V'(Rn) (ou de Vr(Jn)), on peut associer
Y échelle de Sobolev d'origine E \ c'est la famille (Wm(E)) telle que:

(1) Wm(E){fGD'(R") : /(a) G (|a| < m)},

(2) W~*{ E)={f G P'(R") : 3/q. G ^ A«'}
| CK | </77

pour tout m G N. Est-il vrai que n'importe lequel des Wm{E) puisse être pris
comme origine de l'échelle? En d'autres termes, la propriété

(3) V (m, k) G Z2 : Wm+k(E) Wm(Wk(E))

est-elle satisfaite par l'espace E La réponse est positive pour E Lp(Rn)
(!</?< +oo); il suffit d'observer que
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