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entre eux deux à deux, tels que

A ddodid', D0 <^o > A dd\

et un nombre rationnel r dépendant de Iq et f tel que l'idéal J défini
ci-dessous soit un idéal ambige primitif réduit.

Types de I0 et I{

(Corollaire 2)
J - riof J rVbloh

du même type

1 et 2, 3 et 4

2 et 3, 1 et 4

1 et 3, 2 et 4

dodi < \/~D

2'dodi < Vb

2,~ld(,d\<Vb

2d0 d[ < Vb

d0di >

2'd0dx > 1

2'~ld0dl > Vb

2d0di>Vb

L'idéal J est égal à (1) si, et seulement si, I0 I\.
Démonstration. La Proposition 2' se démontre comme la Proposition 2.

On calcule les produits d'idéaux primitifs ambiges réduits des dix différentes
combinaisons de types en fonction des nombres d0 et d\. Si le produit obtenu
n'est pas réduit, on le multiplie par l'idéal «complémentaire» pour obtenir un
idéal réduit.

Définition 3. Soit /

§3. Idéaux symétriques

b + Vb
a,

D-b2
un idéal et c L'idéal /

4a2

est symétrique si l'on peut choisir b > 0 dans sa classe modulo 2a de façon
que a c.

Définition 4. a) Une représentation de D comme somme de deux carrés
est un couple (M,N) d'entiers > 0 tels que (M,N) l,M2 + N2 D et
M 1 (mod 2).

b) Soit D M2 + N2 une représentation de D. L'idéal symétrique
primitif
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5

TV M + VD
2

'
2

si D 1 (mod 4)

[M, TV + Vd] si D 0 (mod 4)

est dit associé à la représentation {M, TV) de D.

Proposition 3. i) Tout idéal symétrique est réduit.

ii) Les idéaux symétriques primitifs sont les idéaux associés aux
représentations de D.

Démonstration, i) On voit facilement que les relations D b2 + 4a2,

a > 0, b > 0 impliquent (1.2).

b + Vd]
ii) Soit / a, un idéal symétrique. On a donc D + 4a2,

b > 0, et / est primitif si, et seulement si, (a, b) 1.

[TV 1

Si D 1 (mod4), b est impair donc I —, où TV 2a,
2 2

M b et (TV, M) {la, b) 1. Inversement, si D M2 + TV2, (M, TV) 1 et

[TVM+1/7)1
M= 1 (mod 2), alors est un idéal symétrique et primitif.

D
Si D 0 (mod 4), b est pair, donc a impair et — M2 + TV2 avec

4

M- a 1 (mod2) TV ^ <?/ / [M,TV+ ]/5] avec (M,TV) 1.

D
Inversement si — M2 + TV2 avec {M, N) \, M 1 (mod 2) alors

4

[M, TV+ l/ö] est un idéal symétrique, et primitif car (2N,M) (TV,-M) 1.

Nous allons étudier les représentations de D dans les Lemmes 4 et 5 puis

en déduire une propriété importante des idéaux symétriques associés.

Lemme 4. a) Les discriminants D tels que Vanneau Od contienne
des idéaux symétriques primitifs sont les nombres D tels que

(3.1) D 2spsxx ...pf s a 0 ou 1 pi premier 1 (mod4)

b) Soit l le nombre des diviseurs premiers distincts de D. Le nombre
des représentations de D comme somme de deux carrés est 2l~1.

c) Le nombre des idéaux primitifs symétriques est 2/_ 1.
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d) Le nombre des idéaux ambiges primitifs réduits est V 1, et la norme
de tout tel idéal divise D.

Démonstration. D'après la Proposition 3 les nombres D sont les nombres

tels que D est somme de deux carrés premiers entre eux, ce qui prouve (3.1).

D'après [9], Satz 52, le nombre des décompositions de D en somme de deux

carrés premiers entre eux est 2k~u, chaque décomposition donne une

représentation si s 0 et deux représentations si s 1, ce qui prouve b), et

c) résulte de la Proposition 3, ii).
Comme D 1 (mod 4) ou D 4 (mod 16) ou D 8 (mod 32), le tableau

de la Proposition 1 montre d).

Lemme 5. Soit D un discriminant tel que D soit représentable

comme somme de deux carrés. Soit, d'une part, D M2 + N2 une
représentation de D et, d'autre part, une décomposition D DXD2 en deux

facteurs Dx> 0 et D2> 0 premiers entre eux. Alors il existe un couple

unique de représentations Dx a\ + b\tD2 a\ + b\ et un signe
0 ± 1 tels que

M | axa2 - §bxb21 N \ axb2 + Qa2bx |

Démonstration. Nous supposerons Dx impair. Soient lx et l2 le nombre
des diviseurs premiers de Dx et D2 respectivement. D'après le Lemme 4 le

nombre des représentations de Dx est 26-1 celui de D2 est Prenant un
couple de représentations Dx a\ + b], D2 a\ + b\ et un signe 0 ± 1

nous obtenons

(3.2) D | axa2 — Qbxb212 + | a2bx + Qaxb212

de 20~1 + /2-1 + 1 2!~l manières différentes.
Pour démontrer le Lemme 5 il suffit de montrer que nous obtenons ainsi

les 2l~1 représentations de D, c'est-à-dire que nous avons bien des
représentations de D au sens de la Définition 4 et qu'elles sont distinctes.

Comme ax a2 1 (mod 2) et que bx 0 (mod 2) on voit que
axa2 - Qbxb2 est impair.

D'autre part, dans l'anneau Z[i\, on a

(3.3) {ax + ibx) (a2 + i$b2) (axa2 — $bxb2) + i(a2bx + Qaxb2)

Comme ni ax + ibx, ni a2 + ib2 n'a de diviseur rationnel et que
{a] + b\,a\ + b\) 1 on voit que (axa2 -+ 1, et donc

que M | 0]Ü2 —Qb\b21, iV | a2b\ + 0 \ est une représentation de D. Il
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reste à démontrer que les 2l~l représentations ainsi obtenues sont distinctes.
Supposons donc que l'on ait

I Cl\ 0-2 - 0&1&2 | | I

>
I + Otfl£2 | | #2^1 + a'\b'2 I

>

où (a[,b\) et (a'2,b2) sont des représentations de Dx et D2 respectivement.

Ceci signifie que l'une des quatre égalités suivantes est vraie:

(ai + ib\) (a2 + iQb2) <

{a\ + ib\) {a2 + i§'b2)

- (a[ + ib[) (a2 + iü'b2)
(a[-ib\) 0a2-id'b2)
- (a[-ib\) (,a'2-iQ'b2)

Les troisième et quatrième égalités ne peuvent pas être vérifiées car les deux

membres n'ont pas les mêmes facteurs irréductibles dans Z[/]. On voit donc

que ai + ibi et a[ + ib[ sont associés et, tenant compte des parités et

des signes de ai,bu a[, b[, on a a{ + ib\ a\ + ib\ d'où a2 + idb2
± (a'2 + id'b2) ce qui, tenant compte des signes de a2, b2, a2, b2) montre

que 0 0' et a2 + iüb2 a2 + iQb'2, et achève la démonstration du

Lemme 5.

Grâce à ce Lemme 5 nous pouvons obtenir le résultat le plus profond de

ce travail:

Proposition 4. Soit D un discriminant tel que l'anneau Od

contienne des idéaux primitifs symétriques. Soit D M2 + N2 une
représentation de D et D DXD2 une décomposition de D en deux facteurs
premiers entre eux.

Soient Di a2 + b2, D2 c2 + d2 et 0 ± 1 les représentations de

Dx et D2 et le nombre 0 bien déterminés par le Lemme 5 tels que

M \ac - Qbd\,N | ad + 0£c|. Alors m | ac + §bd\9n \ ad - 0bc|
est une représentation de D, et posant

(3.4)

1 Du
Di + VD

5
N M+VD
2

'
2

S'
n m + 1/d

2
'

2

si D 1 (mod 4)

I=[Di, VD] S [M,N+ Vö]- +

si D 0 (mod 4)

on a
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(3.5) *'-(£)
où y est un nombre de Od qui vérifie

(3.6) sgnTV(Y) sgn(abD2 - cdDx)

(3.7)

m+Vd\ lm + VD\ y2
— si D 1 (mod 4)
A

(N + VD) (n + VD) — 5/ £> 0 (mod 4)
D\

Démonstration. Supposons D 1 (mod 4). Alors on voit que

i:(3 8) 4SS' I ^ + ^C' aC ~ ^+ Vt)]^ ~^C', si

[ad + be, bd- ac+ 1 D][ad-bc, ac + bd+ si

Considérant d'abord le cas où ac > bd on trouve

4 SS'< a2d2 - b2c2, (ad + bc) (ac + bd + 1|/d),
(3.9)

(ad - bc) (ac - bd + Vd), a2c2 - b2d2 >

Posons

(3.10)
DiC + oVd Did+bVD

y » y" e

On vérifie par un calcul aisé que

(3.11)

(3.12)

(3.13)

A2 2 2 ,72
47V(Y') - _ 4N(y")b2c2 — a2d2 a2d2 — b2c2

D, A

a2c2 - b2d2 + D2ac]/D 4y

A
b2d2 - a2c2 + D + 2bdVn

A

(ad + bc) (ac + bd + ]/d) ^ -A
(ad - bc) (ac - bd + ]iu) Ay'y"

D,



278 F. HALTER-KOCH, P. KAPLAN, K. S. WILLIAMS ET Y. YAMAMOTO

si bien que l'on a

(3.14) SS'<Y',Y',Y",r"> •

Si ac < bd il suffit de changer le rôle des paires {a, c) et (b, d) et l'on trouve

(3.15) SS'<Y',Y',Y",Y"> •

Considérons maintenant l'idéal entier ambige sans diviseur rationnel
J

La définition (3.10) de y' et y" montre que tout nombre de J s'écrit

xDx + yVD
où x, y e Z avec x y (mod 2), donc tout entier rationnel de J

2

est multiple de Dx. D'autre part y' + y' cDx et y" + y" dDx
appartiennent à J et aussi Dx, donc N{J) Dx. Mais, d'après le Lemme 1, / est

le seul idéal ambige sans diviseur rationnel de norme Dx, donc J I.
On obtient (3.5) en posant y y* si ac > bd, y y" si ac < bd. Mais,

d'après (3.11), on voit que

f sgn (bc - ad) si ac - bd > 0

sgn {ad - bc) si ac - bd < 0
sgnTV(y)

ce qui signifie que

sgnN(y) sgn [{ac - bd) {bc - ad)] sgn{abD2 - cdDx)

ce qui est (3.6), et (3.7) se voit en comparant (3.8) et (3.12), ce qui achève la

démonstration quand D 1 (mod 4).

Considérons maintenant le cas où D 0 (mod 4). La démonstration de

(3.14) et (3.15) est semblable, il suffit de supprimer le facteur 4 dans (3.8), de

permuter c et d} de supprimer les facteurs 2 des dénominateurs de (3.10), et

de remplacer D par D si bien que (3.14) et (3.15) sont vraies avec

(3.16) y' Dxd + tfl/ö y" Dxc + bVö

Ici aussi il faut montrer que J <y',y",y',y"> est égal à I. On voit,
comme plus haut, que tout entier rationnel de J est multiple de Dx, et aussi

que 2cDx,2dDx et {bd-ac)Dx sont dans J, ce qui, comme {c,d)= 1,

a c 1 (mod 2) et bd 0 (mod 2) prouve que N{J) Dx, et, d'après la

Proposition 1, prouve que J I. La démonstration de (3.6) et (3.7) est la même

que celle pour le cas D 1 (mod 4) ce qui achève la démonstration de la

Proposition 4.
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