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CHAPITRE IV

CRIBLES

27. Calcul des diviseurs premiers.

Les propriétés des idéaux canoniques, dans un corps
quadratique, et des idéaux réduits, peuvent être interprétées sous
la forme de propriétés des nombres premiers (rationnels),
analogues à celles du « crible d'Eratosthène ». On reprend, en se

plaçant à ce point de vue, les constructions et définitions déjà
indiquées, en sorte que le chapitre actuel peut être considéré
comme indépendant des autres.

On forme, pour les valeurs entières de x, croissantes à partir
de 0, la suite des valeurs d'un trinôme du second degré:

F(x)xZ+Sx+N; H 71; f 1uelcon<Iue;
[ S0; N =£ +1; (mod. 4);

sous la réserve que lediscriminant D 2—4N, pas de
facteur carré,à l'exclusion de 4 (si S 0); et ne soit pas égal
à +4.

On se propose de chercher les facteurs premiers qui sont des
diviseurs des valeurs de cette suite.

A cet effet, on détermine un rang r, tel que pour tout au
moins égal à r:

1^)1 < (—Cette condition est d'ailleurs équivalente, suivant le cas
(25) à:

-D>0; 5(2x— S<=>D<0;3(2x—S)*>\D\ o x>r
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(dans le cas de D positif, F(x) est négatif, notamment pour toutes
les valeurs de x strictement inférieures à r).

On appelle racine minimum cp, d'un nombre (entier rationnel)
premier p, la plus petite valeur entière de x (nulle ou positive) s'il
en existe, telle que \F(x)\ soit divisible par p.

Les valeurs de x pour lesquelles \F(x)\ est divisible par p
(zéros de la congruence fondamentale; (5), sont alors les termes
de deux progressions arithmétiques, de raison p:

cp+\p; S—cp+(X+l)p; (X entier >0).

Ces deux progressions sont confondues si 2cp—S »= p; alors p
est diviseur du discriminant.

Ces propriétés résultent de la construction des idéaux (7 et 21)
les valeurs de x sont les racines des deux idéaux canoniques conjugués,
de norme p, donc premiers et de produit égal à l'idéal principal (p).
On peut aussi les établir directement comme conséquences de l'étude
de la congruence fondamentale (5) pour un module premier.

On peut alors prendre comme base de l'algorithme du crible,
la propriété fondamentale suivante.

Pour chaque valeur de x, au moins égale au rang r, si un
nombre premier p est diviseur de F(x) et si son carré est au plus
égal à \F(x)\, sa racine minimum cp est (strictement) inférieure àx
—ou il est diviseur d'une valeur antérieure du tableau—

x > r; p diviseur de \F(oc)\* p2 <
=> Existe cp < x et p diviseur de \F(cp)\.

On peut vérifier directement cette propriété en conjuguant la

définition de r et la limitation de p2:

x > r => p2 < \F(x)\ < (2x—S)2
=> (2cp—S)2 < p2 < (2x—S)2 => cp < x.

On peut aussi bien considérer l'idéal canonique de norme p,
de racines x-\-\p et sa racine minimum (non négative) cp. S'il est

réduit, Cp est inférieur à r, donc à x. S'il n'est pas réduit |i?(cp)|-est
inférieur à p2, de sorte que x ne peut être égal à cp, donc lui est

supérieur.
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On choisit un nombre h, au moins égal à r—1 (r—1 < h < H),
on considère les h premières valeurs de la suite et on décompose

chacune d'elles en un produit de facteurs premiers p.
On détermine, pour chacune des valeurs successives de x

{h < x < H)\ les puissances des nombres premiers p, précédemment

obtenus, qui divisent exactement \F (x)\; on forme, pour
chaque x, le quotient qx de \F(x)\ par le produit de ces puissances.

1. Le premier quotient qc, ainsi obtenu (c > A), qui soit différent

de 1 est un nombre premier.

2. Les quotients suivants, pour les valeurs de x7 {h < x < Ax),

vérifiant la condition (e déterminé comme il vient d'être dit):

\F(x)\ < (2c-5)*;

sont égaux à l, ou sont des nombres premiers.

1. Quel que soit le diviseur premier p, du quotient qc, il n'est

pas diviseur d'une valeur antérieure |.F(#)|, sa racine minimum est c et
p2 est supérieur à |-F(c)| (c étant au moins égal à r). Donc:P2> |-F(c)| > qc.

Or il y a au plus un diviseur de qc, dont le carré lui est supérieur;
de sorte que si qx est différent de 1, il est égal à son seul facteur
premier p.

2. Si un quotient pour x > c, est différent de 1 et n'est pas
premier, il admet au moins un facteur premier px dont le carré lui est

au plus égal. Ce facteur ne divise aucune des valeurs antérieures
à F(c) et sa racine minimum c1 est au moins égale à c, de sorte que :

(2 c-S)*<(2Cl-^ < pl < qx <

Ce quotient qx ne peut donc être obtenu que pour une valeur de x7

au delà des limites fixées par l'énoncé.

Ces règles peuvent s'appliquer par récurrence ascendante à
des suites de valeurs croissantes h0 > r—1; h1> hQ;
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