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LES CORPS QUADRATIQUES

par A. CHATELET
(sutite)

CHAPITRE 111

ALGORITHME DU TABLEAU DE VALEURS

21. Construction des idéaux canoniques.

Dans un corps quadratique, défini (1) par son polyndéme
fondamental F(zx), pour obtenir tous les idéaux canoniques (7),
au moins de normes limitées, ainsi que certaines de leurs relations
mutuelles de composition et de décomposition (15 et 16), on
peut utiliser I’algorithme suivant.

On construit la table des valeurs, du polyndme F(x), pour les
valeurs entiéres ¢, de la variable z, jusqu’a un certain rang, en
principe de part et d’autre de 0. Pour chaque valeur F(c), on
forme les diviseurs m, entiers positifs; chacun est la norme d’un

idéal canonique, de racine ¢, ou défini par la forme canonique
(m, 6—c).

Pour construire la table, on peut utiliser les différences secondes
qui sont constantes et égales & 2, ou les différences premiéres, qui
forment une progression arithmétique —2S5c¢—+S2.

Le trindme F(x) a des valeurs égales pour ¢ et S—c, —ou pour
des valeurs de z, symétriques par rapport & S: 2, dont I'une est done
négative— . Par suite la table peut étre construite pour les seules
valeurs entieres de c, croissantes, & partir de 0; il suffit de la compléter
par symétrie, s’il y a lieu, explicitement ou implicitement. \

La table peut étre disposée en colonnes (voir tableaux I et II),
dans lesquelles sont inscrits ¢, F(c) et les diviseurs de F(c). |
Il est commode de réserver chaque colonne de diviseurs &
un seul idéal I, dont la norme m est inscrite devant chacune des

racines c-Am, qui sont en progression arithmétique, ou équi- -
distantes sur le tableau.

L’Enseignement mathém., t. VI, fasc. 4. . 1
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Si-I'idéal n’est pas double, une colonne contigué est attribuée
a4 Idéal conjugué I', de méme norme m, inscrite devant les
valeurs ¢'-+am, symetmque des precedentes par rapport a §: 2.

Dans les deux colonnes d’un couple d’idéaux conjugués diffé-
rents, on peut, plus spécialement, distinguer les racines mini-
mum ¢’ négative et Zsymétriq’ue, qui ont été caractérisées (7. 4)
par les limitations:

(S—m): 2<c'<0<e< (S+m):2;: cde — 8.

Si I'idéal est double, son unique racine mintmum ¢, qui n’est pas
négative, est caractérisée par les limitations:

0<e< (S+m)

Il en résulte qu’on obtient tous les idéaux, de norme au plus
égale a m, et, notamment, avec leurs racines minimum, en limi-
tant les valeurs de ¢, de (S—m): 2 exclus & (S--m): 2 inclus,
cette limite n’étant atteinte que pour certains idéaux doubles.

Si le tableau n’est pas étendu aux valeurs négatives de ¢, on peut
noter un idéal, dont la racine minimum ¢’ est négative, par sa plus

petite racine positive, qui est ¢'4m; les limitations des racines ainsi
distinguées sont alors, pour un couple d’idéaux conjugués:

O<€<(S—l—m): 2<;’—{—m<m;

Si les idéaux sont égaux (idéal double), ¢ est la seule racine minimum
et il peut étre égal & sa limite supérieure; sinon il ne l'atteint pas.
- On obtient alors tous les idéaux de norme au plus égale a m,
notamment avec leurs plus petites racines positives, en limitant les
valeurs de ¢, de 0 inclus & m exclu.

On rappelle les propriétés de la congruence fondamentale
(5 et 6) en les interprétant comme des propriétés du tableau et
des idéaux canoniques ainsi obtenus.

Un diviseur m, du discriminant D, sans facteur carré, et
notamment le diviseur trivial 1, figure dans une, et une seule,
colonne et définit un idéal double. D’apres le calcul des zéros
doubles (6) et les conditions de limitation précédentes, la racine
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minimum unique et la racine négative immédiatement précé-
dente, sont, suivant les cas: |
m=1: | (c—1) = —1; ¢ =0;
mdiviseurde D:4; S =0: (Z—m)z—m; c=0;
mnon diviseur de D: 4: (Z—~m) = (S—m):2; ¢ = (S+m): 2.
- S1un nombre premier p, non diviseur du discriminant est dans
le tableau, il y figure dans un, et un seul, couple de colonnes conti-
gués, devant deux progressions arithmétiques, symétriques par
rapport & S: 2, de valeurs de c; il est la norme commune d’un,
et d’un seul, couple d’idéauzx conjugués. 11 en est alors de méme
de toute puissance p", d’exposant A entier positif.

Si un nombre composé m figure dans la table, il en est de méme
de tous ses facteurs premiers. S’il a 2% facteurs premiers, non
diviseurs de D, il figure dans 2! couples de colonnes contigués
et il est la norme d’autant de couples d’idéauz conjugués. Le cas

~de s’ =.0, ou de.m diviseur du discriminant a été étudié ci-dessus. .
?

21. 2. ExemprEs (1). — Le tableau I donne les valeurs de

F(z) = 22+x4-10, pour les valeurs entiéres ¢, de: .
(—1—15):2=—8 a (—1-+15):2=17;

et leurs diviseurs, au plus égaux a 15, qui sont les normes des idéaux
canoniques, limitées par 15.

Les colonnes contigués, correspondant & un couple d’idéaux
conjugués, sont indiquées sans trait de séparation entre les aligne- ..
ments des diviseurs. Les diviseurs qui sont dans les rangées des

racines minimum sont en caractéres gras. Dans chaque colonne on a
indiqué par des traits les limitations extrémes:

—(m+1):2  (m—1): 2;
elles sont comme les racines conjuguées, symétriques par rapport a

I'axe également indiqué x = —1: 2.

Les diviseurs du discriminant D = —39, au plus égaux a 15,
sont 1, 3, 13; ils figurent chacun dans une colonne et sont inscrits en
caragteres gras respectivement dans. les rangées de 0, +1, +6. Ils
sont les normes des idéaux ‘doubles: -

(1, 6—-0), (3, 6—1), (13, 6—6).
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TaprLeavu I.

Flz) =24 2+ 10; D= —39 = —3x13

F(c) Diviseurs ou Normes

+2
+3
+4
+35
+6
+7

---------------------------------

66|12 |3 6| 11 =
52(1] 2| |4 13
4501 2 & 5 8 10

30 | 1 2|3 5 6 10 15
22112 11
16 | 1 2 b |— 8
121 1] 2 3 4 6 12
10| 1 2 S 10

10|12 S 10
12 11 2134 6 12
16 11| 2 b |—— 8
22 11 2 11
301112 3 5 6 10 15

40 | 1 2 4 b) 8 10
52 1112 4 : 13

661 2|3 6 N ) —

.................................

Un autre diviseur 39, figurerait dans la table suffisamment étendue,
en caractére gras, dans I’alignement de 19 et dans les alignements des

194392, qui sont aussi des racines des trois idéaux précédents.

Il y a des couples d’idéaux conjugués (colonnes contigués), de
normes 2, 4, 8, puissances de 2, de racines minimum respectives:

—1 et 0, —2 et +1, —3 et +2;
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de normes 5 et 11, nombres premiers et de racines minimum respectives:
—1 et 0; —4 et 43;

de normes 6, 12, 15, nombres composés avec un seul facteur non
diviseur du discriminant, et de racines minimum respectives:

- —2et +1; —2 et +1; —5 et 4.

Le nombre 10, qui a s" = 2 facteurs premiers 2,5 figurant dans
la table et non diviseurs de D, figure dans deux couples de colonnes
contigués, sur les alignements des racines minimums respectives:

—1 et 0; —bH et J-4.

TasLEaUu II.

Flx) =22—15; D= = 4 60 = 4X3X5.

c F(c) Diviseurs ou normes

0|—15|1| |35 15

1| —14 1|2 7 14

2| —11|1|— 11

3] —6|1]2|3 6

41 +11]1

5 1012 5 10

6 21 |1 3 — 7 . 21

7 341112 17

8 49 11 | 7 )

9 66 | 123 6| 11 22
10 851 5 s 17
11 106 1|2 _
121 129 |1 3

13| 154 (1|2 7 11 14 22
14| 181 |1 .
15| 210123567 10 14 15 21
16 | 241 |1
171 274|112 ———
18| 309 |1 3
19| 346 1| 2

20| 38511 5 7 11

21| 426|123 6 —_—

221 469 |1 7 -_—
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Les valeurs F(c), inscrites dars la table montrent encore ’existence

d’idéaux canoniques, non inscrits, de racine minimum ¢ et de norme m:

¢:—3,+2; —4, +3; —5, +4; —6, +5; —7, +6; —8, +7.
m: 16 22 30 - 20;40  26;52 22;33;66.

Le tableau II donne les valeurs de F(z) = x2—15, pour les valeurs

entieres de ¢, de:

0 a 22
et leurs diviseurs, au plus égaux & 22, qui sont les normes des idéaux
canoniques, limités a 22. Le tableau est limité cette fois aux valeurs
positives de ¢ pour pouvoir comprendre un nombre plus grand
de diviseurs.

Comme pour le premier exemple, les colonnes contigués, corres-
pondant & un couple d’idéaux conjugués, sont indiquées sans trait
de séparation entre les alignements de diviseurs. Les diviseurs qui
sont dans les rangées des racines positives minimum sont en caractére
gras. Dans chaque colonne, on a indiqué par un trait la limitation
extréme m, pour ces racines, sauf quand elle coincide avec une de ces
racines (racine minimum nulle).

Les diviseurs du discriminant, sans facteurs carrés, au plus égéux
a 22, sont 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15; ils figurent chacun dans une colonne et
sont inscrits en caractére gras respectivement dans les rangées 0, 1, 0,
0, 3, b, 0; ils sont les normes des idéaux doubles:

(17 6_0)’ (27 6_1)7 (37 6—0)7 (5? 6_0)7 (67 6——3),
(10, 6—5), (15, 6—0).

Le diviseur 30 figurerait dans la table suffisamment étendue, en
caractere gras dans la rangée de 15.

Il y a des couples d’idéaux conjugués (colonnes contigués),
de normes 7, 11, 17, nombres premiers, et de racines positives mini-
mums respectives:

1et6, 2et9 7 et10,

de normes 14, 21, 22 avec un seul facteur non diviseur du discrimi-
nant, et de racines positives minimum respectives:

1 et 13, 6 et 15, 9.t 13.

Les valeurs de F(c), inscrites dans la table, montrent encore
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Pexistence d’idéaux -canoniques, non inscrits, de racine positive
minimum ¢ (ou ¢’4m) et de norme m:

. 7,97, 9, %: 9, 57. 10, 75; A1, 42; 11, 95;

c

m: 34 - 33 66 8 53 106
¢ 15, 195; 16, 215; 17, 120; 17, 257; 18, 85;

m: 210 241 137 274 103

c: 18,291; 19,154; 19,327; 20,35; 20,57; 20, 365;
m: 309 173 346 55 77 385
c: 21,507 21,121; 21,192; 21,405: 22, 45; 22, 447.
m: 71 142 213 426 67 469

22. Nombres premiers décomposables dans le corps.

On peut caractériser, & priori, les nombres premiers qui sont
des diviseurs des valeurs de la table. En utilisant des propriétés
de la Théorie élémentaire des nombres et, plus spécialement la
loi de réciprocité quadratique 1), on peut démontrer que:
en plus des diviseurs du discriminant, les nombres premiers,
pour qui la congruence fondamentale est possible, —ou qui sont
normes de deux idéaux premiers, du premier degré, conjugués—
—ou décomposables en le produit de ces deux idéaux— sont
ceux qui appartiennent & certaines progressions arithmétiques, dont
la raison commune est la valeur absolue |D|, du discriminant
du corps, et qui sont en nombre ¢(|D|) |2.

La congruence fondamentale (1), caractérisée par le nombre
entier d, est possible ou tmpossible suivant que, d et, par suite,
le discriminant D (égal & d, ou & 4d) est congru, ou n’est pas congru,
mod. p, au carré d’un nombre entier.

On peut représenter cette propriété de D, relative au nombre
premier p, par le symbole de LEcENDRE. Il peut étre construit en

') ‘Ces propriétés sont notamment exposées dans les ouvrages francais:
J.-A. SERRET, Algebre supérieure, 3¢ édition, 1866 et suivantes; section I11,
ch. 2; E. BoreL et J. Dracu, d’aprés des lecons de J. TANNERY, Intro-
duction a la théorie des Nombres et & I’ Algébre supérieure, 1894, 1re partie,
ch. IV; J. TANNERY, Legons d’ Arithmétique, 1896, ch. XIV, § 9; BE. CAHEN,
Eléments de la Théorie des Nombres, 1900 — Théorie des Nombres — tome
second, 1924, ch. XVI. On trouvera dans ces ouvrages la définition de la
fonction — ou indicateur-— d’EuLEr o(n). S
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