5. — Distances du centre O du cercle
circonscrit au triangle donné aux cotés du
triangle des pieds des hauteurs.
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LE TRIANGLE DES PIEDS DES HAUTEURS 113
Or, d’apres (27)

2R :
sin? o -+ sin® B 4 sin®? 9 = ——li-—’_l .
Done
asino -+ bsinff 4 ¢siny = 2(2R + ) . (39)
Par suite
AD -~ BE + CF = 2R +r, , (40)

c’est-a-dire

THEOREME. — La somme des distances des sommets d’un triangle
aux cotés correspondants du triangle des pieds des hauteurs est
égale au diameétre du cercle circonscrit au triangle donné augmenté
du rayon du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.

A, B, C étant les centres des cercles ex-inscrits au triangle
des pieds des hauteurs et AD, BE, CF leurs rayons, la relation
ci-dessus peut s’écrire (R = 2R,):

"oy + rp, - r, = 4R, 4 r; (407)
r, +r,+ r, = 4R £ r. (41)

Cette relation lie les rayons des cercles inscrit, circonscrit et
ex-inscrits a un triangle. Elle peut s’énoncer comme suit:
THEOREME. — La somme des rayons des cercles ex-inscrits d

un triangle est égale auw double diameétre du cercle circonscrit aug-
menté du rayon du cercle inscrit.

8. — Distances du centre O du cercle circonserit au triangle donné
aux c0tés du triangle des pieds des hauteurs.,

La fig. 7 (ou 12) donne:
OD + OF - OF = (OA - OB & OC) — (AD -+ BE +CF) .
Mais d’apres (40)
AD + BE 4+ CF = 2R + r, ,
et
OA -~ OB 4+ OC = 3R .
Donc
OD + OE + OF = R —r, = 2R, —r, , (42)
¢’est-a-dire
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14 A. STREIT

THEOREME. — La somme des distances du centre dw cercle cir-
conscrit & un triangle donné aux cétés du triangle des pieds des
hauteurs est égale a la différence entre le rayon du cercle circonscrit

au triangle donné et le rayon du cercle inscrit dans le triangle des |
pieds des hauteurs.

A

Fig. 7.

Des relations (38) et (42) résulte (fig. 12):

OD + OE + OF = O'L/ + O” L” + O™/ L" (=R —r) , (43)

¢’est-a-dire

La somme des distances du cenire du cercle circonscrit d un
triangle donné aux cétés du triangle des pieds des hauteurs est égale
i la somme des distances des ‘centres des cercles circonscrits aux.
triangles aux sommeis — poinis milieu des segments supérieurs
des hauteurs du triangle donné — aux cotés respectzfs du tmangle
des pieds des hauteurs.
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