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NOTE SUR LE DÉVELOPPEMENT

DE CERTAINES IRRATIONNELLES DE LÀ FORME

y'X-r-M
p

EN FRACTIONS CONTINUES

Posons :

A — l2 nimv

A étant entier inférieur à b et le plus grand carré parfait contenu
dans A, nt et mi étant entiers, positifs et compris tous deux entre
{b -J- X) et (b — X) ; puis développons en fractions continues, les

irrationnelles :

v'Â-f). _v
et

\/I+\ --y-

On peut poser :

y + >l±Z±-k + A-(&-»•>) _ k -L ;
:

ni ni
L

ni xi

on avait y > i, il en résulte hï ^ i et xi > i, et ces trois valeurs
sont évidemment positives.

Le reste de la première division, i\ donne :

b -{-1 — nlki rJf

et Ton a ?\ < ni et i\ > b, car si nl > b, on a k i et ri < b. On
développe ensuite de la même manière :

ni + b — o) _ + b — r4 _ \/Â — (6 — r2)
1 + A - [b - ~ ,h + 7h
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Il est facile de voir que Ton a eu :

A — [b — rf)2 m ni j mi — k± (nikl i\) J ni 7^2

le facteur ni étant positif, d'un autre côté xi > i entraîne k2^ i ;

i\ < b ; et > i, les valeurs étant évidemment toutes positives.
En continuant, on obtient :

X =k3+ — -i-» 4
*8 n3 "3

g, V+JV ^->-3-n+yr-
(0 s xk nh nk

-, + _L **-rp-i-rp + VA -(b-rj
Xp Hp Tip

les facteurs n, sont liés par la relation : :

(2), > - A — [b — />-i)2 iip-i.rip. V

Pour établir la généralité de ces formules, rappelons que l'on
avait y y > i ; ki ^ i ; xt > i ; rt < nx • r\ < & toutes ces valeur«
étant certainement positives; on avait encore A— (&—r1) /i1.rt2.
Si nous admettons que ces relations subsistent pour les éléments
d'indices p — i, elles subsistent encore pour les éléments d'in7
dices p, et elles sont par conséquent générales.

En effet, si nous admettons que l'on ait :

A — (b—rp-i)2 np-i. nv
"

-
avec

rp—\ b

' np-i positif,

et

nous aurons

xp-1 > i

m np-1 (VA + /> — 7>—i) "*v^A + & — rp-i — 7-p_f3 •* Xp —l -J- " - ' — ' —r —» * ; ;

-

"

^
~r~\b rp-i). ~ùp- fip.

- -- -
: t/Â-jfc-r,) =¥ + _j_

r *" /*£ • •
- ' Xp

et les valeurs positives : V", ••

Tip < 2 b
f J\p I J Xp I Gt Tp b
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En outre, nous pourrons écrire : r
'

(4 A — (b— 7>)2 np|— kv ,_i (rp_r—rp) ' ] '
— •

' Ä/>-i

avec -, - •;

n'v+\ pos. < ib.

Puisque les conditions admises étaient vraies pour les termes

"d'indices 1) et a), elles sont générales, et la formule (3) donne

le terme général du développement ; nous pourrons énoncer en

outre les remarques suivantes :

a) : Les quotients complets xv #2..., #p, sont positifs et > i.
b) : Les quotients incdmpléts 7ci, h-..V, sont entiers et

positifs.
c) : Les diviseurs ;?i, /Z2..., sont entiers, positifs et < 2 b,

d) : Les restes sont tous < b. *

1

é) : Les restes sont plus petits que le diviseur correspondant

et que le diviseur suivant ; c'est-à-dire :

rP<nP \
et ;

rp Tlp+l

car on peut écrire : -

A — (b — rp)2 np+i. np — niml + rp (2b — rp)

et
rp, rp-yVt-r—• n

~ "+ 1 V- p n - -

p

Donc
np-jr t *

Il en résulte donc que l'on a :

i
(5) r=*i+ ~r +2 + *3 +

C'est une fraction continue illimitée. On obtient un résultat

analogue en développanty'^ ^ ^

II
Le-s quotients incoinplets sont liés entre eux par une périodicité

qui » découle des deux théorèmes suivants :
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