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Über Konstruktionen mit Zirkel, Lineal
und Winkelteilungen

1. Bekanntlich ist die Dreiteilung des Winkels «im allgemeinen» nicht mit Zirkel und
Lineal durchfuhrbar, sie fuhrt auf eine sogenannte Konstruktionsaufgabe dritten
Grades, zu deren Losung weitere Instrumente erforderlich sind, etwa das Einschub-
hneal oder der Zimmermannshaken (siehe [1]) Andererseits weiss man, dass sich eine

ganze Reihe von höheren Konstruktionsaufgaben auf die Wmkeldreiteilung zurückfuhren

lasst, etwa die Konstruktion des regelmassigen 7- und 13-ecks (siehe [4]), und
allgemein alle jenen Aufgaben, welche auf kubische Gleichungen im Casus lrreduci-
bihs fuhren (siehe dazu die trigonometrischen Auflosungsformeln in [5], § 13)
Ziel dieser Note ist eme systematische algebraische Untersuchung der mit Zirkel,
Lineal und gewissen Winkelteilungen konstruierbaren Grossen Ich betrachte dazu die
komplexen Zahlen als Ebene, in der die Konstruktionen durchgeführt werden sollen
und verwende das in [2], § 4 9 dargestellte Konzept zur Algebraisierung des Begriffs
der Konstruierbarkeit Sei {0,l}c5cC eine Menge von «Grundpunkten» und P

eine Menge von ungeraden Primzahlen (fur p e P soll die «Wmkel-/?-teilung» allgemein

durchfuhrbar sein) Dann definiere ich wie folgt

Definition. Eine komplexe Zahl z heisst mit Zirkel, Lineal und Winkel-p-teilung für
p e P aus S konstruierbar, wenn es einen Korperturm

<§(SvS) K0c:Kxc: c^cC1)
gibt mit r 0 undz e Kr, so dassfür alle i e {1, r] gilt

Entweder [Kt Kt-X] 2 oder

Kl Kl.x(zl), \zt\ 1 und zf e Kt_x mit peP

Cp(S) sei die Menge aller mit Zirkel, Lineal und Winkel-/?-teilungen furpeP aus S

konstruierbaren Punkte Im Falle P={p\ sei CP(S) C{P}(S), im Falle P 0 ist
C(S) C0(S) die Menge der mit Zirkel und Lineal aus S konstruierbaren Punkte

Offensichtlich gilt
Satz 1. Cp(S) ist der kleinste Teilkorper von C mit folgenden Eigenschaften

1) Für z e C sei z die dazu konjugiert-komplexe Zahl, fur M c C sei Mä {f | z e M}
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a) CP(S)=CP(S);
b) aus ze<E und z2 e CP(S) folgt z e CP(S);
c) aus z e C, \z\ l, p e P und zP e CP(S) folgt z e CP(S).

2. Die Charakterisierung der mit Zirkel, Lineal und gewissen Winkelteilungen
konstruierbaren regelmässigen «-Ecke führt auf eine natürliche Verallgemeinerung des

bekannten Gauss'schen Satzes. Ich beginne mit der Konstruierbarkeit zyklischer
reeller Erweiterungen von Primzahlgrad p durch Winkel-/?-teilungen.

Satz 2. Sei p eine ungerade Primzahl, L/K eine zyklische Körpererweiterung mit
[L : K] p und Lc]R; dann ist L cz CP(K).

Beweis. Sei £ e2nl/p-, dann ist auch L(Q/K(Q zyklisch, und folglich gibt es ein

z e L(Q mit L(Q K(Q (z) und z? e K(Q [3; ch. VIII, § 6]. Die komplexe Konjugation

induziert auf L(Q den erzeugenden Automorphismus von L(C)/L(C+ C-1) und
auf jK(C) den von K(Q/K(£+ C"1); folglich ist \z\2 zz e L((+ C1) und \z\2p
z?- zp e K(£+Cx). Mit L/K ist auch L(C+ C'l)/K(C + C1) zyklisch vom Grade p,
aber wegen L(( + C"1) ^ R enthält L(£+(~x) keine primitive p-te Einheitswurzel.

Daher ist \z\2p bP mit b e K(C+Cl), also 1, und der Körperturm
Yb

K=$l(KvK) c K(Q cz K(C,Yb) cz KU^jA
zeigt wegen Lc_v(,)/i, -7=-J, dass L cz CP(K), wie behauptet, q.e.d.

Unmittelbar folgt nun:
Korollar 1. Sei P eine Menge ungerader Primzahlen und L/K eine abelsche

Körpererweiterung mit LcR derart, dass in [L: K] nur Primzahlen aus P u {2} aufgehen;
dann ist L cz CP(K).

Korollar 2. Sei P eine Menge ungerader Primzahlen und n e N, « =\ 3, derart, dass in

(p(n)2) nur Primzahlen aus Pu{2) aufgehen; dann ist e2ni/n e C/>(Q) CP({0,1}),
d. h., das regelmässige n-eck ist mit Zirkel, Lineal und Winkel-p-teilungen für p e P
konstruierbar.

Beweis. Sei L der grosste reelle Teilkörper von Q(e2n,/n); dann ist [<$(e2nt/n): L] 2,

und L/Q ist abelsch vom Grade (p(ri)/2\ damit folgt L cz CP(<$) nach Korollar 1, also
auche2n,/ne C/>(Q), q.e.d.
Die Umkehrung von Korollar 2 ist falsch, da e2ni/p e CP(<$) für jedes peP. Jedoch

gilt:

Satz 3. Sei pQ eine ungerade Primzahl und P die Menge aller Primzahlen p mit
2 < p < p0\ sei «GN,n_.3. Genau dann ist e2ni/n e Cj>(Q), wenn in q>(ri) nur Primteiler
aus P u {2} aufgehen.

2) tp ist die Eulefsche Funktion.



El Math Vol 42, 1987 149

Beweis. Nach Korollar 2 ist nur die Notwendigkeit der Bedingung zu zeigen. Sei also
e2ni/neCP(<$)und

<§ KQczKlcz...czKrcz<[:

ein Körperturm gemäss Definition mit e2ni/n e Kr\ dann ist [_V-#*-i] < p0 für alle
i e {l,...,r}, also enthält [ATr:Q] nur Primteiler aus P u {2}. Andererseits ist aber
[<$(e2ni/n): Q] (p(n) \ [Kr: Q], also enthält <p(n) nur Primteiler aus P u {2}, q.e.d.

3. Satz 2 beinhaltet (für p 3) die bekannte Tatsache, dass sich die Konstruktion
totalreeller kubischer Irrationalitäten auf die Winkeldreiteilung zurückführen lässt.
Dass aber andererseits die Konstruktion einfach-reeller kubischer Irrationalitäten und
insbesondere die Kubusvervielfachung nicht auf die Winkeldreiteilung zurückgeführt
werden kann, ist Inhalt des folgenden Satzes.

Satz4. Sei p eine ungerade Primzahl, {0,1} c S cz C, z e CP(S) n IR und zp e C(S).
Dann ist bereits z e C(S).

Beweis. Wegen Cp(S) CP(C(S)) gibt es einen Körperturm

C(5) /_0c/_1c...ci.rcC

mit z e Kr gemäss Definition. Sei s e {0,..., r) minimal derart, dass es ein z0 e Ks gibt
mit z$ zp.

Fall 1: s 0. Wegen z0eK0= C(S) ist auch |z0| e C(S), also z ±\z\ ±\z0\ e C(S),
was zu beweisen war.

Fall2: s=l. Wegen z0 $ Ks„x ist KS KS-X(z0), zg zp e C(S) cz Ks„x, und wegen
der Minimalität von s ist z^ ^ Ksp_x, also [Ks:Ks.x] p [3; ch. VIII, § 9]. Andererseits
ist aber Ks Ks-X(zs) mit zse C, \zs\ 1, und nach [6; Corollary p. 163] gibt es ein

j e {1,...,/?- 1} und b e Ks.x mit zQ zjb, daraus folgt z2= \z\2= |z0|2= bb e Ks_x
- Ks-X, also Ks.x(z2) cz KS.XKS-X. Wegen zp e C(S) und der Minimalität von s folgt
[Ks.x(z): Ks.x] p, also Ks.x(z2) Ks.x(z) und

p\[Ks.xKs.x:Ks.x].
5-1

Nun ist aber [KS-XKS-X :KS-X] 1[l [Ks-iK' K5-\Ki-il ist nun [Kl:Kt.x] 2, so
i=i

folgt [Kt :Kt.x] 2 und [Ks.xKt: Ks.xKt.,] *_ 2. Ist [Kt: K^ > 21_so ist nach
Definition Kt Kl-X(zl) mit |z,|=l, zf e K^x, also K, Kl-X(zl) Kl-XKS-X, da zt
1 fzt e Kx Ks„ x; daraus folgt aber Ks. x Kt Ks- x Kt- x; also ist [Ks-x Ks-, : Ks- x]

_-i
JJ [Ks„jKt: Ks_xKl_x] eine 2-Potenz im Widerspruch zu p\[Ks-xKs_x : Ks„x],
*=i

q.e.d.

Franz Halter-Koch, Institut für Mathematik, Universität Graz
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A generalization of a two triangle inequality

1. Introduction

By coupling an inequality of Bottema [1] together with one of Pedoe [1], O. Bottema
and M. S. Klamkin obtained the two chain inequality

a'x + b'y + c'z
P
— + SFF'
2

1/2

4Y~FF7,

see [2], where P Yl a'2(b2 + c2 - a2), x, y, z the distances of an interior point M of
the triangle ABC from the vertices A, B, C, a, b, c and a', b', c' the sides ofthe triangles
ABC and A'B'C and F, F' their area respectively.
In this note the author will generalize the part

a'x + b'y + c'z^4Y FF'

of the above inequality for two simplices s(n)=(AxA2...An+x) and s'(n)=(A'xA'2...A'n+i).

2. Notations

We denote by V(W) the volume of the simplex W, s^n) (AxA2...An + x),
s'(rt) (A\A'2... A'n +,) two simplices of En. The facets

(AxA2...At-XAt+x ...An+X)9 (A[A'2... A't-XA'l+i ...A'n+X)

will be denoted by ^(n_1), •sl'(w~1) respectively.
Suppose that M is an interior point of the simplex s^ with distances AlM xl. We

put:

D=YlxlV(s^-^).
i~i
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