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Bemerkungen zur Exponentialfunktion mit rationalem Definitionsbereich

In [2] wurde für den schönen Nachweis der steigenden Monotonie und der
Beschränktheit, also der Konvergenz, der Folge ((1+ l/n)n) jeweils an entscheidender

Stelle die für alle a, b e R und für alle «eN gültige Gleichung

an-bn=(a-b)YJan-kbk-x (1)
*=i

benutzt. Mit ihr ist ebenfalls im wesentlichen beweisbar der

Satz. Für jede Folge nichtnegativer reeller Zahlen (ax,a2, gilt: Wenn

lim an g ist, dann istfür alle keN
n-> od

lim tfa~n Vg~.

Beweis. Sei (ax,a2, eine beliebige gegen g konvergierende Folge
nichtnegativer reeller Zahlen und sei k e N beliebig gewählt.

Für den Beweis ist es günstig, eine Fallunterscheidung zu machen.

l.Fall:g 0.

Die Voraussetzung lim an 0 impliziert: Zu jedem eeR+ existiert ein n(e)eN
w-> 00

derart, dass für alle natürlichen Zahlen n>n(s) folgt, dass \an—0\ <ek ist. Aus
der Nichtnegativität der reellen Zahlen ax,a2, und der Monotonie der tf -

Funktion ergibt sich ebenfalls für alle natürlichen Zahlen n>n(s), dass ^fa~n<e ist,
also auch | ^fä^— 0| <e gilt. Damit ist der l.Fall bewiesen.

' 2.Fall:geR+.
Die Voraussetzung lim an g impliziert: Zu jedem eeR+ existiert ein n(e)eN

n-+ oo

derart, dass für alle natürlichen Zahlen n>n(e) folgt, dass \an — g\ <e • (tf~g)k~x
ist. Da nach (1)

an-g= {tfcnY- {fgf={^rn-n) Z(^n)k-'(^g)-1
k

Z
i=l

ist, folgt für alle natürlichen Zahlen n>n(s) die Abschätzung

I 4J-T JfcTrl-l ü»~8 I \an-g\\fan-fg I - 1 — I < ^- <s.

l— 1

Damit ist der 2. Fall bewiesen. Beide Fälle zusammen beweisen den Satz.

Dieser Satz versetzt uns in Verbindung mit den Grenzwertsätzen für Folgen -
sie gehören zum Standardstoff zumindest eines Analysisleistungskurses im
Gymnasium - und der für alle n, x e N gültigen Gleichung
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l + -=ffYl + -M (2)
« I=_o\ n + i J v '

in die Lage, die Exponentialfunktion für den Definitionsbereich Q sukzessive zu
erklären. Vorab beweisen wir jedoch (2) durch vollständige Induktion über x.
Dazu sei« eN beliebig gewählt.

1 1 ° / 1

*=_!: i + —=1 + -._=_ /7 (1+-
« « + 0 ,__oV « + /

t X+l X 1
^ X « + X X 1

x^x+1: 1 + =1-1 1— =1-1 1 =1 + — + +

n i +

« « « «(« + *) « n + x n(n + x)

[1 + —.) (1 + -1

1

_.(1+ü)(1+___).r^(1+_L
V n J \ n + x L=o V n + i n + x

i o\ n + i

Damit sind die Vorbereitungen abgeschlossen. Sie erlauben eine schrittweise
und konstruktive Definition der Exponentialfunktion, die zuerst für N erklärt wird
und dann über Z auf Q erweitert wird. Wir sind der Meinung, dass dieses
konstruktive Vorgehen für den Schüler kanonischer ist als das reihenmässige Vorgehen,
da es dem gewohnten Prinzip der Erweiterung entspricht und zudem nur Kenntnisse
über Folgen benutzt.

1. Schritt: xeN.
/ 1 \n+l 1 ^n+l

lim 1 + ; (l + —.
x *rr e Xr\Xn->oo\ n + l) X~X \ n + U

ex= 77 -—= 77 77 hm
i=_0 1 i Q / 1 V / 0n^oo / 1

hm 1 + 1 + -

n + i) \ n + i

x-\ / 1 x» *-_, i
77 lim 1 + : lim 77 1 +

/ o«-*oo\ n + i J n^oci=o\ n + i

lim Vn (l + ;Y| lim (l + —
n->xL/ o\ n + i JA (2)«-^oo V nj

2. Schritt :jc 0

e°=l= liml" lim(l + — Y

3. Schritt: xeZ"
Für jedes x e Z " gilt die Gleichung x - | x |, wobei | x | e N ist.



148 Elementarmathematik und Didaktik

1 1

ex=z(,-\x\=_
e\x\.X\x\ || y,_|*l / |X| v|*l

lim 1+ • lim(l+ ' '

,^oo\ n-\x\ I w->oo\ n-\x\
1 1

Ijc| \"-l*l / |x| \ |x|
lim[7l + -«^ooLV «

Hm
'

- Ita (_-_JY- ,im (,---

lim 1 f *
n- \x\

n— \x\

lim (1 +
n-> oc

X \"
« /

4.Schritt:xeN-1: ={«-M«eN}.
Zu jedem xeN-1 existiert ein qeN derart, dass die Gleichung x q~x gilt.

-l r / i \qnv~x r/ i \^i^_1
e* eq x= lim(l + — lim 1 + —)U^ocV qn J j Satz«->ooL\ qn J J

lim(l + — V=limfl + — V
„->oc\ qn n-+oc\ n J

5.Schritt: xeQ
Zu jedem xeQ existieren /?eZ und qeN derart, dass die Gleichung x — gilt.

H

ex eP/i=[eP]x/i=\lim(l + -^)qn] *= limTfl + ^VI
L«->oo\ qn I J satzn-^ooLV qn I J

lim/W —^ limfl + —
qn I «->oo\ n

Durch die Zusammenfassung der Schritte 1. bis 5. ist damit die Exponentialfunktion

e:Q-R xVxv+ex: lim (lH
h-oo\ n

folgenmässig erklärt.
Die steigende Monotonie der Exponentialfunktion in Q ist über diese

Definition aufgrund der Verträglichkeit der lim-bildung bei Folgen mit der
«-*• 00

Ordnungsstruktur auf R - d.h. wenn für zwei konvergente Folgen (ax,a2, und
(bx,b2, reeller Zahlen für alle «eN gilt, dass an<bn ist, dann ist folglich
limtf„< lim bn - leicht zu zeigen. Seien dazu x,j>eQ beliebig gewählt mit x<y.

«-> oo n-> oo
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Dann folgt für alle « e N, dass

i+* )"<(,+ >-
n \ n

ist, also

lim(l + —) <lim(l + ^-V

und damit, dass

ex<ey

ist.

Dieter Rüthing, Paderborn (BRD)
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Aufgaben

Aufgabe 753. M sei eine Menge, und E(M) sei die Menge aller endlichen
Teilmengen von M. Ferner sei K ein Körper, und R sei die Menge aller Abbildungen
von E(M) in K. Definiert man für/geT? die Summe f+g durch (f+g) (X)=
f(X) + g(X) für alle XeE(M) und das Produktfg durch (fg) (Z)= £ fiX) 8 (X^Y)

YaX
für alle XeE (M), so ist Ä (+, ¦) ein Ring mit 1. Dabei ist die Eins die durch e (<ß) 1

und e(X) 0 für X^=<f> definierte Abbildung e. Man rechnet leicht nach, dass die
Menge I allerfeR, für die/(0) O ist, ein Ideal von R ist. Zeige: Ist I=Rfx+ • •+
Rfn mit fei, so ist M endlich, und es gilt \M\ <«. Insbesondere folgt also, dass /
nicht endlich erzeugt ist, wenn M unendlich ist.

H. Lüneburg, Kaiserslautern, Bundesrepublik Deutschland

n

Lösung des Aufgabenstellers. Es seife I. Es gibt dann rx, ...,rneR mit/= ^ rf.
Daher ist '=1

/({«})= t Z /-.(lO/.aflJMO-Ir,«»/,««}).
i=iyc{fl} i=i

Bezeichnet man mit/* die Einschränkung von fei auf {{a} | ae M), so ist also

f*eKff-\ + KJI*, so dass der Vektorraum {f*\fel} endlich erzeugt ist. Definiert
manfüraeMdieAbbildung/adurch/-({ö})= 1 und/fl(_Y) Ofür_Y^ {a}, so folgt einmal
/ae7 und zum andern, dass die Menge der/^ linear unabhängig ist. Also ist
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