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Automorphismen von binären quadratischen Formen

§1. Motivierung
Die Frage, welche ganzen Zahlen durch eine binäre quadratische Form mit ganzen

Koeffizienten dargestellt werden, führt nach Gauss auf die folgenden beiden Probleme:
(I) Zu entscheiden, ob zwei gegebene Formen mit gleicher Diskriminante äquivalent

sind.

(II) Alle Substitutionen zu finden, durch welche die eine von zwei gegebenen
äquivalenten Formen in die andere übergeht.

Da das Verfahren, mit dem man die Äquivalenz von zwei Formen feststellt, immer
auch eine Substitution liefert, die die eine Form in die andere überführt, kann man
das Problem (II) modifizieren:

(IF) Wie erhält man aus einer Substitution L, die die Form g in die Form h
überführt, alle solchen Substitutionen

Diese Frage nun lässt sich leicht zurückführen auf die Aufgabe:
(II") Alle Substitutionen zu finden, durch welche eine Form in sich selbst übergeht.
Diese Substitutionen nennt man Automorphismen der Form.
Die Determinante eines Automorphismus ist ±1. Eine binäre quadratische Form

kann als Norm in einem quadratischen Zahlkörper aufgefasst werden:

a x2 + b x y + c y2 a (x — <& y) (x — &' y) a N (x - § y) a N (x + #* y),

wobei
_#*___#___ _____6 + ^2-4a* - ~b + ]/^D

2 a 2 a

und #' das Konjugium von # bedeutet. Ein Automorphismus der Form ist nun offenbar

eine lineare Abbildung cp des quadratischen Körpers auf sich, für die gilt N(z)
N(<p(z)). Damit führt unser Problem auf das Studium der normerhaltenden linearen

Abbildungen des quadratischen Zahlkörpers.

§2. Lineare Abbildungen in einem quadratischen Zahlkörper

(2.1) Sind ol' und a von Null verschiedene Elemente eines quadratischen Zahl-
körpers K, so gilt ^ ^
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genau dann, wenn es ein e in K gibt mit

a' .a und N(e) 1.

Beweis: Sei iV(a') N(ot). In K gibt es genau ein s mit a' £a. Dann ist N(ol')
N(e a) N(e) _V(a) 2V(a). Also N(e) 1. Die Umkehrung ist trivial.

(2.2) Aus (2.1) sieht man: ist bei einer Abbildung <p von i£ auf sich die Norm
invariant, so gibt es zu jedem a e K ein ea e K mit N(sa) 1 und <p(a) £a • a. Ist 9p

eine lineare Abbildung, so genügt es, die Faktoren ex und e2 der Basis #x, #2 zu kennen:

Betrachten wir 99 (#x + #2) ex #x -f- e2#2, so ist

^V(^i + ^2) iV(e1^1 + 62#2).
Hieraus ergibt sich „„,„,„ n „, n, n

Spur und Norm von et e2 #! #2 und #x #2 stimmen also überein. Daraus folgt

und zwar ist ex e2 #x #2 #j #2 genau dann, wenn et £2.

(2.3) Dem linearen Automorphismus cp von i£ kann eine Matrix

mit rationalen Elementen oc, ß, y, (5 zugeordnet werden; dies soll bedeuten:

y(0_) -d&x-y$2f <p[#J -ß^x + a#2.

Safe; Es sei 99 ein linearer normerhaltender Automorphismus von K und

M
-j8 a

seine Matrix; die Basis ftv #2 soll übergehen in ex #x, e2 #2. Dann gilt det M i 1,

und zwar
0 —y + 1 genau dann, wenn et e2;

— 1 genau dann, wenn % =1= e2.

Beweis: a) Es sei % * e% e; wir können schreiben:
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Also
o —y

-ß OL MäS-HäS-
Folglich

ao — ßy — es 1,

denn &lf &2 bilden eme Basis, also #x #2 — #2 *i + 0
b) Sei a (5 — ß y +1 Wir schreiben

* -y\/*i *i\ /«i*i ^-ß ol )\»2 &2) \e2®2 e'2&'2}

und bilden die Determinante

#1*2 - *_*2 %4*i*2 - «I «2*I*i- (2)

Fur jede normerhaltende lineare Abbildung gilt aber die Gleichung (1) aus (2 2)

#!#; + #;#2 £l 6^0; + *; e2#;#2.

Addition von (1) und (2) fuhrt auf

2#1#2 2e1 e2^2.
Somit ex e2

Der Beweis der zweiten Behauptung verlauft vollständig analog
Wenn im folgenden von linearen Abbildungen die Rede ist, smd stets solche mit

positiver Determinante gemeint
Insbesondere wird uns der Fall interessieren, dass &1 1 und &2 — & #*,

wobei
-fc+)/&2-4ac

2a
eme Wurzel des Polynoms

ax1 +b x + c

ist (a, b, c ganzrational und (at bt c) 1). Ist dann

e Sl + s2 #*

mit rationalen e2, e2, so findet man

d-y<d* ex + e2<&*

-ß + a#* %#* + e2**2 -(*/«) £2 + W«) «2** + £_#*>
also v

.-._ -r <_ | (3)

-ß - (c/a) e2 a £x + (bja) e2. j
Jeder Zahle st + e2,&* mit _V(e) 1 ist durch diese Gleichungen eine unimodu-

lare Matrix x

\-/8 a / a <5- (ö/a)y

zugeordnet Umgekehrt bestimmt jede solche Matrix eme Zahl d — y #* der Norm 1
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(2.4) Sind die Elemente einer solchen Matrix ganzrationale Zahlen, so ist die
zugehörige Zahl e d — y #* eine ganze Zahl aus K, d.h. eine Einheit.

Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, dass die Spur ganz ist:

S(e) (d-y$*) + (d - y #*') 2 d - (bja) y ol + d.

(2.5) Einer Einheit e ex + e2 #* ist offenbar genau dann eine ganzzahlige uni-
modulare Matrix zugeordnet, wenn ex und e2 ganz sind und e2 durch a teilbar ist
(da (a, b, c) 1).

Behauptung: Falls D 4 a c — b2 quadratfrei ist, ist jeder Einheit von K
(?(}/— D) eine ganzzahlige Matrix zugeordnet; in diesem Fall sind also ex und e2 ganz
und e2 durch a teilbar.

Beweis: Weil D quadratfrei ist, ist b ungerade, also D — 1 (mod 4). Die ganzen
Zahlen in Q(]/— D) sind genau die Zahlen (u + v\/—D)l2 mit ganzrationalen u und v

und u —D v (mod 2).

In unserer speziellen Basis 1, &* hat die Zahl g (w + ^ ^—Z))/2 die Form

g gx + g*V* ^±^-*v&*. (4)

Ist also g ganz, so sind gx und g2 ganzrational und a \ g2.

Ist D 4 a c — b2 nicht quadratfrei, also D A2 D' mit quadratfreiem D', so

sind diejenigen Zahlen (u + v |/^)/2 in Q{tf— D) <2(^— £)') ganz, für welche gilt:

u, v ganzrational, u dv (mod 2)

falls -£>' 1 (mod 4)

—4 JD' falls -D' =2,3 (mod 4).

Bezüglich unserer Basis 1, #* haben diese die Darstellung

u+(bv)/A _±!L#* fü_ _D,_1
' u+(2bv)/A _2av_^ fü_ _jD--e2>3.

Behauptung: Sei — D' 1 (4). gx und g2 sind ganzrational und a | g2 genau dann,
wenn A \ v.

Beweis: Man sieht sofort, dass A | v notwendig ist. Zum Beweis der Umkehrung
unterscheiden wir zwei Fälle:

(1) A ungerade. Dann ist

u dv j§ ^ (mod 2), _42 w b2 v, u b vjA.

Es ist also gt (u + b v/A)l2 ganzrational.
(2) A gerade. Dann ist

0 D^4ac-b2 (mod2),
also

F-O, 6 0.
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Wegen _4 | v ist auch v gerade, also u dv 0 (2) Und damit ist wieder

u b v\A (mod 2)

oder gx (u + b v\A)\2 ganzrational
Nun sei — D' 2, 3 (mod 4) Als notwendig erkennt man jetzt A \ 2 v Dies ist

aber auch hinreichend
a) Wenn A \ v, so ist es trivial
b) Wenn _4 -f v, A \2v so ist A gerade, also auch D A2 Df und damit auch b und

b (2 v/4)
w wird als gerade vorausgesetzt, also smd wir fertig
(2 6) Nun beachten wir, dass m Q{]/— D') (Df quadratfrei) eme Zahl (u + v ]/d)l2

genau dann eine Einheit mit positiver Norm ist wenn u v ganzzahlige Losungen der
Pellschen Gleichung 2 _ 2

4

smd (d definiert wie oben) Fur alle Disknmmanten D deren quadratfreier Kern D'
ist, smd wir in em und demselben quadratischen Zahlkorper (?(]/— D') Die obigen
Betrachtungen lehren nun, dass genau denjenigen Einheiten [u + v]jd)\2 ganzzahlige
Matrizen der gewünschten Art zugeordnet smd bei denen u und v ganzrationale
Losungen der Pellschen Gleichung (u2 + Dv2)j4 1 smd Die Matrixelemente a, ß, y, 6

berechnen sich dann nach den Formeln

6 (u + b v)\2 —y= —av
— ß cv 0L=(u — bv)/2

Dies folgt aus den Formeln (3) (4) und (5)

§3. Anwendung auf quadratische Formen

Wir betrachten binare quadratische Formen

ax2 + bxy + cy2

mit ganzrationalen Koeffizienten a, b, c Eme lineare Substitution

x ax' + ßy', y y x' + dy'

/a j8\
(wir werden sie als Matrix I I schreiben) mit ganzrationalen a, ß, y, 6 und

\y ö)
ol 6 — ßy — 1 fuhrt die Form uber in eine äquivalente Form

a! xt2 + b' x' y' + cf y'2.

Ist hierbei a a', b b', c c', so heisst die Substitution em Automorphismus der
Form Beim Studium der Automorphismen kann man sich auf primitive Formen
ax2 + bxy + cy2 beschranken, d h auf Formen mit (a, b, c) 1 Falls namhch
(a, b,c) t und a at, b bt, c ct, so smd die Automorphismen der imprimitiven
Formax2 + bxy + cy2 durch die der zugehörigen primitiven Formax2 + bxy + cy%

gegeben
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Nun schreiben wir die Form als Norm in einem quadratischen Zahlkörper:

ax2 + bxy + cy2 a (x — $y) (x — $' y) aN (x — §y) a N (x + $* y)

WObd
_#* * -. + !/_«-4.c _ -b + Y=D

2 a 2a'
Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass einer linearen Substitution

("«V

_der «Koordinaten» eine lineare Abbildung von K (?(j/— D) auf sich entspricht,
deren Matrix durch

\rß «/
gegeben ist. Diese Abbildung führt N (x — § y) N(x, y) über in Ar (e2 # — ex # y) —

N(x,y). Ist dabei
_7(„, y) 2V(„, y)

für alle x, y und sind <x, ß, y, ö ganzrational, so ist die Substitution

(r <V

ein Automorphismus von ax2 + bxy + cy2 und umgekehrt. Damit ist die Verbindung

zu unseren Überlegungen im § 2 hergestellt, und die Resultate von (2.6) besagen
für Automorphismen binärer quadratischer Formen:

Die Substitution / ^x

\y dl

ist genau dann ein Automorphismus der primitiven Form

ax2+bxy + cy2,
wenn x ,n Qol= (u — bv)j2, p — cv,

y av, 6 (u + b v)\2,

wobei u, v ganzzahlige Lösungen der Pellschen Gleichung

u2 + D v2
__

4
sind.

Dieses Ergebnis wurde von Gauss durch Rechnung hergeleitet.

P. Hafner, Zürich
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