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Ùber Membranen mit speziellen Knotenlinien

JOCHEN BRUNING*

Unter einer Membran M wollen wir im Folgenden ein beschrânktes Gebiet des R2

verstehen, dessen Rand dM der folgenden Regularitàtsbedingung genûgt: dM
besteht aus endlich vielen paarweise disjunkten Kurven in R2, von denen jede
homôomorph zu S1 und stuckweise unendlich oft differenzierbar ist. Wir betrach-
ten die Eigenwerte 0<À,<A.2* • • des Dinchletproblems fur den Lap-
laceoperator A in M und zu jedem Eigenwert den zugehôrigen Eigenraum, der
bekanntlich aus in M reell-analytischen und auf M stetigen Funktionen besteht,
die auf dM verschwinden. Ùber weitere allgemeine Eigenschaften dieser Eigen-
funktionen, etwa in welcher Weise die Géométrie von M die Formierung von
Knotenlinien und Knotengebieten beeinfluGt, ist nur wenig bekannt (s. [1], Kap.
VI, §6 und [2]). Wir wollen daher in der vorliegenden Note die Fragestellung
umkehren und untersuchen, wie eine vorgegebene Eigenschaft der Eigenfunk-
tionen die Géométrie von M einschrànkt. Die in Rede stehende Eigenschaft fâllt
z.B. ins Auge, wenn man die Eigenfunktionen eines Quadrates betrachtet:

EIGENSCHAFT (K). Es gibt unendlich viele Eigenfunktionen fy in M, deren
sâmthche (innere) Knotenlinien Geradenstùcke sind.

Wir kônnen dièse Situation auffassen als besonders enge Analogie zum Fall der
schwingenden Saite. Es stellt sich nun heraus, daB aile Membranen mit der
Eigenschaft (K) aufgezàhlt werden kônnen.

SATZ. Die folgende Liste von Membranen mit der Eigenschaft (K) ist vollstândig:
a) Kreise,
b) Kreissektoren,
c) Kreisringe,
d) Kreisringsektoren,
e) aile Membranen, die sich durch endlich viele Spiegelungen an den Seiten aus

einem der folgenden Polygone gewinnen lassen :

a) ein Rechteck,
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Mathematik" an der Universitat Bonn
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14 JOCHEN BRUNING

P)ein Dreieck mit den Winkeln — — ,—,2 4 4

y) ein Dreieck mit den Winkeln -,-,-.2 3 6

Der Beweis des Satzes wird sich aus einer Reihe von Hilfssàtzen ergeben. Wir
betrachten also eine feste Membran M mit der Eigenschaft {K). Bezeichnet /, die
Anzahl der inneren Knotenlinien der Eigenfunktion ijjp d.h. die Anzahl der in M
von Rand zu Rand laufenden Geradenstûcke, auf denen i^ verschwindet, so ist

unsere erste Bemerkung, daB /, mit j gegen Unendlich strebt. Genauer gilt

HILFSSATZ 1. Es bezeichne fi} den zuty gehôrigen Eigenwert. Dann gibt es eine

Konstante C>0 und ;oeN, so dafi fur j

Beweis. Bezeichnet L, die Gesamtlânge der inneren Knotenlinien von ^ und

d(M) den Durchmesser von M, so ist

Damit folgt die Behauptung aus [2].

Der nâchste Hilfssatz enthàlt den Schlûssel zum Beweis des Satzes.

HILFSSATZ 2. Es sei N<=^M ein Knotengebiet von typ c:(a, b)—>M ein inneres

Geradenstûck c^^O), das N berandet, g die zugehôrige Gerade im M2 und
o-:R2-*R2 die Spiegelung an g. Dann liegt N ganz auf einer Seite von g und a(N)
ist ebenfalls ein Knotengebiet von tyv

Insbesondere sind aile Knotengebiete von \p} kongruent.

Beweis. Es sei g0: c((a, b)). Wir setzen fur pea(N)Ug0

Dann lôst i^ das Anfangswertproblem

^=0 in cr(N),

^ 0 lângs g0,
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g0.

Hierbei bezeichnet ^ den zu if/} gehôrigen Eigenwert und n die nach a(N)
weisende Normale von go. Da \p} dasselbe Problem lôst, stimmen nach dem Satz

von Cauchy-Kowalewski ty und i/>; ûberein in X, wenn X die von g0 berandete

Komponente von or(N)C\M bezeichnet. Wâre nun nicht cr(N)c:M—und damit
X cr(N)—, so gâbe es p e X mit p e cr(N) D SM\ dann folgte aber i^(p) ^(p)
0 und damit i/^ °cr(p) 0, was wegen cr(p) e N nicht sein kann. Also ist cr(N) <= M
und deshalb ein Knotengebiet von ijjr Dann ist aber auch NH cr(N) 0, so daB N
ganz auf einer Seite von g liegt. Wir nennen nun zwei Knotengebiete N', N" von
ip} âquivalent, wenn es Knotengebiete N' No, Nl9..., Nk N" gibt derart, daB

N, und Nl+l eine innere (gerade) Knotenlinie von ty gemeinsam haben. Es seien

N=N0,N1,... ,Nt die Elemente der Àquivalenzklasse von N, die nach dem
bisher Bewiesenen aile zu N kongruent sind. Setzen wir dann

i=O

so ist Y a M und d Y c^-*(()); nach Konstruktion ist also dYadM und damit
Y=M, d.h. aile Knotengebiete von i^ sind kongruent.

Die Einschrànkungen fur die geometrische Gestalt von M folgen nun wesent-
lich aus der Tatsache, daB unendlich viele Eigenfunktionen gerade Knotenlinien
haben.

HILFSSATZ 3. M wird von mindestens einem C°°—Bogen konstanter Krûmmung
berandet.

Beweis. Nach Voraussetzung besteht dM aus endlich vielen C°°—Bogen cu cb
die doppelpunktfrei oder geschlossen sind und hôchstens Randpunkte gemeinsam
haben. Die /, Knotenlinien von fy verbinden nun jeweils zwei Randpunkte von M.
Die Anzahl m, der verschiedenen Randpunkte von M, die von Knotenlinien von
i/*j getroffen werden, strebt dann mit / gegen Unendlich; wâre nâmlich etwa

nij^m, so mûBten in wenigstens einem Punkt von dM mindestens [2/J/m
verschiedene Knotenlinien zusammentrefïen, was m, ^[2Ji]/m +1 zur Folge hat
und wegen Hilfssatz 1 zum Widerspruch fûhrt. Wir kônnen also annehmen, daB
die Anzahl n, der verschiedenen Punkte von ct, die von Knotenlinien von i^
getroffen werden, unbegrenzt wâchst. Wird cx mit Bogenlânge parametrisiert,
cx : [0, L] -» IR2, so treffen die Knotenlinien von i^ nach Hilfssatz 2 genau die
Punkte CiiiiL/ri))], 0^i^nr Bezeichnet dann k die Krùmmung von cu so finden
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wir weiter mit Hilfssatz 2

max |ic(f) —K(f')|= max |ic(f)-K(f')|

— max

woraus die Behauptung folgt.
Nach Hilfssatz 3 hat also etwa die Randkurve cx von M konstante Kriimmung,

d.h. cx ist ein Kreisbogen oder ein Geradenstùck.

HILFSSATZ 4. Ist cx ein Kreisbogen, so ist M ein Kreis, ein Kreissektor, ein
Kreisring oder ein Kreisringsektor.

Beweis. Wir beginnen mit der Bemerkung, daB nach Hilfssatz 2 aile inneren
Knotenlinien einer Eigenfunktion ty ct senkrecht treffen. In Polarkoordinaten sei

ct gegeben durch

fur ein JR >0 und 0<a ^2tt. Wir nehmen zunâchst an, daB M linkerhand von cx

liegt. Setzen wir S: {(r, (p)\0<r<R,0<<p<a}, so ist also SHM^0. Ist dann
S<= M, so wâhlen wir eine Eigenfunktion 0; aus mit n} ^4 (s. Beweis von Hilfssatz
3). Wir setzen dann

und bemerken, daB S' ein Knotengebiet von i/>; ist. Anderenfalls enthielte nâmlich
S' zwei Knotengebiete, von denen eins von einem Kreisbogen berandet wird,
wâhrend das andere ein Polygon ist; dies widerspricht Hilfssatz 2. Damit folgt
aber—ebenfalls aus Hilfssatz 2—, daB M ein Kreis oder ein Kreissektor ist.

Ist hingegen S$ M, so gibt es p (r0, <p0) g S DdM. Wir kônnen annehmen, daB

{(**, <p) | ro<r< JR, <p (po}c=M. Eine Umgebung von p in dM sei gegeben durch

{{r(t),(p(t))\\t\<e} mit r(0) r0, <p(0) <p0. Nach Wahl von r0 ist die Funktion
t>-*(p(t) in keiner Umgebung von 0 konstant. Weiter folgt aus der Maximalitât
von r0, daB fur hinreichend kleines 8<e {(r, <p(r)) | r(t)<r<R,-8^t^0}<^M
oder aber {(r, <p(r)) | r(r)<r<K, 0=^r^ô}c:M Damit haben wir aber wieder ein
Randstuck von M gefunden, das von unendlich vielen inneren Knotenlinien
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getroffen wird. Die SchluBweise des Beweises von Hilfssatz 3 liefert dann, da8
dièses Randstûck ebenfalls konstante Krûmmung hat. Wâre es ein Geradenstûck,
so ergàbe sich mit Hilfssatz 2 sofort die Existenz einer Eigenfunktion mit zwei
nicht kongruenten Knotengebieten. Also haben wir einen Kreisbogen, der dann
nach der Anfangsbemerkung zu ct konzentrisch sein muB. Also gibt es eine

Eigenfunktion \\$p die einen Kreisringsektor als Knotengebiet besitzt; nach
Hilfssatz 2 ist dann M selbst ein Kreisring oder ein Kreisringsektor.

Es verbleibt der Fall, daB M rechts von cx liegt. Ein ganz analoges Vorgehen
liefert dann, daB M ein Kreisring oder ein Kreisringsektor ist.

HILFSSATZ 5. Ist cx ein Geradenstuck, so muQ M eine Membran von der im Satz

unter e) genannten Art sein.

Beweis. Wir kônnen annehmen, daB cx gegeben ist durch {(x, 0)eR2
und daB M oberhalb von c1 liegt. Wir wissen dann, daB die Punkte

und

von inneren Knotenlinien der Eigenfunktion «/rf getroffen werden, aber kein
Punkt von cx zwischen p) und p]. Es bezeichne m\ die Anzahl der Knoten von ij/p

die p\ treffen, J=l,2. Wir untersuchen zunâchst den Fall, daB m* mf=l fur
unendlich viele /. Nach Hilfssatz 2 ist es klar, daB fur dièse j aile inneren
Knotenlinien von t//, cx senkrecht treffen. Nun finden wir mit derselben

Ùberlegung wie im zweiten Teil des Beweises von Hilfssatz 4 ein oberhalb von cx

gelegenes Randstûck von M mit konstanter Krûmmung. Eine weitere Anwendung
von Hilfssatz 2 zeigt, daB dies Randstûck ein zu cx parallèles Geradenstuck sein
muB und daB es eine Eigenfunktion ^ gibt, die ein Rechteck als Knotengebiet
besitzt. Damit entsteht M aus diesem Rechteck durch sukzessive Spiegelungen.

Im anderen Fall kônnen, wir annehmen, daB m) > 1 fur unendlich viele j. Um
dièse Situation behandeln zu kônnen, machen wir von der Tatsache Gebrauch,
daB die inneren Knotenlinien von ift sich in Punkten von M unter gleichen
Winkeln schneiden und daB dies auch in den inneren Punkten von cx gilt, wenn
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man cx als Knotenlinie mitzàhlt (der erste Teil der Behauptung ist z.B. in [3]
bewiesen; der zweite Teil wird auf den ersten zuriickgefûhrt durch Fortsetzung
der Eigenfunktion mittels Spiegelung an cx). Wir betrachten nun das Dreieck mit
der Strecke von p) nach p2 als Basis und den Winkeln irlm] +1 bzw. 7r/m2 + 1 bei

p] bzw. p2. Fur genûgend groBes / ist die Spitze dièses Dreiecks ein Schnittpunkt
von Knotenlinien der Eigenfunktion i/>,. Also gibt es keN, k^2, so da8

TV 1T 7T
-+—— tt oder

mf+1 fc

mjm2-!

2Da dieser Ausdruck <2 ist fur m2>5, rechnet man nun einfach die môglichen
Werte fur m*, m2 und fc aus. Es ergibt sich, daB das Dreieck nur gleichseitig,
rechtwinklig-gleichschenklig oder rechtwinklig mit den restlichen Winkeln tt/3
und tt/6 sein kann. Wir wollen noch zeigen, daB das Dreieck auch ein

Knotengebiet von ^ ist fur groBes /. Dann ist sicher das Innere des Dreiecks
enthalten in M; wâre es kein Knotengebiet, so wûrde jede innere Knotenlinie von
if/} die von p] und p2 ausgehenden Seiten treffen, sofern sie das offene Dreieck
trifft. Nun folgt aber leicht durch Induktion, daB if/} zwei nicht kongruente
Knotengebiete hàtte, nâmlich ein Dreieck und ein Polygon mit mindestens vier
Seiten. Da eine Membran, die durch sukzessive Spiegelungen aus einem gleich-
seitigen Dreieck entsteht, auch durch sukzessive Spiegelung aus einem Dreieck
mit den Winkeln tt/2, tt/3 und tt/6 entsteht, ist der Beweis wegen Hilfssatz 2

vollstândig.
Wir haben damit gezeigt, daB hôchstens die im Satz genannten Membranen

die Eigenschaft (K) haben. Daher bleibt noch zu zeigen, daB dies auch wirklich
der Fall ist. Fur Kreis, Kreissektor, Kreisring und Kreisringsektor rechnet man die

Eigenschaft (K) unmittelbar nach. Die Membranen der unter e) genannten Art
sind aile enthalten in Parkettierungen der Ebene bestehend aus kongruenten
Rechtecken oder kongruenten Dreiecken mit den Winkeln ir/2, ir/4, tt/4 bzw.

tt/2, tt/3, tt/6. Dièse Parkettierungen lassen sich unbegrenzt verfeinern, indem
man die Grundfigur in 4 bzw. 2 bzw. 4 kongruente Teile zerlegt, die der
Grundfigur âhnlich sind. Zu jeder Verfeinerung betrachtet man die erste
Eigenfunktion des Dirichletproblems fur à in einer festen Grundfigur; dièse Funktion
besitzt eine reellanalytische Fortsetzung auf ganz M2, deren Nullstellen genau die
Rânder der Parkettierung sind. Also liefert ihre Einschrânkung auf M eine

Eigenfunktion des Dirichletproblems fur A in M, deren sâmtliche innere Knotenlinien

Geradenstûcke sind. Der Beweis des Satzes ist damit beendet.
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