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Comment Math Helvetici 54 (1979) 61-104 Birkhauser Verlag, Basel

Ùber Bahnen und deren Deformationen bei
linearen Aktionen reduktiver Gruppen

Walter Borho und Hanspeter Kraft

Summary Let a reductive group G act linearly on a vectorspace V, and let O c V be an orbit For
each irreducible représentation w of G, the multiplicity with which o> occurs in the ring of regular
functions on O (or on îts closure Ô) provides an interesting numencal invariant of O We introduce an
algebraic notion of a "déformation" of an orbit into another one The main goal of this paper is to give
sufficient conditions on an orbit, in order that an arbitrary déformation of this orbit has to préserve ail
the multiplicités mentioned above

In the spécial case where G PSLn acts on îts Lie-algebra m the usual way, every (nonzero)
nilpotent orbit may be deformed into a semisimple orbit, and a conjecture of Dixmier amounts to
saying that thèse déformations should préserve multiphcities We prove this conjecture to be true in
the case where the closure of the nilpotent orbit is a normal vanety

In development of an idea of Dixmier [6], we also introduce a notion of "sheets" of V (maximal
irreducible subsets consisting of orbits of a fixed dimension), and we give a useful description (5 4) for
ail sheets of a semi-simple Lie-algebra

This paper is strongly influenced by some investigations of B Kostant [10] on similar problems and
extends some of his results

§1. Einleitung

Sei G eine zusammenhângende reduktive algebraische Gruppe ùber einem
algebraisch abgeschlossenen Kôrper k der Charakteristik 0. Wir betrachten eine
lineare Darstellung von G auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V und
untersuchen die G-Orbiten in V.

1.1. Nullfaser. Wir nennen einen Orbit in V instabil, wenn sein (Zariski-)
AbschluG die Null enthâlt, anderenfalls heiBt er senti-stabil. Die semi-stabilen
Punkte, also die Punkte p von V, die einen semi-stabilen Orbit erzeugen, sind
bekanntlich dadurch gekennzeichnet, daB es eine nicht konstante, homogène
invariante Polynomfunktion / auf V mit /(p)^0 gibt (vgl. [12], Chap. 1, §2).
Bezeichnen wir daher mit Y das maximale Spektrum des Ringes der invarianten
Polynomfunktionen auf V und mit tt : V —? Y den kanonischen Morphismus, so
bilden die instabilen Punkte eine Faser von tt, nàmlich 7t~1tt(0). Deshalb nennen
wir die Menge der instabilen Punkte von V (oder einer Teilmenge U c V) auch
kurz die Nullfaser von V (bzw. U).
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62 WALTER BORHO UND HANSPETER KRAFT

1 2 Déformation Manchmal kann man einen instabilen Orbit Gv durch eine
"kleme Storung" in einen semi-stabilen Orbit Gu "deformieren" (u, ueV)
Dièse Sprechweise soll prazise folgendes bedeuten Gv ist im Abschluft des Kegels
Uo+cek c Gu enthalten und hat dieselbe Dimension wie Gu Dies ist eine geomet-
nsche Interprétation des algebraischen Konzeptes einer "Déformation das wir
in dieser Arbeit verwenden (3 1,3 4) Dièse scheinbar sehr enge Auslegung der
Idée emer Déformation ist allgemem genug, weil wir hneare Gruppenaktionen
betrachten - Das Deformieren erweist sich als nutzlich, weil die semi-stabilen
Orbiten im allgemeinen einer naheren Untersuchung besser zuganglich smd

1 3 Schichten Die Vereinigung der Orbiten einer festen Dimension n ist

eine lokal abgeschlossene Teilmenge V(n) von V, die irreduziblen Komponenten
der Mengen V(tl), n 0, 1, 2, nennen wir die Schichten von V Ein abgeschlos-

sener Orbit gehort stets nur zu einer emzigen Schicht (4 2), andere Orbiten
konnen aber durchaus zu mehreren Schichten gleichzeitig gehoren Besonders

gunstige Verhaltnisse liegen vor, wenn eine Schicht S von V die folgende
Bedmgung erfullt

I (dichter Orbit) Die Nullfaser von S enthalt einen dichten Orbit O

In dieser Situation folgt namhch, daG O zu S gehort und daB aile anderen
Orbiten der Schicht Deformationen von O (und semi-stabil) sind (Satz 6 1)

1 4 Lie-Algebra Wir sind hauptsachhch an dem Fall interessiert, daB V q

die Lie-Algebra g einer halbeinfachen Gruppe G ist (auf der G durch die

adjungierte Darstellung openert) In diesem Fall smd die mstabilen Orbiten
gerade die "nilpotenten", also die Gx mit xeg, so daB die hneare Abbildung
[x, ] g—>g nilpotent ist, und die abgeschlossenen Orbiten sind gerade die

"halbeinfachen" Orbiten (d h die Gx mit [x, ] halbemfach) Wir geben eine
Beschreibung fur die Schichten von g an (Theorem 5 4), aus der unter anderem

hervorgeht, daB sie aile die Bedingung I (dichter Orbit) erfullen (Korollar 5 7)
Jede Schicht der Lie-Algebra enthalt danach genau einen nilpotenten Orbit, und
dieser kann in aile anderen Orbiten der Schicht deformiert werden -Es kann

allerdings passieren, daB eine ganze Schicht S(^{0}) nur aus einem einzigen Orbit
besteht, dieser ungunstigste Fall kommt bei allen einfachen Lie-Algebren g auBer

sln vor (weil es von der minimalen Dimension >0 dann bekannthch nur einen
Orbit gibt), uber solche Orbiten sagen unsere Resultate nichts aus

1 5 Dixmier-Schichten Besonders gunstig fur unsere Betrachtungen sind

dagegen die Dixmier-Schichten, so nennen wir die Schichten S der Lie-Algebra,
die halbeinfache Orbiten enthalten (Sie stimmen mit den von Dixmier in [6]
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studierten MengenS" uberem, vgl 5 1) Die halbemfachen Orbiten sind dann die
Orbiten allgemeiner Lage in S Klassische Beispiele fur Dixmier-Schichten smd
die "regulare Schicht" - bestehend aus den Orbiten der maximalen Dimension -
und die "subregularen Schichten" - bestehend aus den Orbiten der nachst niede-

ren Dimension Die regulare Schicht ist von Kostant m [10] emgehend untersucht
worden Die vorhegende Arbeit kann als eme Ausweitung seiner Betrachtungen
auf andere Schichten angesehen werden (vgl 1 9) - Ist die Gruppe G einfach vom
Typ An, Dn oder En, so gibt es nur eine subregulare Schicht, dièse kann beim
Studium der Kleinschen Singulantat vom selben Typ herangezogen werden, um
die "universelle Déformation" in naturlicher Weise zu reahsieren (Bneskorn, vgl
[15], [18], [28]), die dabei angestellten Untersuchungen uber subregulare
Elemente in der Gruppe hefern auch einen tiefen Einbhck m die Struktur der

subregularen Schicht der Lie-Algebra

16 G PSLn Im Falle G PSLn sind aile Schichten der Lie-Algebra
Dixmier-Schichten (Ozeki-Wakimoto [19]), und die Schichten smd paarweise
disjunkt (Dixmier [6], vgl [11]) (Durch beide Eigenschaften zeichnet sich PSLn

vor den einfachen Gruppen anderen Typs aus Das bedeutet also, daB jede
nilpotente Konjugationsklasse zu genau einer Schicht gehort und dann in eine
halbeinfache Konjugationsklasse deformiert werden kann (Die G-Orbiten in $ln

sind bekannthch genau die Konjugationsklassen von Matnzen mit Spur 0 Wie
sieht dièse Beziehung zwischen mlpotenten und halbemfachen Orbiten exphzit
aus9

Jede nilpotente Matrix bestimmt eme Partition von n (die GroBen der
"Kastchen" m der Jordanschen Normalform) Auch eine halbeinfache Matrix
bestimmt eine Partition von n (die Vielfachheiten der Eigenwerte) Dièse Par-

titionen hangen nur von der Konjugationsklasse der betrachteten Matrix ab

Umgekehrt bestimmt jede Partition auf dièse Weise eindeutig eine nilpotente
Konjugationsklasse und eine Famille von halbemfachen Konjugationsklassen Die
halbemfachen Konjugationsklassen, in die sich die nilpotente Konjugationsklasse
zur Partition p deformieren la&t, sind nun gerade durch die zu p duale Partition
gegeben (vgl [11], Satz 2 2)

1 7 Multiphzitaten Auf der k-Algebra aller regularen Funktionen auf emem
Orbit O openert die Gruppe G lokal-endhch (und daher voll reduzibel) Jeder
irreduzible G-Modul W kommt dabei mit einer gewissen endhchen Multiphzitat
vor Dies hefert intéressante numensche Invananten des Orbits O Wir nennen sie
kurz die "Multiphzitaten von O", und notieren sie mw(O) Fur den AbschluB Ô

von O definieren wir mw(Ô) analog Ist O der regulare nilpotente Orbit der
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Lie-Algebra (1.5), so ist nach Kostant mw(O) durch die Dimension des Null-
gewichtsraumes des dualen G-Moduls W* zu W gegeben [10]. Dixmier hat fur
G PSLn eine allgemeine Vermutung aufgestellt, die den AnstoB zu der vor-
liegenden Arbeit gegeben hat und hier teilweise bewiesen werden soll.

Multiplizitàten-Vermutung von Dixmier. Sei O ein nilpotenter Orbit in g $ln.

Seien n Pi + • * * + pr die zugehôrige Partition und n qi+'--+qs die duale
Partition (1.6). Sei HcGLn eine Untergruppe der Gestalt GLqix • • • xGLqs. Sei

W ein irreduzibler Modul fur G PSLn (und damit auch fur GLn). Es bezeichne
W*H den Invariantenraum von H im dualen G-Modul W* zu W. Dann gilt:

mw(Ô) dim W*H.

Man kann sich relativ leicht uberlegen, daG die rechte Seite gerade die

Multiplizitàten eines halbeinfachen (und daher abgeschlossenen) Orbits aus der-
selben Schicht angibt, und daB man die Vermtung deshalb in unserer
Terminologie auch so aussprechen kann: Innerhalb jeder Schicht von sln sind die

Multiplizitàten der Abschlùsse der Orbiten konstant. - In einem Anhang (zum
Kapitel 7) beweisen wir die (schwâchere) Aussage: Innerhalb jeder Schicht von
sln sind die Multiplizitàten der Orbiten konstant.

1.8. SATZ. Sei S eine Schicht von V mit folgenden Eigenschaften:

I. (dichter Orbit) Die Nullfaser von S enthâlt einen dichten Orbit O.

IL (Kodimension) Der Rand Ô\O von O hat Kodimension ^2 in Ô.

III. (Normalitât) Der AbschluR Ô ist eine normale Varietàt.
IV. (Zusammenhang) Der Stabilisator Gx eines xeO ist zusammenhàngend.

Dann haben aile Orbiten innerhalb der Schicht S und die Abschlùsse dieser Orbiten
die gleichen Multiplizitàten (Théorème 3.8 und 6.3).

Sei nun V g die Lie-Algebra von G. Dann sind die Bedingungen I und II
stets erfûllt (II weil aile Orbiten gerade Dimension haben, fur I siehe 1.4);
dasselbe gilt fur IV im Falle g $ln. Dagegen ist es ein offenes Problem, ob III
immer erfûllt ist. Fur die regulâre Schicht ist III bekannt (Kostant [10]), ebenso

fur die subregulâre Schicht von sln (und allgemeiner, wenn in 1.7 p2 p3 • • •

pr 1 genommen wird) nach Hesselink [7]. In diesen Fâllen ist die

Multiplizitàten-Vermutung von Dixmier also bewiesen. (Man vergleiche hierzu
den Nachtrag bei der Korrektur.) Fur Anwendungen auf die Einhùllende Algebra
von g verweisen wir auf [17] (etwa Theorem 2.6) und auf [1] (etwa Satz 3.4 und
3.5).
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1.9. Unsere Methoden sind stark von den Ideen von Kostant beeinfluBt. Er
hat in [10] klar herausgearbeitet, welche Bedeutung die Bedingungen I, II und III
haben. Allerdings spielt in seinen Betrachtungen (die sich-in unserer Sprache
ausgedrùckt - auf die "regulâre Schicht" S in V beziehen) noch eine andere

Voraussetzung eine zentrale Rolle, nâmlich

V. (Invariante Erzeugung) Das Primideal $(O) der auf O verschwindenden

regulâren Funktionen wird durch invariante Funktionen erzeugt.

Dièse sehr starke Bedingung ist zwar fur die regulâre Schicht der Lie-Algebra
erfùllt, aber zum Beispiel schon fur die subregulâre Schicht von sl3 verletzt. Der
Verzicht auf dièse Voraussetzung ist einer der wesentlichen methodischen Un-
terschiede unserer Arbeit zu der von Kostant. Zu einigen Gedanken in unseren
Abschnitten 3 und 4 findet man Parallelen in den Arbeiten von D. Luna ([26],
[27]).

1.10. Die Bedingung IV (Zusammenhang) an die Schicht S ist notwendig fur
das Hauptresultat, wie ein Beispiel zeigt (6.6, S eine der beiden subregulàren
Schichten von so5). Im letzten Kapitel lassen wir die Voraussetzungen IV und
auch III (Normalitât) fallen, betrachten also beliebige Schichten der Lie-Algebra.
Wir kônnen dann zwar nur noch gewisse grobe Aussagen uber die Multiplizitàten
beweisen (Theorem 7.1); dièse zeigen aber immerhin, daB die Multiplizitàten
eines Orbits Gx beim Deformieren tatsàchlich sprunghaft anwachsen kônnen, und
machen verstândlich, daB und wie dièses Phânomen durch die Komponenten-
gruppe GJG°X kontrolliert wird. Die Beweise dièses letzten Kapitels verdeutlichen
gleichzeitig die Nùtzlichkeit der im Theorem 5.4 angegebenen Beschreibung der
Schichten.

Bemerkung. Die Autoren danken J. Dixmier, M. Duflo, R. Elkik, W. Hes-
selink, D. Luna und V. L. Popov fur Hinweise und Diskussionen zu dieser Arbeit.
Leitfaden:

§2. Einige Halbstetigkeitsaussagen

2.0 Im folgenden arbeiten wir uber einem algebraisch abgeschlossenen
Grundkôrper k der Charakteristik 0. Aile Varietâten und insbesondere aile
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endlich dimensionalen Vektorrâume werden mit der Zariski-Topologie versehen.
Die Halbstetigkeitsaussagen dièses Abschnitts beruhen auf dem folgenden Satz

von Chevalley ([5], 13.1.3):

Sei <f> :X —> Y ein Morphismus von Varietàten. Dann ist die Funktion d:X->N,
die jedem Punkt xeXdie Dimension seiner Faser <f>~l(<f>(x)) im Punkte x zuordnet,
halbstetig nach oben.

Dabei heisst eine Funktion d : X —» N halbstetig nach oben, wenn die Mengen
{x e X | d(x)^ n} fur aile neN abgeschlossen sind. Ferner erinnern wir daran, da6
die Dimension einer Varietàt F in einem Punkt xeF definiert ist als das

Maximum der Dimensionen derjenigen irreduziblen Komponenten von F, welche

x enthalten (Bezeichnung: dimxF).

2.1. Sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra (ùber fc). Ist V ein g-Modul,
so bezeichnen wir fur jede Teilmenge 1/çV mit qu ={xe§\xU 0} ihren
Zentralisator in g und fur jede Teilmenge a c g mit Va ={v e V \av=Q} ihren
Invariantenrawn in V. Fur veV schreiben wir statt gM kùrzer g\

LEMMA. Seien V, W zwei endlich dimensionale Q-Moduln. Dann gilt:
(a) Die Funktion f: V—»N, u«-»dimglJ, ist halbstetig nach oben.

(b) Die Funktion g: V—>N, ui-*dim WQ\ ist auf jeder Teilmenge 1/cV, auf
der die Funktion f von (a) konstant ist, halbstetig nach oben.

Beweis. (a) Wir betrachten den Morphismus <f> : g x V -h> V, </>((*, v)) : xv, und
die abgeschlossene Untervarietàt T:=<f>~1(0) des Produktes gxV. Die
Einschrânkung der Projektion prv : g x V —> V auf T liefert einen Morphismus
tt.T-ï V, dessen Fasern durch it~1(v) qv x{v} gegeben sind. Nach dem Satz

von Chevalley (2.0) ist die Funktion f»-»dinit TT~l(7r(t)) halbstetig nach oben auf
T, und die Behauptung a) folgt durch Einschrânken dieser Funktion auf den

"Nullschnitt" {0}x VçT.
(b) Sei t)çg eine Unteralgebra. Sei n:=dimW und i//:ï)nxW-^Wn der

durch (xu x2,..., xn, w)»-^(x1w, x2w,..., xnw) gegebene Morphismus. Wir be-

haupten zunâchst:

dim ^-1(0) dim0 it*~\0) n • dim I) + dim W*. (1)

Die Varietàt i/T^O) ist homogen (d.h. sie enthâlt mit jedem Punkt z auch die
Gerade kz durch z); folglich enthâlt jede irreduzible Komponente von i/f^O) den

Nullpunkt, woraus die erste Gleichheit von (1) folgt. Wegen ^"1(0)3^nxWl>
erhalten wir dinn^CO^n • dimt)+dim W[\ Sei nun S eine irreduzible
Komponente von ^~1(0), und sei tt : S—» W induziert durch die Projektion prw :l)"xW
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—->W. Wir haben nur noch die Ungleichung dimS^n • dimï) + dim Wh nach-
zuweisen. Ist v(S)<É W*\ so folgt ofïenbar Sçt)rix W* und damit die Behauptung.
Ist tt(S)£ W, so gibt es ein we ir(S)\Wb, und fur dièses gilt 7r~1(w) (^vv)nx{vv}
mit f)w?éï)- Wir erhalten dim S^dim 7r(S) + dim 7r~1(w)^dim W+n -diml)w
n • (1 + dim ï)w)=^n • dim ï). (Fur die erste Ungleichung benùtze man die bekannte

Dimensionsformel, vgl. [4], I, §3, 6.3.) Damit ist die Behauptung (1) bewiesen.

Nun betrachten wir den Morphismus

xW^ V"xW",

(u, jc,, jc2, xn, w)^--»(x1^J, x2u,..., xnv, xxw, x2w,..., xnw) und die abgeschlos-

sene Untervarietât T : $~1(0)ç Vxgn x W. Die Projektion prv : VxgnxF
—¦> V induziert einen surjektiven Morphismus yi : T-^V mit den Fasern

lut"!(u) {u}X{(x!,..., xn, w) | xt eqv, xtw 0 fur 1 ^ î ^ n}

Nach (1) gilt nun dim(u00 0)jjl~l(v) n-dim qv-\-dim WQ\ und daraus folgt mit
dem Satz von Chevalley (2.0) die Behauptung b) wie unter a).

2.2. Wir betrachten nun eine lineare algebraische Gruppe G (ûber k) mit
Lie-Algebra LieG=:g und eine lineare Darstellung von G in einem endlich
dimensionalen Vektorraum V. (Wir betrachten nur "rationale" Darstellungen,
d.h. solche Darstellungen, welche durch polynomiale Funktionen gegeben sind.)
Fur jede Teilmenge A^G bezeichnen wir mit VA : {ve V\ gv v fur aile

geA} deren Invariantenrawn in V und fur jedes Elément veV mit
Gv : {g e G \ gv v} den Stabilisator von v in G. Die Lie-Algebra g operiert auf
V. Fur ve V gilt bekanntlich Lie Gv=gv ([8], Theorem 13.2). Fur eine abge-
schlossene Untergruppe H^G mit Lie-Algebra ï) folgt daraus Vb VH°, wobei
wir mit H° die Zusammenhangskomponente der Eins von H bezeichnen.

LEMMA. Seien V, W endlich dimensionale Vektorrâume, auf denen die

Gruppe G linear operiert. Dann gilt:
(a) Die Funktion v »-» dim Gv, die jedem Punkt von V seine Orbitdimension

zuordnet, ist halbstetig nach unten.

(b) Ist U eine Teilmenge von V mit der Eigenschaft, da& die Stabilisatoren Gu

fur aile ueU die gleiche Dimension haben, so ist die Funktion u^dim WG"°

halbstetig nach oben auf U.
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Nach den Vorbemerkungen folgt dies unmittelbar aus Lemma 2.1. (Fur die-
wohlbekannte - Aussage a) z. B. beachtet man dim Gv dim G/Gv
codimG Gv codimq qv.)

2.3. Sei weiterhin eine lineare Darstellung einer algebraischen Gruppe G in
einem endlich dimensionalen Vektorraum V gegeben. Fur jede Varietàt U
bezeichnen wir mit âfc(U) den Ring ihrer regulàren Funktionen. Ist 1/çV eine
G-stabile Untervarietàt, so operiert G lokal endlich auf St(U). Ist nun G reduktiv,
so ist dièse Darstellung "voll reduzibel", das heiBt, 0t(U) ist direkte Summe
endlich dimensionaler einfacher G-Untermoduln. Die dabei auftretenden
"Multiplizitâten" sind numerische Invarianten der G-Varietàt U.

Von nun an sei G stets eine reduktive Gruppe. Unter einem G-Modul M
verstehen wir im folgenden einen k -Vektorraum M, auf dem G lokal endlich
durch eine (rationale) lineare Darstellung operiert. Mit il bezeichnen wir die
Menge der Isomorphieklassen endlich dimensionaler einfacher G-Moduln. Fur
jeden G-Modul M und jedes œeQ sei mw{M) die Multiplizitàt, mit der ein
einfacher Modul vom Typ w in M als direkter Summand vorkommt. Ist [/ç V
eine G-stabile Untervarietàt, so setzen wir zur Abkùrzung

mJU) : mJâftCLO) fur aile co e O

und sprechen kurz von "den Multiplizitâten von U".
Ist Gv(ve V) ein Orbit, so betrachten wir neben seiner Dimension auch die

Multiplizitâten m^iGv) als ein "Mass fur seine Grosse". Da die Varietàt Gv zu
G/Gv G-isomorph ist, sind die Algebren SJl(Gv) und 9t(G/Gv) in kanonischer
Weise G-isomorph. Zudem kann man die Algebra 3fr(G/Gv) mit der Un-
teralgebra 3ft(G)G" ÇÔ$(G) der unter den Rechtstranslationen mit Elementen aus

Gv invarianten Funktionen auf G identifizieren; auf dieser ist durch die Links-
translationen eine G-Opération gegeben. Wir erhalten also einen G-
âquivarianten Isomorphismus

(1)

Ist W ein einfacher G-Modul vom Typ co (co € 12), W* der duale G-Modul, so gilt
nach der "Reziprozitâtsformel von Frobenius"(vgl. etwa [10], 2.1, Prop. 8)

(2)

das heiBt, die Multiplizitàt von W in £%(G)G" ist gleich der Multiplizitàt der
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tnvialen Darstellung von Gv in W* Aus (1) und (2) erhalten wir

mJGv) dim W*G% (3)

aus dem Lemma 2 2b) ergibt sich daher der folgende Satz

SATZ Seien G und V wie oben und U ç V eine Teilmenge mit der Eigenschaft,
daG fur aile ue U die Stabdisatoren Gu gleiche Dimension haben und
zusammenhangend *ind Dann ist fur jedes (oeO die Multiphzitat m^iGu) der
Bahn Gu (ue U) eine nach oben halbstetige Funktion [/—»N

2 4 Beispiel Sei G PSLn (oder G =- GLn) und V g die Lie-Algebra von G
(versehen mit der adjungierten Opération von G) In diesem Falle geht aus [14]
Chap III hervor, daG der Stabihsator Gx fur jedes xeq zusammenhangend ist
Weil dies fur die Anwendungen m dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielt, geben

wir kurz den Grund dafur an Die Gruppe GLn ist die Einheitengruppe der
assoziativen Algebra Mn( qln als Vektorraum) der n x n-Matnzen Ist
A {aeMn\ax xa} die Unteralgebra der mit x kommutierenden Elemente von
Mn, so ist Gx die Einheitengruppe von A, dièse ist oflfen in A und folghch
zusammenhangend ([4], II, §1, 2 3, vgl auch [14], 3 22) Die Behauptung fur
PSLn folgt aus der Tatsache, daG die adjungierte Darstellung von GLn uber den
kanonischen surjektiven Homomorphismus GLn —» PSLn faktonsiert

§3. Assoziierte Kegel und Deformationen von Orbiten

Von nun an seien eine zusammenhangende reduktive Gruppe G und eine
hneare Darstellung von G in einem endhch dimensionalen Vektorraum V fest

vorgegeben Wir setzen k =fc\[0

3 1 Eine Teilmenge U von V nennen wir homogen oder einen Kegel, wenn
fur aile t e k gilt t U=U Eine abgeschlossene Teilmenge ist genau dann
homogen, wenn sie das Nullstellengebilde von homogenen algebraischen
Gleichungen ist

Wir wollen jeder Teilmenge U von V einen abgeschlossenen Kegel JCU c V
gleicher Dimension zuordnen Dafur identifîzieren wir den Ring 0t(V) der
regularen Funktionen auf V mit der symmetnschen Algebra S(V*) des Dual-
raumes V* von V Dièse tragt eine naturhche Graduierung Jeder Funktion
fe&t(V) ordnen wir die homogène Funktion grfe8fc(V) gleichen Grades zu, die
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sich von / nur durch Glieder kleineren Grades unterscheidet. Jedem Teilraum
Tç 9t{V) wird der graduierte Teilraum gr Tç 0l{V) zugeordnet, welcher von den

gr/ mit fe T aufgespannt wird. Ist Jç^(V) ein Idéal, so ist auch gr I ein Idéal
und âft(V)/grI hat die gleiche Krull-Dimension wie 9L{V)H (vgl. [3], 5.5).

Das Nullstellengebilde eines Ideals I von S%(V) bezeichnen wir mit V(I) und
das Idéal der auf einer Teilmenge U von V verschwindenden Funktionen mit

DEFINITION. Unter dem assoziierten Kegel einer Teilmenge [JçV ver-
stehen wir die homogène abgeschlossene Teilmenge V(gr$(U))\ wir bezeichnen
ihn mit XU.

Neben dem assoziierten Kegel einer Teilmenge [JçV betrachten wir auch
den von U erzeugten Kegel ^U:

«l/:=U t-U.
tek

Eigenschaften: (1) XU XÙ. Zudem gilt XU U genau dann, wenn U ein abge-
schlossener Kegel ist.

(2) Ist ^U der von U erzeugte Kegel, so gilt 3W ç WÛ.

(3) Sind Ul9 U2 Teilmengen von V, so gilt%(U1 U U2) XUXUXU2.
(4) IstIc9t(V) ein Idéal mit U =Y(Î), so ist XU T^(gr I).

Fur (2) beachte man, daB ^U das Nullstellengebilde des grôBten in $(U)
enthaltenen homogenen Ideals ist. Fur (3) und (4) verwende man die Beziehung

gr Tgr T'çgr T- V fur beliebige Unterràume T, V von 91 (V); dabei bezeichnen
wir fur Unterràume A, B e <%(V)mit A • B den von den Monomen a • b mit aeA
und beB aufgespannten Unterraum.

3.2 Da die Graduierung auf 91 (V) G-invariant ist, ist fur jeden G-stabilen
Teilraum Tç£%(V) auch der graduierte Teilraum gr T G-stabil. Aus der vollen
Reduzibilitât der Darstellung von G auf 38 (V) folgt, daB T und gr T als

G-Moduln isomorph sind, und das gleiche gilt auch fur die Restklassenmoduln

9l(V)/T und 9l(V)/grT. Insbesondere gibt es fur jedes G-stabile Idéal I von
0t{V) einen G-Modulisomorphimus (aber i.A. keinen Algebrenisomorphismus)
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Da auch das Radikal VgrI G-stabil ist, erhalten wir damit einen surjektiven
G -Modulhomomorphismus

LEMMA. Der assoziierte Kegel 3VU einer G-stabilen Teilmenge U von V ist

G-stabil und hat die Eigenschaft

m,,(3W)^mJU) fur aile a>ea

Beweis. Nach Définition ist Sk(3KU) 0l(V)/y/grl mit I: $(U). Zudem gilt
Û Die Behauptung folgt unter Verwendung von (*).

Zusammenfassend kônnen wir sagen: Die Zuordnung U «-> %U ist dimensions-
treu, inklusionserhaltend, ùberfùhrt G-stabile Teilmengen in G-stabile Teilmengen
und làBt die Multiplizitâten hôchstens kleiner werden.

3.3 Es ist im allgemeinen nicht ganz problemlos, den oben auf algebraische
Weise definierten "assoziierten Kegel" einer Teilmenge von V geometrisch zu
beschreiben. Wir interessieren uns jedoch hauptsâchlich fur den assoziierten

Kegel eines semi-stabilen Orbits (1.1), und der hat eine hôchst einfache geomet-
rische Bedeutung (Satz 3.4). Wir stellen hier zunâchst einige Notationen und
wohlbekannte Tatsachen zusammen, die die invarianten Funktionen betreffen.

Ist ein irreduzibler, abgeschlossener, G-stabiler Kegel X in V gegeben, so
bezeichne R\ 9l{X) seinen Koordinatenring, C: RG den G-Invariantenring
und Y das maximale Spektrum von C. Nach Hilbert ist C eine endlich erzeugte
fc-Algebra, Y also wieder eine affine Varietât. Die Inklusion C ^ R induziert
eine Abbildung von X auf Y, die wir mit tt : X —> Y bezeichnen. Aile Fasern von

it sind zusammenhàngend und G-stabil und enthalten genau einen abgeschlosse-
nen Orbit; dieser ist im AbschluB jedes andern Orbits der Faser enthalten (siehe
hierzu etwa [12], I §2). Die Faser 7r~l7r(0) besteht also genau aus den "instabilen
Orbiten", d.h. denjenigen Orbiten, deren AbschluB die Null enthâlt; wir nennen
77^^(0) "die Nullfaser von X".

Die k-Algebren JR und C erben eine kanonische Graduierung von dem

Polynomring #?( V); fur dièse ist

C+: {/eC|/(7r(0)) 0}

das einzige homogène Maximalideal von C. Die Nullfaser ist das Nullstellen-
gebilde von C+ in X,
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und folglich die einzige homogène Faser von ir. Die Orbiten in den anderen
Fasern von ir nennen wir semi-stabil (vgl. 1.1).

3.4. Der folgende Satz soll nur der geometrischen Veranschaulichung dienen;
logisch wird er im folgenden nicht benôtigt.

SATZ. Sei Gu (ueV) ein semistabiler Orbit, U:=Gu sein AbschluR in V.

Dann ist der assoziierte Kegel von Gu gleich ^UY

(also gleich dem "Rand" des von U erzeugten Kegels).

Beweis. Wir setzen X — ^L/und benutzen die in 3.3 eingefûhrten Notationen.
Wir mùssen beweisen, daB X die disjunkte Vereinigung von <#[/ mit 9CU ist. Es

genûgt deshalb, zu zeigen:

(1) 3W Tr-x<iT(0) ist die Nullfaser und
(2) ^U^tt"1 (Y\tt(0)) ist die Vereinigung der ùbrigen Fasern.

Wir bemerken dafûr zunàchst, daB Y eindimensional ist: Denn tt{%Gu)
ir(Gku) 7r(ku) ist einerseits dicht in Y und andererseits hôchstens
eindimensional, und weil u semi-stabil, also 7t(m)^7t(0) ist, kann 7r(fcu)c: Y nicht
nulldimensional sein. -Wir geben nun y e Y, y ^ tt(0) beliebig vor und betrachten
eine irreduzible Komponente F der Faser 7r~xir(y). Nach einer allgemeinen
Eigenschaft der Fasern eines Morphismus gilt dann dim F+dim Y^dim X
dim 17 +dim Y, und daraus folgt dim F dim U. Wegen ir(F) ï tt(0) ist dim c€F

dim F+ 1 =dim X und deshalb muB %F die oflfene dichte Teilmenge %Gu von X
treffen; es ist also etwa au e bF mit a, bek und somit eue F mit c ab~\ Weil F
aber G-stabil ist, folgt nun Gcu cGu^F also cU^F, mithin cU F. Dies
beweist (2) und auBerdem, daB fur aile y e Y\ir(0)

mit passenden au asek gilt. Weil Y eindimensional ist, wird tt(0) in Y durch
eine beliebige homogène Funktion O^feC defîniert, das heiBt, {tt(0)} ist das

Nullstellengebilde von / in Y. Das Nullstellengebilde von / in X ist daher
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Wir betrachten nun das Nullstellengebilde Z:=Y((f+l)-R) der inhomogenen
invarianten Funktion f+leCinX. Dies ist offenbar eine endliche Vereiningung
von Fasern ir~x(y) mit y^7r(0) und deshalb, wie wir gesehen haben, von der
Gestalt

-UbrU mit bu...,brek.

Mit 3.1 (3) schlieBen wir daraus

Andererseits ùberlegt man sich, daB fR das assoziierte graduierte Idéal von

(f+l)R ist (benutze die Nullteilerfreiheit von R); deshalb gilt

XZ XY((f + 1)R) T(fR) tt^MO)).

Dies beweist nun (1) und damit den Satz.

Bemerkung. Nennen wir fur den Moment einen Orbit "homogen", falls er es

als Teilmenge von V ist (vgl. 3.1) und "inhomogen" sonst. Semi-stabile Orbiten
sind offenbar inhomogen, aber instabile nicht notwendig homogen. Man sieht
leicht an Beispielen, daB der Satz fur beliebige inhomogene Orbiten nicht richtig
ist. Richtig bleibt aber 3(Gu c ^GuYêGu, wie man sich sofort ùberlegt. - Wir
weisen darauf hin, daB aile weiteren Resultate dieser Arbeit richtig bleiben, wenn
man statt semi-stabiler Orbiten allgemeiner "inhomogene" (und statt instabiler
"homogène") zulàBt.

3.5. DEFINITION. Seien veV ein instabiler und ueV ein semi-stabiler
Punkt. Wir sagen, der Orbit Gv kônne in den Orbit Gu deformiert werden, wenn
Gv im assoziierten Kegel von Gu enthalten ist und die gleiche Dimension wie Gu
hat. Wir nennen einen instabilen Orbit deformierbar, wenn er in einen semi-
stabilen deformiert werden kann.

Beispiel. Fur die adjungierte Darstellung einer halbeinfachen Gruppe lassen

sich aile semi-stabilen Orbiten durch Deformieren instabiler Orbiten gewinnen.
(Es gibt nur endlich viele nilpotente Orbiten!) Fur beliebige Darstellungen
halbeinfacher Gruppen trifft dies jedoch nicht zu. (Auf ein einfaches Gegenbei-
spiel hat uns V. L. Popov aufmerksam gemacht: Man betrachte die Opération von
G SL2 durch Linksmultiplikation auf dem Matrizenring M2(k).) Bei der adjun-
gierten Opération einer einfachen Gruppe G auf der Lie-Algebra g sind im Falle

G=SLn aile instabilen Orbiten ^{0} deformierbar (vgl. 1.6). In allen anderen
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Fàllen gibt es jedoch einen einzigen Orbit der minimalen Dimension >0; dieser
ist offensichtlich (instabil und) nicht deformierbar (vgl. 1.4).

SATZ. Sei veV ein instabiler Punkt mit zusammenhàngendem Stabilisator Gv.

LâBt sich Gv in den semi-stabilen Orbit Gu (ue V) deformieren, so gilt:

(*) mœ(Gv)^mOi(Gu) fur aile weO.

Beweis. Fur einen einfachen G-Modul W betrachten wir die Funktion

/:«GuUGu->N, yi->dim WGv°. Sie ist auf €Gu konstant, denn fur jedes

y g %Gu ist Gy zu Gu, also G(y} zu Gl und schlieBlich WGv° zu WG«° konjugiert.
Nach Lemma 2.2b) ist / halbstetig nach oben, und nach Voraussetzung ist Gv in

c <€Gu enthalten (3.1(2)); also gilt f(u)^f(v). Bezeichnen wir mit <o e ft den

Typ des dualen Moduls W*, so folgt hiermit nach den Ùberlegungen in 2.3 wegen
Gv G? :mJGu) dim WG- ^dim WG«° /(u) ^ f(v) - dim WG» mJGv), wie

behauptet.

3.6. ZUSATZ. Gilt im Satz 3.5 (*) sogar das Gleichheitszeichen (fur aile
a) g 17), so ist der Stabilisator Gu von u ebenfalls zusammenhângend.

Beweis. Zunâchst folgt aus der letzten Zeile im Beweis des Satzes WG" WG"°

fur aile einfachen G-moduln W und damit nach der Reziprozitàtsformel (2.3)
9fc(G/Gu) 3ft(G/G(u). Der kanonische Morphismus GIG°U-+GIGU ist ein Quotient

von G/Glu nach einer treu operierenden endlichen Gruppe, nâmlich GJG°U

(vgl. [4] III, §3, 1.8b)). Daher ist der Kôrper L der rationalen Funktionen auf
G/Gu ûber dem Kôrper K der rationalen Funktionen auf G/Gu endlich alge-
braisch vom Grad[GM :G^]. Zudem ist K der Quotientenkôper von 9t(G/Gu)9
denn G/Gu ist isomorph zur oflfenen Untervarietât Gu der affinen Varietàt Gu.

Andererseits ist ^l(GIG^) ganz abgeschlossen in L (fur eine beliebige normale
Varietàt X ist Ôfc(X) ganz abgeschlossen im Kôrper der rationalen Funktionen auf

X). Also mu6 L K und somit [Gu : G"] 1 sein.

Bemerkungen. (a) Im allgemeinen braucht im Satz 3.5 der Stabilisator Gu
nicht zusammenhângend zu sein: Zum Beispiel lâGt sich der (einzige) instabile
Orbit Gv der Dimension 3 in der vterdimensionalen irreduziblen Darstellung von
G SL2 in aile semi-stabilen Orbiten Gu der Dimension 3 deformieren; es ist
Gv ={1} zusammenhângend, aber Gu (sZ/3Z) nicht (vgl. [22], 12.1).

(b) Die Voraussetzung im Satz 3.5, da8 Gv zusammenhângend sei, ist wirklich
notwendig: Zum Beispiel kônnen beim Deformieren des sechsdimensionalen
instabilen nilpotenten) Orbits der Lie-Algebra $o5 die Multiplizitâten echt

grôBer werden (vgl. dazu 6.6 und §7).
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3 7 Neben dem Funktionennng 3l(Gv) eines Orbits Gv und dessen

Multiphzitaten miO(Gv) mteressieren wir uns auch fur den Ring 01 (Gv) der

regularen Funktionen auf dem AbschluB des Orbits und dessen Multiphzitaten
m^iGv) Er ist deshalb intéressant, weil er nicht nur Informationen uber den
Orbit selbst, sondern auch uber dessen Einbettung in den Raum V enthalt Im
Falle der adjungierten Darstellung von G auf der Lie-Algebra hat der Rand
Gv\Gv eines Orbits stets eine Kodimension ^2 in Gv (weil m diesem Falle aile
Orbiten gerade Dimension haben und im AbschluB eines Orbits nur endhch viele
andere hegen) Kostant hat darauf aufmerksam gemacht ([10], 2 2, Proposition 9),
daB in einer «solchen Situation ein enger Zusammenhang zwischen Sft(Gv) und

'Sl(Gv) besteht

LEMMA Sei Gv (v e V) ein Orbit, dessen Rand eine Kodimension ^2 im
AbschluB Gv hat Dann ist Sft(Gv) der ganze AbschluB von 9t(Gv)

Wegen der Wichtigkeit fur das folgende geben wir kurz den Grund dafur an
Sei t) Z-> Gv die Normahsierung von Gv, also 5ïl(Z) der ganze AbschluB von
9l(Gv) Da Gv normal ist, induziert r\ einen Isomorphismus
V Z' =r] '(Gd) >Gv, und es gilt folghch 9t(Z')=0l(Gv) Da Z normal ist
und codimzZ\Z'^2 gilt, folgt Sfc(Z) 3ft(Zf) Jede regulare Funktion / auf Z'
laBt sich auf Z fortsetzen, da auf einer normalen Vanetat die Menge der Punkte,
wo eine rationale Funktion nicht definiert ist, entweder leer oder von der
Kodimension 1 ist ([S], ^20, Corollaire 20 4 12)

3 8 Wir konnen nun eines der Hauptresultate dieser Arbeit formulieren Es

besagt, daB Orbiten mit gewissen guten Eigenschaften sich nicht stark verandern,
wenn man sie deformiert Dièse "guten" Eigenschatten eines Orbits Gi(veV)
sind die folgenden

(î) Der Stabilisator Gv ist zusammenhangend
(n) Der Rand Gv\Gv hat Kodimension ^2 m Gv
(m) Der AbschluB Gv ist eine normale Vanetat
(îv) Es g

Dièse Eigenschaften sind nicht unabhangig (iv)=>(m), und umgekehrt gilt unter
der Voraussetzung (n) auch

THEOREM Sei Gv (v e V) ein instabiler Orbit mit den Eigenschaften (î), (ii),
(m) (oder auch nur (î) und (iv)) LaBt sich Gv in einen semi-stabden Orbit Gu
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deformieren, so gilt fur aile a) e il:

AuBerdem vererben sich die Eigenschaften (i), (ii), (iii) (bzw. (i) und (iv)) von Gv
auf Gu.

Bemerkung. Da G zusammenhângend ist, ist ein Orbit Gu (u e V) stets ir-
reduzibel und sein Idéal f{Gu) daher prim; aber das assoziierte graduierte Idéal

gx/(Gu) braucht im allgemeinen nicht einmal halbprim zu sein (Gegenbeispiel:
gewisse sechsdimensionale Orbiten in so5), und der assoziierte Kegel jKGu
Y(grf(Gu)) braucht nicht irreduzibel zu sein (Gegenbeispiel: die Darstellung
f(x, y) (tx, t~*y), t g fc, der multiplikativen Gruppe k auf dem k2). Wir erwàhnen
deshalb den folgenden

ZUSATZ. In der Situation des Theorems gilt jK{Gu) Gv und gr f(Gu)
/(Gv).

Beweis. Nach Voraussetzung ist <3l(Gv) 0l(Gv). Sei I:=/(Gu); dann gilt

9l(Gu) 2 »(Gm) 9l(V)II, (1)

und die beiden G-Moduln 91 (V)// und 9l(V)/grJ sind isomorph (3.2). Die
kanonischen G-Homomorphismen

und (2)

sind surjektiv. Wir erhalten aus (1) und (2) fur jedes coeil

^ (3)

Andererseits ist nach Satz 3.5 m<u(Gt;)^mto(Gu) und folglich steht in (1) und (3)
ûberall das Gleichheitszeichen. Damit ist der erste Teil des Theorems bewiesen.

Zugleich folgt aber auch, da6 die beiden Homomorphismen <f) und if/ in (2)
bijektiv sind. Es gilt daher gr 1= /(Gv) und folglich %Gu Gv, was den Zusatz
beweist.
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Die Gleichheit in (1) besagt, daB der Orbit Gu die Bedingung (iv) und damit
auch (iii) erfûllt. Aus 3.6 folgt nun, daB auch Gu zusammenhàngend ist, also die

Eigenschaft (i) hat. Erfùllte Gu die Bedingung (ii) nicht, so wàre Z Gu\Gu eine

abgeschlossene G-stabile Teilmenge der Kodimension 1 in Gu. Dann ist auch

J{Z^JCGu= Gv eine G-stabile Teilmenge der Kodimension 1 in Gv, also erfùllt
dann auch Gv die Bedingung (ii) nicht. Damit sind das Theorem und der Zusatz
bewiesen.

§4. Schichten

4.1. Fur jede Teilmenge U von V und jede Zahl neN bezeichne U(n) die
Menge der ueU, die einen G-Orbit der Dimension dim Gu n erzeugen. Ist n0
maximal mit U(n()) 9^ 0, so nennen wir die Elemente von U(no) die regulàren
Elemente von U und schreiben Ureg : U(rio) fur die Menge aller dieser Elemente.
Nach Lemma 2.2a) ist l/reg stets offen in U.

DEFINITION. Sei 1/çV eine G-stabile abgeschlossene Teilmenge. Fur
jedes neN zerlege man die lokal abgeschlossene Teilmenge Uin) in ihre ir-
reduziblen Komponenten. Jede dieser Komponenten nennen wir eine Schicht von
U. Ist U irreduzibel, so ist l/reg (die Vereinigung der Bahnen maximaler Dimension

in U) eine Schicht von U; wir nennen sie die regulàre Schicht von U.

Die Schichten einer G-stabilen abgeschlossenen Teilmenge [/çV sind lokal
abgeschlossene G-stabile Teilmengen von U. Die Schichten von V sind offenbar
Kegel in V. Wir werden uns deshalb im folgenden auf die Betrachtung von
Kegeln beschrànken.

Fur jede Teilmenge T von V bezeichne GT die von T erzeugte G-stabile
Teilmenge. Ist T irreduzibel, so auch GT. Zu jeder irreduziblen Teilmenge TçV
kann man die regulàre Schricht (G7)reg von GT betrachten. Man beachte, daB

q( jreg) zwar ejne dichte Teilmenge dieser Schicht ist, aber im allgemeinen nicht
mit ihr ùbereinstimmt. Es ist gerade das zentrale Problem dieser Arbeit, in
solchen Situationen diejenigen Orbiten zu beschreiben, die in GTe& gegenûber
G(jreg) neu hinzugekommen sind. Sind zum Beispiel u, veU wie im Satz 3.5

gegeben und ist T die Gerade ku, so ist GTe* <£Gu(= [Jtek tGu\ aber GTreg

4.2. Ein Elément ueV kann durchaus zu mehreren verschiedenen Schichten

von V gehôren (Beispiel 6.6). Wenn aber der Orbit Gu abgeschlossen (in V) ist,
gehôrt er zu einer einzigen Schicht, wie wir nun beweisen wollen. Gleichzeitig
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wird sich zeigen, wie man dièse Schicht ausgehend von u konstruieren kann, und
wir werden auch ihre Dimension berechnen (4.3).

SATZ. Sei Gu (u e V) ein abgeschlossener Orbit. Dann ist Gu in genau einer
Schicht S von V enthalten, und es ist S GTre* mit T: VQU (Dabei bezeichnet g

die Lie-Algebra von G.)

Beweis. Offenbar ist T {te V|gf ^g"}, also Teë {te V\ g' gu} und folg-
lich

GT68 {xgV\qx konjugiert zu i]M| (1)

Sei S eine Schicht von V, welche u enthâlt. Da Gu abgeschlossen in V ist, ist der
Stabilisator Gu reduktiv ([20], siehe auch [21], Theorem 1). Nach einem Résultat

von Richardson ([13], Proposition 3.3) erhalten wir hieraus, daB die Menge

U: ={xe V| G° konjugiert zu einer Untergruppe von Gu}

eine offene Umgebung von u in V ist. Offenbar ist

U H S ç {x g V | G°x konjugiert zu G°} {x e V \ gx konjugiert zu gu},

also wegen (1): [/flSç GTeg. Da GTeg irreduzibel ist, folgt hieraus S=UnS
TFt und daher S Sreg GT768. Damit ist der Satz bewiesen.

4.3 ZUSATZ. (a) Es gilt dim S dim Gu + dim T- dim Nu ^ dim Gu +
dimT) mit N: {geG\gT=T}.

(b) Folgende Aussagen sind âquivalent:
(i) dim S dim Gu + dim T.

(ii) Die Gruppe W : N/T ist endlich.

(iii) g9Uç=gu.

Beweis. Zu a). Wir bemerken vorweg, daB

te Ve* (2)

gilt. Denn sind g g G und t e Teg mit gt e T"68, so folgt ggt g' gu und daher

gT gVQt VflM T, also geN. Wir betrachten den Morphismus fGx TG* -»
GT^çS, <t>(g,t):=gt und die Projektion pr : G x Te8-> T68. Dann gilt fur
eine Faser F: <^"1^(g, r) von <£ nach (2) : pr(ip N • f und FHpr~1(n0
gGen"1 x {nt} Gt fur n e N. Wir erhalten dim F dim Gt + dim M. Wegen g' gu

fur aile teT*** ist dièse Dimension konstant gleich dimGu+dimNu. Es folgt



Aktionen reduktiver Gruppen 79

dim S dim GTTeg dim G + dim Treg - (dim Gu + dim Nu) dim Gu + dim T -
dim Nu

Zu (b) Nach a) ist die Aquivalenz von (1) mit (11) klar (benutze auch 2 la)) Sei

rt die Lie-Algebra von N Es ist dann|T 0} (3)

Die Aussage (n) ist offensichthch aquivalent zu der Aussage

n gu (nf)

Hieraus folgt aber (m), da nach (3) der Zentrahsator g9" von gu in n enthalten ist
Um schheBhch (ui)^(u') zu beweisen, benutzen wir, daB gu reduktiv m g ist

(denn Gu ist abgeschlossen, und daher ist Gu reduktiv nach [20], [21], vgl Beweis
Satz 4 2) Es gibt daher ein ad gu-stabiles Komplement r von gu m n Andererseits
ist gu offenbar ein Idéal m n (vgl (3)) Also gilt emerseits [r,gu]çr und
andererseits [r, gu]çgu, mithin [r, gu] 0 Aus (m) folgt nun rçg^çg", also

n gu Damit ist ailes bewiesen

4 4 KOROLLAR Sei S eine Schicht von V, die einen (in V) abgeschlossenen
Orbit enthalt Dann gilt

dim S^dim Gv + dim V9" fur aile veS

Dies folgt sofort aus 4 3(a) und 2 l(b)

4 5 SATZ Sei v ein Elément in V, dessen Stabihsator Gv einen maximalen
Torus von G enthalt Dann ist der Orbit Gv abgeschlossen, und v gehort zu genau
einer Schicht S von V, dièse hat die Dimension

dim S dim Gu + dim V9"

Ist zudem Gv zusammenhangend und V ein einfacher G-Modul, dessen dualer
Modul V* vom Typ w (<oefl) ist, so gilt

dim S dim Gv + m^iGv)

Beweis Die erste Behauptung ist wohlbekannt (siehe z B [15], Corollary 1, S

70), die zweite folgt aus 4 2 Nach Voraussetzung enthalt qv eine Cartan-
Unteralgebra l) von g Es gilt deshalb ggVç gb ï) c q° und die erste Dimensionsfor-
mel folgt mit 4 3, Zusatz (b) Nach 2 3(2) erhalten wir hieraus auch die zweite
Dimensionsformel
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§5. Schichten der Lie-Algebra

Wir betrachten nun den Fall der adjungierten Darstellung einer zusammen-
hângenden halbeinfachen Grappe G auf ihrer Lie-Algebra q (also F=g). Wir
geben eine "explizite" Beschreibung aller Schichten von g (Theorem 5.4) und
erhalten als eines der Hauptresultate dièses Abschnittes, daB jede Schicht eine

irreduzible Nullfaser hat, also genau einen nilpotenten Orbit enthâlt (5.7 und

5.8a)). Wir setzen o.E. G adjungiert voraus.

5.1. Wir erinnern an einige wohlbekannte Tatsachen (vgl. etwa [15]).

LEMMA. Fur ein Elément heq sind folgende Aussagen àquivalent:
(i) Der Orbit Gh ist abgeschlossen.

(ii) h ist halbeinfach (d.h. genauer: adgh ist halbeinfach).
(iii) Der Zentralisator gh ist eine Levi-Unteralgebra.

Eine Levi-Unteralgebra von g ist eine Unteralgebra m, die eine Cartan-
Unteralgebra t) von g umfaBt und deren Wurzelsystem bezùglich \) linear
abgeschlossen in dem von g ist. Eine solche Unteralgegra ist reduktiv, und ihr Zentrum
ï hat die Eigenschaften

I=gm und m gf.

Es gibt nur endlich viele G-Konjugationsklassen von Levi-Unteralgebren: sie

entsprechen bijektiv den Konjugationsklassen linear-abgeschlossener Teilmengen
des Wurzelsystems unter der Opération der Weyl-Gruppe.

Sei nun ein halbeinfaches Elément heq gegeben, und setzen wir m: g\
ï: gm. Nach dem Lemma oben und dem Satz 4.2 gehôrt h zu einer einzigen
Schicht von g, und dièse lâiit sich in der Form Gî beschreiben.

Bemerkung. Die Betrachtung von Schichten dieser Art geht auf J. Dixmier
zuruck: *Er betrachtet in [6] zwei halbeinfache Elemente h, h' von g als

àquivalent, wenn gh zu gh konjugiert ist und nennt die Àquivalenzklassen

"nappes"; zu jedem "nappe" S studiert er dann die Menge S~ der Elemente xeS
mit dimgx =dim gh (fieS). In unsere Terminologie ùbersetzt, ist Dixmier's
"nappe" S offenbar die Menge Gîreg, wo î gflH(h g S), und Dixmiers S~ ist nichts
anderes als Gïreg, also eine Schicht in unserem Sinne. Wir fùhren deshalb
folgende Sprechweise ein:

DEFINITION. Eine Dixmier-Schicht von g ist eine Schicht, die ein halbeinfaches

Elément enthâlt.
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Fur g sln sind aile Schichten Dixmier-Schichten (Ozeki-Wakimoto [19], vgl.
[11]), fur die anderen einfachen Lie-Algebren aber nicht (dies folgt aus Resulta-
ten in [19]).

5.2. Sei yGg ein beliebiges Elément und sei y x + fi seine Jordanzerlegung
(h halbeinfach, xGgh nilpotent). Wir setzen

m: gh, I: gm und M:=Gh (M ist zusammenhângend [10] 3.2 Lemma 5).

Wir sagen, ein Elément y'g g habe "âhnliche Jordanzerlegung" wie y, wenn es ein

geG gibt, so daB fur die Jordanzerlegung gy' x' + h' von gy' gilt: M=Gh Gh

und Mx' Mx.
Damit wird auf g eine Àquivalenzrelation definiert, deren Aquivalenzklassen

wir Zerlegungsklassen nennen. Offenbar ist die Zerlegungsklasse von y (wie oben)
gleich G(x+ïreg). Wir erhalten

wobei wir I gm setzen, m ein Reprâsentantensystem der Konjugationsklassen
von Levi-Unteralgebren und x jeweils ein Reprâsentatensystem der nilpotenten
Konjugationsklassen in m durchlâuft. Nach Dynkin ist daher (*) eine endliche
Vereinigung und wir erhalten:

LEMMA. g ist disjunkte endliche Vereinigung seiner Zerlegungsklassen und

jede Zerlegungsklasse ist irreduzibel.

(Die Irreduzibilitât einer Zerlegungsklasse folgt unmittelbar aus ihrer Be-
schreibung als Bild der irreduziblen Varietât G x (x +Ireg).)

Bemerkung. Fur nicht konjugierte Levi-Unteralgebren m, m' und beliebige
nilpotente xem, x'em' sind die zugehôrigen Zerlegungsklassen G(x+ïreg) und
G(x' + freg) disjunkt. Ist aber m m', so gilt G(x + ïreg) G(x' + ïreg) genau dann,

wenn x und x' unter dem Normalisator NG(m) NG(M) konjugiert sind; es gilt
NG(M)° M aber i.a. nicht NG(M) M. Die erste Vereinigung in (*) ist also

disjunkt, die zweite i.a. jedoch nicht.

5.3. LEMMA. Zu jeder Schicht S von g gibt es eine Zerlegungsklasse von g,
welche in S enthalten und dicht ist.
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Beweis. Jede Zerlegungsklasse Z von a ist in einem i](n) (neN) enthalten
(Z Zreg, denn die Isotropiegruppen Gz, zeZ, sind untereinander konjugiert).
Nach 5.2 ist daher jedes g(n) eine endliche Vereinigung von Zerlegungsklassen.
Da dièse irreduzibel sind, enthâlt jede irreduzible Komponente von g(n) eine
dichte Zerlegungsklasse.

Bemerkung. Wir werden spàter sehen (5.8 (d)), daB jede Schicht eine
(endliche) Vereinigung von Zerlegungsklassen ist.

5.4. THEOREM. Sei S eine Schicht von g. Dann gibt es eine parabolische
Unteralgebra p von g und ein auflôsbares Idéal x in p, so daB gilt:

S Grre8, S Gr.

Beweis. Nach Lemma 5.3 gibt es ein yeS mit Jordanzerlegung y x + h (h
halbeinfach), so daB

S G(x+i) (1)

ist mit m:=gh, I: gm. In der reduktiven Untergruppe M:=Gh gibt es nach

Kostant (vgl. [14], III, 4.19) eine parabolische Untergruppe P2 von M und ein

nilpotentes Idéal n2 der Lie-Algebra p2 von P2, so daB der P2-Orbit P2x (offen
und) dicht in n2 ist. Sei nun PA c G eine parabolische Untergruppe von G mit
Levi-Anteil M (P1 MB fur eine geeignete Borel-Untergruppe B von G),
auflôsbarem Radikal Rl und unipotentem Radikal Uu also

Fur die zugehôrigen Lie-Algebren pl9 r1? r^ gilt dann entsprechend

Behauptung 1. Mit p: p2 + n!, n^î^ + ît! und r:=I +rt sind die Behauptungen
des Theorems erfùllt.

Zunâchst ist leicht zu sehen, daB p eine parabolische Unteralgebra von g und daB

r ein auflôsbares Idéal von p ist. (Wegen pcp1 ist [p,rjçtp^rj+ tp, n2]^x1 +
[p2>«2] + [«i>«2]^ïi + "2 + Wi ï-) Weiter gilt x-ftcn2-f{çr, also nach (1)

(2)
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Y -

Dabei gilt Gx= Gr, weil r stabil unter der parabolischen Untergruppe P:=P2Ul
(mit Lie-Algebra p) von G ist (verwende [15], p. 68, Lemma 2). Die Behauptung
1 ergibt sich nun unmittelbar aus (2) und der folgenden Aussage:

Behauptung 2. Die Zerlegungsklasse G(x +ïreg) enthàlt eine offerte dichte Teil-
menge von r, nâmlich

Sei zex+freg beliebig, etwa z x + a. Der Stabilisator von z in Ux ist trivial,
denn G2 c Ga M und MPI L^ 1. Es gilt daher

(3)dim Ux z dim Ux di

Andererseits ist Uxz^z + nx, denn Ux operiert trivial auf pxlnx. Weil
auBerdem abgeschlossen ist ([15], p. 35, Proposition), folgt aus (3)

UXZ Z+Î1,. (4)

Wegen p2cm gl=9a ist P2z P2(x + a) (P2x) + a. Da die Gleichung (4) offen-
bar fur jedes z px + a mit peP2 gilt, folgt nun

P(x + a) UxP2{x + a) l/x^Pax) + a) P2x + a + nx

fur aile aeïreg, also

(5)
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Der AbschluB dieser Menge umfaBt P2x + t + nx =n2 + ï+n1 r. Deshalb ist sie

(oflfen und) dicht in r. - Dies beweist die Behauptung 2 und damit das Theorem.

5.5. Der Beweis von 5.4 liefert noch einige zusâtzliche Einsichten in die hier
prâsentierte Beschreibung der Schichten von g, die wir im folgenden anmerken
wollen. (Sie werden im §7 eine wesentliche Rolle spielen.) Seien dazu p, r, n, P
wie in 5.4 (Behauptungen 1 and 2).

ZUSATZ. Sei z ein Elément aus rreg(çS). Dann gilt:

(a) dim Gz dim p/n.
(b) dim Gz dim n + dim g/p.
(c) Pz=z+n.
(d) G^P
(e) Gehôrt z zur dichten Zerlegungsklasse der Schicht, so ist sogar Gz çP (das

heiBt GZ PZ).

(f) Gz Dr ist eine Vereinigung von endlich vielen P-Orbiten.

Beweis. Wir benutzen die bei der Konstruktion von p, r, rt im Beweis von 5.4

eingefûhrten Notationen. Fur das Elément y x + h in der dichten
Zerlegungsklasse der Schicht ist dann Gy =(Gh)x —Mx, und nach Konstruktion von
P2 in [14] gilt MX^P2. Wegen P2^P beweist das die Aussage e). AuBerdem folgt
Gy=Mx=(P2)x, also

dim Gy dim (P2)x dim P2 - dim P2x dim P2 - dim n2

dim p2/n2 dim p/n, und

dim Gy dim g - dim p/n dim n + dim g/p.

Das beweist (a) und (b).

Dar undn Idéale von psind ([p, n] [p, r^ + nj^tp, n2] + [p1,n1]ç[p2 + n1,n2] +
r un<^ n P-stabil, und wegen

[p, r]c r fl[p,, p,] (Ï0n) fl ([m,m] © m) n

operiert P auf r/n trivial. Deshalb gilt Pz ç z +n fur jedes zex. Ist nun z erreg, so

folgt nach (a)
dim p/n dim Gz ^ dim P2 dim P- dim Pz ^ dim P - dim(z + n)

dim p/n.
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Also steht hier ùberall das Gleichheitszeichen. Aus dim Gz dim Pz folgt G°
P(2}, also d), und aus dim Pz =dim(z+n) folgt nun Pz=z+x\, also c).

Die Aussage (f) schlieBlich hat folgenden Grund: Fur ein beliebiges Elément

rex ist r + n T(r) + n mit genau einem Elément T(r)eï, und man kann sich

ûberlegen, daB dièses r(r) unter P zum halbeinfachen Anteil von r konjugiert ist.
Bezeichnet nun W die Weyl-Gruppe von g bezùgliçh einer Cartan-Unteralgebra
von g, die f umfaBt, so kann ein rer hôchstens dann unter G zu z konjugiert sein,

wenn r(r) unter W zu r(z) konjugiert ist. Dièse Ùberlegung zeigt, daB Gz nur
endlich viele Nebenklassen aus r/n trifft, etwa z^+n,..., zm+n mit zu
zm g r H Gz. Weil aile z, zu z konjugiert sind, liegen sie sogar in rreg, und nach Teil
(c) folgt, daB z, einen dichten P-Orbit in z, + n erzeugt (fur i 1,..., m). Damit
sieht man: Gz Or Pzx U • • • U Pzm.

Bemerkung. Wir halten fest, daB r und n P-stabil sind und daB P auf r/n trivial
operiert (siehe oben). Wir werden spàter sehen (Korollar 5.8 (b)), daB jede
Nebenklasse z+ner/n ein Elément aus rreg enthâlt, so daB also nach (c) jede
solche Nebenklasse einen dichten P-Orbit enthâlt

5.6. Das Theorem 5.4 legt die Frage nahe, ob man denn auch stets eine
Schicht S von g erhàlt, wenn man von einem beliebigen auflôsbaren Idéal r einer
parabolischen Unteralgebra l) ausgeht und die Menge S Grreg bildet. Die
Antwort ist i.a. negativ (z.B. immer dann, wenn man p ^ g und fur r das Nilradikal
von p nimmt). Wir heben deshalb hervor:

SATZ. Ist r das auflôsbare Radikal einer parabolischen Unteralgebra p von g,
so ist S:= Grreg eine Schicht von g.

Beweis. Ist nàmlich m eine maximale reduktive Unteralgebra ("Levi-Faktor")
von p und f : gm, so ist G!reg eine Zerlegungsklasse aus halbeinfachen Elemen-
ten, und nach Satz 4.2 ist Gïreg eine Schicht von g (vgl. die Ausfùhrungen in 5.1).
SchlieBlich entnimmt man aus [2], 5.17 (oder auch aus den Argumenten in 5.4),
daB Gï Gx ist.

Bemerkung. Die so erhaltenen speziellen Schichten enthalten eine dichte
Zerlegungsklasse aus halbeinfachen Elementen; es sind also Dixmier-Schichten.
Umgekehrt werden auch aile Dixmier-Schichten so erhalten: Im Falle einer
Dixmier-Schicht S liefert die Konstruktion in 5.4 offenbar fur r das voile
auflôsbare Radikal von p. (In 5.4 (1) wird x 0, also n2 0, P2 m, p pi und
r r!.) Man kann sogar sagen: Im Theorem 5.4 ist die Schicht S Grreg genau
dann eine Dixmier-Schicht, wenn r das Radikal von p ist.
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5.7. Wir kommen jetzt zu der (fur dièse Arbeit) wichtigsten Folgerung aus
dem Theorem 5.4. Sei 7r:g—> Y der kanonische Morphismus auf das maximale

Spektrum Y des Ringes der G-invarianten Funktionen auf g (vgl. 3.3). Hat ein
Elément yGg den halbeinfachen Anteil h, so gilt bekanntlich 7r(h) 7r(y) (siehe

etwa [15]). Es ist daher Gh der einzige abgeschlossene Orbit der Faser TT~~xir{y)

und aile Elemente aus ir^iKy) haben einen zu h konjugierten halbeinfachen
Bestandteil. Insbesondere ist die Nullfaser tt~1it(0) gleich der Menge H der
nilpotenten Elemente von g.

KOROLLAR. Fur jede Schicht S der Lie-Algebra g ist die Nullfaser von S

irreduzibel.

Beweis. Nach den Vorbemerkungen ist die Nullfaser von S gleich NHS. Mit r
und n wie in 5.4 (Behauptung 1) ist aber S Gr und >Tnr n, also XHS
jVnGr Gn. Dièse Menge ist irreduzibel (als Bild von Gxn).

Bemerkung. Fur den Spezialfall g $ln findet man dièses Résultat schon bei
Dixmier ([6], Proposition 4.8), allerdings in anderer Sprache (vgl. 5.1) und mit
einem vollkommen anderen Beweis. Allgemeiner wurde dann bei Johnston-
Richardson [9] und in [2], 5.17 der Fall der Dixmier-Schichten behandelt (vgl.
auch [1]); dort findet man schon die in 5.6 angegebene Beschreibung der
Dixmier-Schichten sowie die Beobachtung, daB daraus sofort die Irreduzibilitàt
der Nullfaser folgt.-Man beachte, daB von den hier fur den Fall beliebiger
Schichten (fur den Beweis des Theorems 5.4) angestellten Ùberlegungen die
meisten trivial werden, wenn man sie auf den Fall der Dixmier-Schichten
spezialisiert.

5.8. Wir geben noch einige weitere Konsequenzen aus dem Theorem 5.4 an,
von denen spâter allerdings nur (a) und (b) gebraucht werden.

KOROLLAR (a). Jede Schicht S von g enthàlt genau einen nilpotenten Orbit.

Beweis. Wir betrachten die Einschrânkung des Morphismus 7r:g-> Y (5.7)
auf S, tt':S—> tt(S). Sei d die Dimension der Orbiten in S. Da S^S offen und
dicht ist, folgt aus 2.0, daB aile Fasern von tt' eine Dimension ^d haben,
insbesondere auch die Nullfaser 7t'~1tt'(0) SHJf. Dièse ist nach 5.7 irreduzibel
und enthâlt daher einen dichten Orbit O (es gibt nur endlich viele nilpotente
Orbiten). Wegen dim O dimSDJf^d gehôrt O zu S und ist offenbar der
einzige nilpotente Orbit in S. (Man kann auch den nachfolgenden Satz 6.1

benutzen.)
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KOROLLAR (b). Seien S, r, n wie im Theorem. Dann ist Sn(z+n)^ 0 fur
jedes z ex.

Beweis. Die Menge G(kz +rt) ist irreduzibel und umfaGt Gn M C\S (vgl.
5.7), also auch den nilpotenten Orbit der Schicht S (Korollar (a)). Es ist also

G(fcz + îi)nS^0 und somit auch Sn(kz + n)^0. Weil S offen in seinem
AbschluB ist, gibt es t e k mit S D (tz + n) ^ 0. Weil G linear operiert, hat S deshalb
auch einen nicht leeren Durchschnitt mit rHfz + n) z 4-n, wie behauptet.

KOROLLAR (c). Sei S Grreg wie im Theorem. Sei r der Rang von r (die
Dimension einer maximalen abelschen, in g reduktiven Unteralgebra ï), und sei d
die Dimension der Orbiten in S. Dann ist

dim S r + d.

(Denn d ist die Dimension der Fasern und r die Dimension des Bildes von tt | S.)

KOROLLAR (d). Jede Schicht S von g ist eine (endliche) Vereinigung von
Zerlegungsklassen (5.2).

Beweis. Sei y' h' + xf die Jordan-Zerlegung eines Elementes von S (h halb-
einfach), m' gh, ï' gm. Wir mùssen zeigen, da6 seine ganze Zerlegungsklasse
G(x'+ï'reg) zu S gehôrt. Sei G(x+lreg) eine dichte Zerlegungsklasse in S (5.3).
Aus 5.4, Behauptung 1 geht hervor, daB S Gx mit r +n, n nilpotent, ist. Nach
einer geeigneten Konjugation kônnen wir o.E. y'ex und sogar h'ei annehmen.
Es folgt dann m': gh 2gf =:m, also

Folglich ist x' + f in r, also G(x' + V) in Gx S enthalten. Die Zerlegungsklasse
G(x' + ï'reg) liegt daher ganz in ST&& S, was zu zeigen war.

Bemerkung. Aus dem Beweis des Theorems 5.4 ergibt sich sofort das folgende
Résultat (das wegen Lemma 5.3 das Theorem 5.4 mit einschlieBt). Sei yeg ein

beliebiges Elément mit Jordanzerlegung y x + Ji (h halbeinfach, xegh) und sei

m: gh, ï: gm. Dann gibt es eine parabolische Unteralgebra p von g und ein

auflôsbares Idéal x in p mit

G(x+f) Gr.
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Wir erhalten daraus unmittelbar die folgende Prâzisierung von Korollar (c)

und von Lemma 5.2:

KOROLLAR (e). Der AbschluR einer Zerlegungsklasse von q ist eine

(endliche) Vereinigung von Zerlegungsklassen.

Hieraus folgt leicht (durch Induktion nach der Dimension der Abschlusse):

KOROLLAR (f). Die Zerlegungsklassen von g sind lokal abgeschlossene

(irreduzible) Teilmengen.

5.9. Beispiel. Sei G=Sp(6,C) (Typ C3). Dann besteht g sp(6,C) aus 9

Schichten von den Dimensionen 21, 18, 18, 15, 15, 13, 11, 6, 0 mit den
Orbitdimensionen 18, 16, 16, 14, 14, 12, 10, 6, 0. Neben den 7 Dixmier-
Schichten gibt es zwei Schichten aus nichtpolarisierbaren Orbiten: die 6-
dimensionale (bestehend aus einem einzigen Orbit) und eine der beiden 15-
dimensionalen (bestehend aus einer 1-parametrigen Familie von 14-

dimensionalen Orbiten). Die beiden subregulâren Schichten (der Dimension 18)

enthalten denselben nilpotenten Orbit, die beiden 15-dimensionalen Schichten sind
hingegen disjunkt.

§6. Zur Multiplizitatenvermutung von Dixmier

6.1. Der folgende Satz wird die Verbindung zwischen den Betrachtungen ùber
Schichten (§§4 und 5) und unseren Resultaten ûber Multiplizitâten (§§2 und 3)
herstellen. Wir betrachten eine lineare Darstellung von G auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V.

SATZ. Sei S eine Schicht von V mit der Eigenschaft, daR die Nullfaser von
X:=S einen dichten Orbit O enthâlt. Wie in 3.3 bezeichne tt:X->Y die
kanonische Projektion auf das maximale Spektrum der invarianten Funktionen auf
X. Dann enthàlt jede irreduzible Komponente einer beliebigen Faser von ir einen
dichten Orbit; dieser gehôrt zur Schicht S und hat als assoziierten Kegel Ô. Der
Orbit O ist der einzige instabile Orbit der Schicht und kann in jeden anderen Orbit
der Schicht deformiert werden.

Beweis. Wir benutzen die in 3.3 eingefùhrten Notationen (R:=$fr(X),
C:=RGy C+Ç.C das einzige homogène Maximalideal von C). Sei y ein Punkt
von Y und m das zugehôrige Maximalideal von C. Dann ist C+ das assoziierte
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graduierte Idéal zu m. Das die Nullfaser von S definierende Idéal C+R (vgl. 3.3)
ist deshalb im assoziierten graduierten Idéal von mR enthalten. Da sich beim
Ùbergang von einem Idéal zum assoziierten graduierten die Krull-Dimension
nicht ândert (vgl, [3], 5.5), folgt daraus

Da jeder Orbit in X in einer Faser ir~l(y) enthalten sein muB, ist dim O offenbar
die maximale Orbit-Dimension in X, also O ç Xreg S. Fur diejenigen irreduzib-
len Komponenten einer Faser, die S treffen, muB die Dimension sogar gleich
dim O sein. Weil aber S offen und dicht in X ist, muB dies andererseits schon die
minimale Dimension sein, die eine irreduzible Komponente einer Faser von tt
ùberhaupt haben kann (verwende 2.0). Dies beweist:

Die irreduziblen Komponenten der Fasern von ir haben sàmtlich die Dimension
dim O 1

Sei nun y/7r(0) und F eine irreduzible Komponente von tt'Hv)- Nach den

Uberlegungen zu Anfang des Beweises ist der assoziierte Kegel 3£F in der
Nullfaser tt~1tt(0) enthalten, und es ist

dim JCF dim F dim tt"xtt(0).

Weil G und damit auch Ô tt'1tt(0) irreduzibel sind, folgt daraus

Da nun der AbschluG %F des von F erzeugten Kegels den assoziierten Kegel 3CF

umfaBt (3.1 (2)), trifft er die Schicht S: denn SD^F^O (siehe oben). Da S offen
in X ist, folgt daraus S H ^F^ 0, etwa S H tF^ 0 mit t e k. Dann ist aber natùrlich
auch S HF^ 0, und daraus folgt, daB F einen dichten Orbit O' enthâlt (O;c= S).
Es ist nun klar, daB O in diesen Orbit O' deformiert werden kann. Damit ist der
Satz vollstàndig bewiesen.

6.2. Bemerkungen. (a) Satz und Beweis 6.1 bleiben unveràndet richtig, wenn
man darin fur X einen beliebigen G-stabilen irreduziblen abgeschlossenen Kegel
von V und S Xreg nimmt. Der folgende Zusatz bleibt richtig, wenn man ûber
die Nullfaser von X lediglich voraussetzt, daB ihre Dimension gleich der der
Orbiten in S ist.

(b) ZUSATZ. Unter den Voraussetzungen des Satzes 6.1 ist der Morphismus



90 WALTER BORHO UND HANSPETER KRAFT

7T X-^Y aquidimensional (das heiBt aile irreduziblen Komponenten aller
Fasern von tt haben dieselbe Dimension)

(c) Mit den gleichen Methoden kann man auch folgendes beweisen

Sei XçV ein G-stabiler irreduzibler abgeschlossener Kegel Hat die Nullfaser
von X die Eigenschaft, daB jede îhrer irreduziblen Komponenten einen dichten
Orbit enthalt, so hat jede Faser von n dièse Eigenschaft und n ist
aquidimensional

6 3 THEOREM Sei S eine Schicht der halbeinfachen Lie-Algebra g Dann
enthalt S genau einen nilpotenten Orbit Gx(x eg) Ist der AbschluR Gx normal und
der Stabihsator Gx zusammenhangend, so gilt

(*) m<o(Gx) mUi(Gx) m^Gz) fur aile zeS und eue il,

das heiRt, aile Orbiten in S (und ihre Abschlusse) haben dieselben Multiplizitaten

Beweis Nach 5 7 enthalt die Nullfaser von S einen dichten Orbit Gx, das

heiBt, der Satz 6 1 ist anwendbar Danach ist Gx der emzige nilpotente Orbit in S

und in jeden anderen Orbit Gz von S deformierbar Nach 3 4 sind aile Voraus-
setzungen des Theorems 3 8 erfullt, und daraus folgt die Behauptung

6 4 KOROLLAR Sei S eine Schicht der Lie-Algebra g=sln, so daR die

halbeinfachen Matnzen heS hochstens einen mehrfachen Eigenwert haben Dann
gilt die Gleichung 6 3 (*) fur aile x, zeS und

Beweis Der Stabihsator Gx ist fur jedes Elément x e sln zusammenhangend
(3 4) Sei nun Gx der nilpotente Orbit m emer Schicht S mit der îm Korollar
angegebenen Eigenschaft Wir ennnern daran, daB die Schichten und die
nilpotenten Orbiten von $ln durch die Partitionen von n klassifiziert werden (vgl
dazu 1 6) Die angegebene Bedmgung besagt, daB S emer Partition n

p +14- -f 1 entspricht Dann entspncht Gx der dualen Partition n

q + l+ -f 1 (q n-p) Fur dièse nilpotenten Orbiten beweist Hessehnk [7],
daB îhr AbschluB normal ist Nun folgt das Korollar aus dem Theorem 6 3

6 5 Bermerkungen Damit haben wir die Multiplizitaten - Vermutung von
Dixmier (1 7) fur n verschiedene Schichten von sln bewiesen, darunter die
regulare Schicht (fur die sie nach Kostant bekannt war) und die subregulare
Schicht

Ob der AbschluB Gx fur aile nilpotenten Orbiten Gx einer halbeinfachen

Lie-Algebra g normal ist, (und damit insbesondere das Koroilar 6 4 fur aile
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Schichten von sln gilt), ist ein offenes Problem. Kostant [10] hat dies fur den

regulâren nilpotenten Orbit bewiesen, und Hesselink [7] fur einige weitere Fâlle,
darunter der oben fur sln benutzte, sowie der Fall des nilpotenten Orbits der
minimal Dimension >0 in einer beliebigen einfachen Lie-Algebra g. Der letztere
Fall war auch schon von Popov und Vinberg [16] behandelt worden, ist allerdings
fur g ^ sln hier uninteressant, weil dièse nilpotenten Orbiten nicht deformierbar
sind (vgl. 14).

6.6. Beispiel. (a) Sei G =PSO5. Dann hat die Lie-Algebra g so5 genau fûnf
Schichten; davon sind vier Dixmier-Schichten, nâmlich die regulàre Schicht (der
Dimension 10, bestehend aus Orbiten der Dimension 8), die beiden subregulâren
Schichten (der Dimension 7, bestehend aus Orbiten der Dimension 6) und die
"Nullschicht" (der Dimension 0). Autëerdem gibt es eine nicht Dixmier'sche
Schicht der Dimemsion 4, bestehend aus dem einzigen Orbit der Dimension
4.-Die beiden subregulâren Schichten enthalten denselben nilpotenten Orbit.
Dessen AbschluB ist nach Hesselink [7] normal, aber der zugehôrige Stabilisator
ist nicht zusammenhângend. (Er hat zwei Zusammenhangskomponenten.) Fur
eine der beiden subregulâren Schichten ist die Gleichung 6.3 (*) trotzdem richtig,
fur die andere aber nicht.

(b) Weitgehend analoge Verhàltnisse liegen vor, wenn G die einfache Gruppe
vom Typ G2 ist. Die Lie-Algebra g hat dann wieder vier Dixmier-Schichten: die

regulàre (Dimension 14, Orbitdimension 12), zwei subregulàre (Dimension 11,
Orbitdimension 10) und die Nullschicht. AuBerdem gibt es noch genau zwei
weitere Schichten, bestehend aus je einem einzigen Orbit der Dimension 8 bzw. 6.

Die beiden subregulâren Schichten enthalten denselben nilpotenten Orbit. Fur
ein Elément x aus diesem Orbit ist GJG° isomorph zur symmetrischen Gruppe
©3 von drei Ziffern. Wieder ist das Theorem 6.3 also nicht auf die subregulâren
Schichten anwendbar, und tatsâchlich ist 6.3 (*) fur eine dieser beiden Schichten
nicht erfûllt. Dies wollen wir nun fur ein spezielles <o nâher ausfùhren.

(c) Sei nun G einfach vom Typ B2 bzw. G2 und sei <o der Isomorphietyp eines
einfachen G-moduls V der Dimension 5 bzw. 7. Wir fixieren eine Cartan-
Unteralgebra ^ der Lie-Algebra g und betrachten das zugehôrige Wurzelsystem.
Seien a eine kurze und à eine lange Wurzel. Seien 0 # h et) orthogonal zu a und

-reg
0 ^ h g \) orthogonal zu à. Dann sind S : Gkh und S Gkh die beiden
subregulâren Schichten.

Die Gewichte von V sind genau die (4 bzw. 6) kurzen Wurzeln und die Null.
Insbesondere ist der Nullgewichtsraum eindimensional. Fur ein regulàres halbein-
fâches Elément y € g gilt daher

mJGy)
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Weil m: gH als Wurzelsystem {±a} hat, wird oflfenbar Vm 0; hingegen hat

m: g* als Wurzelystem {±â} und daher wird V™=VÇ>. Also gilt

aber

maj(Gh)=l.

Dies zeigt, daR die Gleichung 6.3 (*) nur fur eine der beiden subregulàren
Schichten S, S richtig sein kann (und zwar nur fur die mit der kleineren

Multiplizitât mw(Gh), also nur fur S, wie sofort aus der Méthode der assoziierten

Kegel (3.2) folgt).-Die Tatsache, da8 die subregulàre Schicht S die Gleichungen
6.3 (*) nicht erfiillen kann, ergibt sich auch aus einem allgemeinen Résultat
(Theorem 7.1), dem das nun folgende Kapitel gewidmet ist.

§7. Zum Einfliïft der Komponentengruppe GJG°X auf die Multiplizitàten eines

Orbite Gx

7.1. In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, was geschieht, wenn man im
Theorem 6.3 die Voraussetzungen ùber Zusammenhang und Normalitât fallen
lâBt. Dabei mûssen wir uns im Allgemeinen auf relativ grobe Aussagen ùber die
"asymptotische Verteilung" der Multiplizitaten m^Gx) (bei variablem œeQ)
beschrânken. Hierzu fùhren wir in il einen Lângenbegriff ein: Ist das hôchste
Gewicht eines einfachen Moduls vom Typ eu eine Summe von / Fundamen-
talgewichten, so setzen wir |co| : /. Ist nun A eine endlich erzeugte kommutative
fc-Algebra, auf der G lokal endlich mit endlichen Multiplizitaten operiert, so

definieren wir ihre "Multiplizitâtenfunktion" 2F(A): N-*N durch

nA)(n):= X m^A).

Man kann sich ûberlegen, daB dièse Funktion sich asymptotisch wie ein Polynom
verhâlt; genauer gesagt ist (vgl. [1])

&(A)(n) qnd +0(nd~1) (n -+oo)

mit passenden deN, 0<qeQ. Im folgenden machen wir meist nur Aussagen
ùber den "Fùhrungsterm" qnd solcher Funktionen; Gleichungen, die nur bis auf
Terme kleinerer Ordnung in n gelten, markieren wir durch einen Punkt wie in
[1]). Ist U ein Orbit (oder der AbschluB eines Orbits) in einer Varietàt mit
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G-Opération, so ist m^iU) m^i&liU)) fur aile coeil, und wir setzen zur
Abkûrzung 9{JJ):=9(9l(U)).

Nach Lemma 3.7 und [1], Lemma 2.6 gilt fur aile Orbiten Gx in der
Lie-Algebra g von G:

Dies bedeutet, daG bei einer derartigen Vergrôberung unserer Aussagen ùber die
Multiplizitàten der Unterschied zwischen Gx und Gx (insbesondere auch die
delikate Frage nach der Normalitât von Gx) keine Rolle mehr spielt.

7.2. Wir kônnen jetzt das Hauptergebnis dièses Kapitels aussprechen. Wir
betrachten-wie im §5-die adjungierte Opération einer zusammenhângenden
halbeinfachen Gruppe G auf ihrer Lie-Algebra q.

THEOREM. Sei S eine Schicht von g. Sei P eine parabolische Untergruppe von
G, mit Lie-Algebra p, so daR S Grreg fur ein auflôsbares Idéal r von p ist (5.4).
Dann gilt fur aile x, y Erreg:

Bevor wir zum Beweis des Theorems kommen (siehe 7.6, sowie die Vor-
bereitungen in 7.4, 7.5 und die nachgestellten Lemmata 7.8 bis 7.10), merken wir
zunâchst einiges zu seiner nàheren Erlàuterung an.

(a) Wir erinnern daran, da8 nach 5.5d)

gilt. Insbesondere ist [Gx :PX] endlich, nâmlich ein Teiler der Zahl [Gx : Gx].
(b) Spezialfall. Fur ein nilpotentes x g rreg sei Gx zusammenhàngend (oder auch

nur GX=PX). Dann gilt Gy Py fur beliebiges yerreg und daher S^(Gx) ^(Gy)
fur aile y eS.

(Denn fur y e rreg gilt nach dem Theorem [Gy : Py] • &(Gy) &(Gx) &(Gx) ^
3^(Gy) ^(Gy), und hieraus folgt [Gy : Py]= 1, also &(Gx)=F&(Gy).)

(c) Gehôrt y erreg zu der dichten Zerlegungsklasse (5.3) in der Schicht S, so ist
[Gy :Py]=l (5.5e)). Deshalb kann man die Behauptung im Theorem auch so
formulieren: Sei z ein festes Elément "allgemeiner Lage" in S (d.h. aus der
dichten Zerlegungsklasse). Dann gilt fur aile xerreg:
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(d) Betrachten wir nun speziell den Fall einer Dixmier-Schicht S. Dann ist r
das Radikal von p (5.6), und die Bedingung xerreg bedeutet gerade, daG p eine

Polarisierung von jc ist (vgl. [1], 6.2, 6.5 und [6] fur die Terminologie). Fur
nilpotentes x stimmt die im Theorem auftretende Zahl [Gx : Px] mit der Anzahl der

zu p konjugierten Polarisierungen von x ùberein. (Benutze [6], Lemma 5.1, sowie
die Tatsache, dass P selbstnormalisierend ist.)

7.3. KOROLLAR. Seien S eine Dixmier-Schicht von g, heS ein halbein-
faches und xeS ein nilpotentes Elément. Weiter sei p eine Polarisierung von h, und

n bezeichne die Anzahl der zu p konjugierten Polarisierungen von x. Dann gilt

Dies folgt aus dem Theorem mit der Bemerkung d).

Beispiele. (a) Sei G einfach vom Typ B2, und seien S, S die beiden

subregulàren Schichten wie in 6.6c). Ein subregulâres nilpotentes Elément x hat
nach Ozeki-Wakimoto ([19], Example 6.2, (2)) genau drei Polarisierungen p,, p2,

p3; dabei bestimmt p^ (gemâB Satz 5.6) die Schicht S, und p2 und p^ sind zu
einander konjugiert und bestimmen die Schicht S. Das heiBt: Im Korollar oben ist

n 1 fùr die eine subregulàre Schicht und n 2 fur die andere (S). - Insbesondere
sehen wir wieder, da8 die Multiplizitàtengleichungen im Theorem 6.3 fur die
Schicht S nicht gelten: denn aus &(Gh) 29;(Gx) folgt m(x)(Gh)> m^iGx) fur
unendlich viele œ e il.

(b) Fur G einfach vom Typ G2 und die beiden subregulàren Schichten S bzw.
S (wie in 6.6 (c)) erhâlt man analog n 3 bzw. n 1 (n wie im Korollar). Auch
bei den Typen B7, C, und F4 gibt es je zwei subregulàre Schichten S bzw. S, und
man erhâlt n 2 bzw. n l. Bei den Typen A,, D,, E, gibt es nur eine
subregulàre Schicht S, und fur dièse ist n 1.

7.4. LEMMA. Mit P und x wie im Theorem 7.2 gilt

Beweis. Auf der Varietât G/Glx operieren die endlichen Gruppen E := GJGX
und F: PJG{X durch Rechtstranslationen, und dièse Opération kommutiert mit
der von G durch Linkstranslationen. Wir kônnen 0l(Gx) 9l{GIGx) mit
0t(G/G{x)E und 3l(G/Px) mit 9l(G/G2)F identifizieren. Nach dem Lemma 2.7 in
[1] wird dann



Aktionen reduktiver Gruppen 95

Wegen # El #F [E : F] [Gx : Px] ergibt das die Behauptung.

7.5. Eine àquivalente Formulierung des Theorems 7.2.

Der Beweis des Theorems beruht auf einer genaueren Analyse des G-
âquivarianten Morphismus

jLt:Gxr^Gr S, (g,y)»->gy,

von G x r auf den AbschluB der Schicht S. Weil er surjektiv ist, liefert er uns eine

Einbettung der Funktionenringe

Lassen wir auf G x r zusàtzlich noch F durch

(*) P(&y) (gp"1,py) (fur geG, peP, y ex)

operieren, so ist fx konstant auf den P-Bahnen, und wir erhalten daher eine

Einbettung von 0l(Gx) in den entsprechenden P-Invariantenring £%(Gxr)p. Aus
dem Lemma 7.9(b) unten entnehmen wir nun die folgende Tatsache:

Aussage 1. Die Algebra B : 9t(G x r)p ist als Modul ùber A : 0l(Gx) end-
lich erzeugt.

Folglich ist das maximale Spektrum Z von B eine affine Varietàt mit G-
Operation, und die Inklusion A*^>B liefert eine G-àquivariante endliche "(ver-
zweigte) Ùberlagerung"

Wegen der Endlichkeit des Morphismus À ist das Urbild von S Grreg offenbar
gleich Zreg. Beim Ùbergang von einem Elément x der Schicht S zu einem seiner
Urbilder in Z verkleinert sich i.a. der Stabilisator, und zwar gilt:

Aussage 2. Fur aile xerreg und zek~l(x) ist Gz =PX.

Dièse Behauptung folgt nach dem Lemma 7.10 unten aus 5.5(d) und (f). Aus
dem Lemma 7.4 und der Aussage 2 ersieht man nun, daB unser Theorem 7.2 zu
der folgenden Aussage àquivalent ist:

Aussage 3. Fur aile zu z2eZrG* gilt &(Gzl)=&(Gz2)
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SchlieBlich bemerken wir, daB 9(Gz)=f &{Gz) fur aile z e Zreg gilt. (Dies folgt
mit demselben Argument wie 7.1 (*); denn wegen der Endlichkeit von À ist die
Kodimension von Gz\Gz in Gz mindestens 2.) Also ist die Aussage 3 auch

àquivalent zu:

Aussage 4. Fur aile z,, z2eZre* gilt

7.6. Beweis des Theorems 7.2 (Reduktion auf die Lemmata 7.8 bis 7.10).

Sei nçr das Idéal der adq-nilpotenten Elemente in r, wie in 5.4. Ohne

Einschrânkung kônnen wir im Theorem xen annehmen und uns deshalb auf die

Betrachtung des (i.a. kleineren) Ideals r':=fcy+n an Stelle von r beschrânken
(x, y er'reg, ohne Einschrânkung yen). Wir definieren nun /ul% A', Bf und À':Z'—>
Gx analog zu jlx, A, B, À : Z -* Gx in 7.5. Aile Ûberlegungen in 7.5 gelten ebenso

fur dièse modifizierte Situation. So sieht man, daB es fur den Beweis des

Theorems genùgt, folgendes zu beweisen:

Aussage 4'. Fur aile zl9 z2eZ'rGgtgilt<&(Gz1)

Wir beweisen nun sogar viel mehr als dies, nâmlich:

(1) Behauptung: Fur aile zu z2eZ'Te* und aile (oeQ, ist m(x}(Gz1) mai(Gz2).

Zum Beweis dieser Behauptung bemerken wir zunâchst, daB n und r' P-stabil
sind und daB P auf x'/n trivial operiert und in jeder Nebenklasse von x'/xx einen
dichten Orbit hat (5.5, Bemerkung). Wir identifîzieren r'/n mit dem Grundkôrper
k mittels fy + n»-»f. Die Projektion Gxr'^r'^r'/n^lc wird damit zu einer
Funktion / aus C": 9l(Gxr'); fur g g G, tek, nen ist /(g, ty + n) t. In der
Algebra C" ist folglich das Idéal (f-t)C' fur jedes tek ein Primideal, und die
Restklassenalgebra C'/(f—t)C ist gleich dem Koordinatenring 9t(f~x(t)) der Faser

/"1(t) Gx(ry+n). Nun ist Z' das maximale Spektrum von B' CP. Da die
Funktion / invariant unter den Aktionen von P und G (vgl. 7.5 (*)) ist, gilt
(f-t)B' ((f-t)C')p (f-t)C'nB'; also ist (f-t)B' ein Primideal von B'. Das
Nullstellengebilde dièses Primideals in Z' ist gleich dem Bild von f~1(t)
Gx(fy+n) unter dem kanonischen Morphismus Gxr'-»Z'.

Seien nun zt^z2eZfTeë wie in der Behauptung vorgegeben; ohne
Einschrânkung nehmen wir an, daB sie zum Bild von {1} x r' unter der kanonischen
Abbildung Gxr'-^Z' gehôren. Dann ist y, : A'(z,) tty + n, er'reg mit tt e fc,

n, en, und (1, y,) ist ein Urbild von z, in Gxr'(î 1, 2). Nach 5.5 erzeugt (1, y,)
einen dichten GxP-Orbit in Gx(yt+n). Also erzeugt z, einen dichten G-Orbit
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im Bild von Gx(yt+n) in Z'. Die Vorûberlegungen zeigen daher: Der Koor-
dinatenring von Gzt ist gleich B'Kf—t^B',

9t(Gz) ^(Bild G x (tty + n)) B'/(/- OB' (î 1, 2). (2)

Die Graduierung von 9t(r') induziert eine Graduierung auf
Fur dièse ist / homogen vom Grade 1. Deshalb ist das assoziierte graduierte Idéal
zu (f-t)B' gleich /B', und es folgt

mjB'Kf- OB') mJB'lfB1) (3)

fur aile tek, wefl. Aus (2) und (3) folgt nun die Behauptung (1), und dièse

impliziert, wie wir gesehen haben, das Theorem.

7.7. Wir môchten anmerken, dass der Beweis oben Einsichten liefert, die weit
ùber das im Theorem 7.2 formulierte Résultat hinausgehen. Als ein Beispiel geben
wir hier die folgende Anwendung der Betrachtungen von 7.6. (Eine weitere
Anwendung folgt im Anhang.)

ZUSATZ. (Notationen 7.2): Fur ein nilpotentes xerreg gelte

(1) GX PX und (2) Gx ist normal

Dann gilt fur aile y g S, co e fl

(a) mJGx) mOi(Gy) und (b) mJGy) m

Beweis. Es genùgt, die in 7.6 beschriebene Situation zu betrachten (wir
ûbernehmen die dortigen Bezeichnungen). Sei zoe À'"1^) ein Urbild von x in Z\
Wir betrachten die folgenden Aussagen:

(2') Gz0 ist normal;

(2") ~Gz ist normal fur aile z e Z'reg.

Wir zeigen: Unter der Voraussetzung (l)_gilt (2)^>(2')=»(2")=Ma). Wefljb) eine

Folge von (2) und (a) ist (mJGx)^mJGy)^m(x)(Gy) mOi(Gx) mOi(Gx) nach
3.2 und 3.7), wird der Zusatz damit bewiesen sein.

(2)=>(2'). Die Einschrânkung von À':Z'-*Gr' auf den Orbit Gz0 ist eine
endliche Uberlagerung GzQ-^> Gx vom Grad [Gx :PX] (vgl. 7.5, Aussage 2), und
daher nach (1) sogar ein Isomorphismus. Die Einschrânkung von À' auf Gz0 muss
deshalb wegen (2) ebenfalls ein Isomorphismus sein. Also ist Gz0 normal.
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Sei zeZfrGe> gegeben, ohne Einschrànkung z ein Urbild von y g
r'reg. Nach den Ùberlegungen in 7.6 ist der Koordinatenring S/l(Gz0) gleich dem
assoziierten graduierten Ring des Koordinatenringes Çk(Gz). Hieraus folgt nun,
dass mit_J%(Gz0) auch ffl, (Gz) normal ist. (Der Quotientenkôrper K von
9% : =0t{Gz) besitzt eine Z-Filtrierung, welche auf R die gegebene Filtrierung
induziert; fur dièse ist der assoziierte graduierte Ring gr K in kanonischer Weise
in den Quotientenkôrper von R0:=Sïl(Gz0) eingebettet. Der ganze Abschluss R
von R in K ist ein endlich erzeugter R-Modul; es gibt daher ein feR mit

f • R^R. Hieraus folgt gr R ^ gr(f - R) gr f - gr R, letzteres wegen der Null-
teilerfreiheit von gr K. Es ist daher gr R ein endlich erzeugter gr R-Modul, also

ganz ûber grR Ro. Wir erhalten daraus grR R0 grR und folglich R R.)

7.8. Gxpr als G-Menge.

Wir haben jetzt noch einige technische Lemmata zu beweisen, welche wir im
Laufe des Beweises von Theorem 7.2 benutzt haben. Dabei soll gleichzeitig der
geometrische Hintergrund dièses Beweises etwas erhellt werden.

Fur jede Untergruppe P von G und jede P-Menge (Menge mit P-Operation)
X definieren wir eine "induzierte G-Menge" GxpX wie folgt: Wir lassen GxP
auf G x X durch

(h, p)• (g, x): (hgp~\ px) fur g, fi e G, peP, x eX,

operieren, bezeichnen mit

die von (g, x) erzeugte P-Bahn und definieren GxpX als die Menge aller dieser
Bahnen (g, x) Sei nun r eine P-stabile Teilmenge einer G-Menge* g. Dann wird
durch (g, x)*-*gx eine Abbildung $:Gxpr^Gr wohldefiniert. Wir betrachten
das folgende Diagramm:

Gxr,

IPxGr/ (vP.qx\<G/PxGr/

* Obwohl wir hier der Klarheit halber eine abstrakte Situation betrachten, wàhlen wir die
Notationen schon so wie bei der Anwendung auf die Situation im Theorem 7 2.
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Im folgenden Lemma stellen wir einige Eigenschaften der G-Menge Gxpr
zusammen; die Beweise sind einfach.

LEMMA. (a) Fur aile xer, ze<P~l(x) ist Gz gleich Px.

(b) Fur aile xex ist der G-Orbit G(l, x) gleich GxpPx.
(c) Die P-Orbiten in r entsprechen bijektiv den G-Orbiten in Gxpr, vermôge

(d) Bei dieser Bijektion entsprechen die G-Orbiten in <P~l(Gx) gerade den

P-Orbiten in GxHr.
(e) Im Diagramm oben ist(g,x)*-*(gP, gx) eine injektive G-àquivariante Ab-

bildung t von Gxpx in G/Pxg. (Dabei betrachten wir die durch h(gP,x)-
(hgP, hx) gegebene G-Operation auf G/Pxg.)

Beweisen wir etwa (a): Mit passendem geG, y gx ist z =(g, y), also x gy.
Welche heG stabilisiern z? Offenbar gilt h(g, y) (hg, y) (g, y) genau dann,

wenn es p e P mit (hg, y) (gp'\ py) gibt, das heiBt, wenn es p e Py mit hg gp~l

gibt. Die letzte Bedingung bedeutet aber hegPyg~l. Wegen gPyg~l Px beweist
dies G2 Px.

7.9. Gxpr als G-Varietàt.

(a) In der Situation von 7.8 sei nun g eine G-Varietàt (algebraische Varietàt
mit G-Opération), P eine abgeschlossene Untergruppe von G und r eine lokal
abgeschlossene P-stabile Teilmenge von g. Dann ist auch G/Pxq eine G-
Varietât, und die Einbettung t (7.8(e)) identifîziert Gxpr mit einer lokal-
abgeschlossenen G-stabilen Teilmenge von G/Pxg. Ist r sogar abgeschlossen, so

auch t(Gxpr). (Zum Beweis benutzt man, daB der Morphismus Gxg-» G/Pxq
offen ist und daB deshalb Teilmengen von G/Pxg lokal abgeschlossen sind,
sobald ihr Urbild in G x g es ist.) Auf dièse Weise kônnen und wollen wir G x pr

von nun an als eine G-Varietàt auffassen. Die globalen regulâren Funktionen auf
dieser (i.a. nicht affinen!) Varietàt kann man andererseits auch mit P-invarianten
Funktionen auf Gxr identifizieren (vermôge der Surjektion Gxr-> Gxpr), und

man ùberlegt sich leicht, daB dann sogar

wird. (Allgemeiner gilt 0l(Y) 0l(X)p fur jede lokal abgeschlossene Teilmenge Y
von G/Pxg und ihr Urbild X in Gxg.)

(b) Sei nun P eine parabolische Untergruppe. Dann ist G/P eine vollstàndige
Varietàt und die Projektion pr2: G/P x g—> g also ein eigentlicher Morphismus
(insbesondere abgeschlossen). Ist auBerdem r abgeschlossen in g, also t(Gxpr)
abgeschlossen in G/Pxg (siehe (a)), so folgt, daB pr2(t(Gxpr)) $(Gxpr) Gx
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abgeschlossen in g ist. (Dièse Tatsache haben wir ùbrigens in §5 wiederholt
benutzt.) Weiter sieht man so, dass derMorphismus $:Gxpr^ Gx eigentlich ist.
Hieraus folgt bekanntlich ([5], III, §3, Théorème 3.2.1):

LEMMA. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist Sfc(G x pr)( 0l(Gxx)p
nach (a)) als 3l{Gx)-Modul endlich erzeugt.

7.10. Die Stein-Faktorisierung von Gxpr—> Gx.

Wir betrachten eine parabolische Untergruppe Pc: G und eine F-stabile
abgeschlossene Teilmenge r der Lie-Algebra g von G. Der kanonische Morphismus

$:Gxpr^Gr ist dann eigentlich (7.9b)). Bezeichnen wir mit Z das

maximale Spektrum des Funktionenringes S(Gxpr) ^(Gxr)p (7.9(a)), so gibt
es eine (oflfensichtlich eindeutig bestimmte) Zerlegung

von <P in surjektive G-àquivariante Morphismen a und À. (Dies ist die soge-
nannte ''Stein-Faktorisierung" des eigentlichen Morphismus <P, vgl. [5], III, 4,
Théorème 4.3.1.)

LEMMA. Sei xex gegeben. Folgende drei Aussagen sind âquivalent:

(i) <P~l(x) ist endlich.

(ii) a bildet <f>~!(Gx) bijektiv auf k~\Gx) ab.

(iii) G° <= P und Gx D x ist Vereinigung endlich vieler P-Orbiten.
Sind dièse Aussagen fur x erfùllt, so gilt Gz Px fur aile z g à-1(x).

Beweis. (i)=>(ii) Nach Grothendieck (loc. cit.) sind die Fasern von cr

zusammenhàngend. Mit «f»"1^) sind nun auch die darin enthaltenen Fasern von a
endlich. Also sind dièse Fasern einelementig; das heiBt, a bildet (P~\x) injektiv
ab. Wegen der G-Àquivarianz gilt dasselbe fur (P~\Gx). So folgt (ii) aus (i).
Umgekehrt folgt (i) aus (ii), weil À endlich ist (7.9(b)). Die Àquivalenz von (i) und
(iii) folgt unmittelbar aus dem Lemma 7.8. (Nach 7.8(a) und (d) ist #<P~\x)
m-[Gx:Px], m : #((tflGx)/P).) Die letzte Behauptung folgt aus (ii) mit Lemma
7.8a).

Anhang. Beweis einer Multiplizitàten-Gleichung ohne Normalitàts-Vorausset-
zung

In diesem Anhang beweisen wir mit cohomologischen Methoden, dass in-
nerhalb jeder Schicht von $ln die Multiplizitâten der Orbiten konstant sind. Wir
zeigen sogar allgemeiner:
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Al. THEOREM. Sei S eine Dixmier-Schicht der halbeinfachen Lie-Algebra
q. Sei P<^G eine parabolische Untergruppe mit Lie-Algebra p, so dass S Grreg

gilt mit dem auflôsbaren Radikal x von p (Satz 5.6). Fur ein nilpotentes Elément
xerreg sei GX=PX. Dann gilt

Wo>(Gty) m^iGx) fur aile y e S, co e O.

Beweis. Es genùgt wiederum, die Situation von 7.6 zu betrachten; wir
ùbernehmen die dortigen Bezeichnungen. Sei z0 ein Urbild von x in Z'. Fur den
Beweis des Theorems genùgt es zu zeigen, dass Gz0 normal ist; denn wie wir
schon in 7.7 ((2')=Ma)) gesehen haben, folgt daraus die Behauptung.

Mit den Ùberlegungen und Bezeichnungen von 7.6 erhalten wir fur den

Koordinatenring von Gz0 die Beschreibung (vgl. 7.6(2)):

z^) B7/B'ç <%(G x n)p

Da 3ft,(Gxn)p normal ist, geniigt es zu zeigen, dass hier Gleichheit gilt. Es lâuft
deshalb ailes darauf hinaus nachzuweisen, dass der kanonische (durch
Einschrànkung gegebene) Homomorphismus p von B' 3ft,(Z') Sft,(GXTr)p nach

2ft(Gxn)p surjektw ist.

Nach 7.9(a) kônnen wir B' auch als den Ring der globalen regulâren Funk-
tionen auf Y:=Gxpr' auffassen und £%(Gxn)p als den Ring der globalen
regulâren Funktionen auf der abgeschlossenen Untervarietât N : Gxpn von Y.

Dann ist p der kanonische (Einschrânkungs) Homomorphismus von B' Sfc(Y)

nach âfc(N). Weiter ist N das Nullstellengebilde von / in Y. Bezeichnen wir mit
€Y bzw. CN die Strukturgarben der Varietàten Y bzw. N, so erhalten wir sogar
die folgende exakte Sequenz von Garben (/ • bezeichnet die Multiplikationmit /)

denn es gilt <JfOY=fOY, da /, aufgefasst als Morphismus Y-> k, glatt ist. Dièse

liefert die exakte Cohomologie-Sequenz

(*) 0-*H°(Y, <9Y)-UH0(Y, Oy) -2-» H°(N, €N)

-+H\Y, ÛY) -UH\Y, Oy)-»H1(N, On)-+ • • •

Darin ist H°(Y, 0Y) 9l(Y) B' und H°(N, QV) «(N), und der dritte Pfeil ist
unser Homomorphismus /?, dessen Subjektivitât zu beweisen ist. Aus der Exakt-
heit von (*) folgt, dass der Cokern von p im Kern von/-, also erst recht in dem
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4 7-Torsionsuntermodul ' '

M: {ceHl(Y, ÛY) \ fnc 0 fur ein neN}

enthalten ist. Wir brauchen also nur M 0 zu zeigen. Dazu bemerken wir
zunâchst, dass die Cohomologie-Moduln H1 (Y, OY) endlich erzeugte B'-Moduln
sind ([5], III, §3, Théorème 3.2.1; der Morphismus Y-> Z auf das maximale
Spektrum von B' ist eigentlich, vgl. 7.9(b)). Deshalb ist auch M endlich erzeugt.
Nach dem Lemma A2 unten gilt nun Hl(N, ©N) 0. Aus (*) folgt daher
f-Hx{Y, €Y) Hl(Y, 0Y), also auch f-M M. Deshalb muss M 0 sein, und
das Theorem ist bewiesen.

A2. Auf die folgenden Ùberlegungen hat uns R. Elkik hingewiesen. Be-
kanntlich ist N ein Vektorbùndel ùber X:=G/P mit typischer Faser n. Die
Killingform auf g induziert einen kanonischen Isomorphismus von n* mit g/p, dem

Tangentialraum von X in F. Hieraus folgt unmittelbar, dass N das

Contangentialbùndel ùber X ist.

LEMMA. Es gilt Hl(N, €N) 0 fur î>0.

Beweis. Sei QN die Garbe der Differentiale ùber N. Dann ist die maximale
âussere Potenz AmaxftN gleich der Strukturgarbe <9N:Der glatte Morphismus
<p : N —> X induziert die exakte Sequenz

o-xp*r2x -> nN -> nN/x -> o,

welche lokal spaltet ([5], IV, §17, Proposition 17.2.3 (ii)). Man erhàlt daraus
einen kanonischen Isomorphimus

AmaxON Amaxi7x<g) Amax/2N/X.

Da N das Cotangentialbùndel ùber X ist, folgert man leicht, dass die lokal freien
Garben (p*Ox und ON/X zueinander dual sind, woraus AmaxflN= €N folgt. Sei

nun T das maximale Spektrum von £%(N) und jll:N—> T der kanonische
Morphismus. Dieser ist eigentlich und birational (vgl. 7.10). Da N glatt ist ergibt sich

aus einem Satz von Grauert-Riemenschneider ([23], Satz 2.3; dieser ist anwend-
bar, vgl. hierzu den Anfang des Beweises von Proposition 2.2 in [25]; siehe auch

[24] S. 50),dass die hôheren direkten Bilder Rl^AmaxON 0 sind fur î >0. Nach
dem Vorangehenden ist Amaxr2N 0N, und es folgt Hl(N, ON) 0, da T affin ist.
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Nachtrag bei der Korrektur. Von C. Procesi und dem zweiten Autor wurde inzwischen bewiesen,
dass die Abschlùsse aller Konjugationsklassen in sln normale Varietàten sind. Damit ist also auch die
Multiplizitâten-Vermutung von Dixmier (1.7) bewiesen.
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