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Conditions nécessaires et suffisantes pour l'équivalence
des polyèdres de l'espace euclidien à trois dimensions

par J.-P. Sydler

Dédié à ma femme, à ma mère, à M. H. Hopf et à la mémoire de M. Dehn

0.1. Deux polyèdres sont équivalents (zerlegungsgleich) lorsque l'on peut
décomposer le premier en polyèdres partiels avec lesquels on peut construire le
deuxième. Deux polyèdres P et Q sont équivalents par adjonction (ergân-
zungsgleich) lorsqu'il existe un polyèdre R tel que P + R et Q + R sont
équivalents. Ces notions jouent un rôle important dans la recherche des
axiomes nécessaires à la définition du volume. On sait que deux polygones
plans de même aire sont équivalents. La situation est différente dans l'espace.
Au Congrès international des mathématiciens tenu à Paris en 1900, Hilbert
demandait, comme troisième d'une série de problèmes irrésolus, de trouver
deux polyèdres de même volume non équivalents [1]. La réponse fut donnée

presque immédiatement par Dehn [2] :

Considérons un polyèdre P et désignons par oct et par l{oct) la grandeur des

angles et la longueur des arêtes de ses dièdres. Les angles oc t peuvent s'exprimer
linéairement avec des coefficients rationnels en fonction de n et de n angles
indépendants yl9... ,yn :

n

<xt rt07t + Ert9ys, i 1,.. ,s.

Dehn démontra que : Si le polyèdre P est équivalent à un cube, alors

8

Ces conditions nécessaires ne sont pas remplies par le tétraèdre régulier et par
conséquent : Un cube et un tétraèdre régulier ne sont pas équivalents.

Si un polyèdre P est équivalent à un cube, nous écrirons P ~ 0 (mod. cube)
ou plus simplement P ~ 0. De même Pt ~ P2 signifiera que Px est équivalent
au polyèdre constitué par P2 et par un cube, l'équivalence simple ayant lieu
si Px et P2 ont le même volume.

0.2. Le problème de l'équivalence a été repris depuis une vingtaine d'années.

Il nous a d'abord été possible de montrer que, dans l'espace euclidien,
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deux polyèdres équivalents par adjonction sont toujours équivalents [3]. Puis
Hadwiger entre autres trouva plusieurs propriétés et généralisations
nouvelles [4]. (Pour l'historique de la question de l'équivalence, voir [5]).

0.3. Une question restait posée: Les conditions de Dehn sont-elles aussi
suffisantes, c'est-à-dire un polyèdre qui vérifie les conditions de Dehn est-il
toujours équivalent à un cube? Nous démontrons dans cette publication que
tel est bien le cas dans l'espace euclidien.

Dans des travaux précédents [6]-[7], nous avons montré que, si un polyèdre
remplit les conditions de Dehn, il est équivalent à un polyèdre dont tous les

dièdres ont des angles rationnels en n, ces angles étant même des multiples

de — Ces propriétés se basent sur quelques constructions simples et ne sortent

pas du cadre de la géométrie élémentaire. Dans une même perspective, nous
montrons encore au chapitre 1 de cette publication qu'il existe un polyèdre

équivalent à un cube ayant un dièdre égal à — tous les autres dièdres étant

droits. Par conséquent, tout polyèdre vérifiant les conditions de Dehn est

équivalent à un polyèdre dont tous les dièdres sont droits.

0.4. Pour démontrer qu'un tel polyèdre est toujours équivalent à un cube,

nous avons dû analyser les propriétés de deux classes de tétraèdres particuliers
que nous nommons AetB (voir la définition en 2.1. les dièdres d'un polyèdre
A vérifiant une relation cos yx sin ocx • sin /?x, ceux du second une relation
du genre eos2&2 + cos2/?2 + cos2y2 1, relations qui introduisent une
certaine multiplicité et une certaine additivité dans nos considérations
géométriques.

0.5. Au chapitre 2, nous montrons tout d'abord qu'un polyèdre à dièdres
droits se laisse décomposer en polyèdres A et B. Cette partie, simple quoique
de présentation compliquée, revient à montrer que l'on peut remplacer trois
dièdres de même longueur et tels que oc -f- /? + y n P&r des couples de

dièdres complémentaires.

0.6. Au chapitre 3, nous montrons que, si un polyèdre quelconque est

équivalent à une somme de polyèdres A et que ces polyèdres A vérifient les

conditions de Dehn séparément pour les dièdres y€ et pour les dièdres y — y,->

alors ce polyèdre est équivalent à un cube (théorème SA).
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0.7. Dualement, il nous est possible de montrer au chapitre 4 que, si un
polyèdre est équivalent à une somme de polyèdres jB, et que cette somme
vérifie les conditions de Dehn, ce polyèdre est équivalent à un cube (théorème
SB), Ces deux théorèmes S A et SB sont les généralisations de constructions
simples et ne font appel qu'à quelques considérations d'algèbre linéaire
élémentaire.

0.8. Au chapitre 5, nous pouvons alors montrer que tout polyèdre constitué
de polyèdres A et B qui vérifie les conditions de Dehn est équivalent à un
cube (théorème SAB). La démonstration est possible grâce à un passage
alterné du domaine de la géométrie élémentaire à celui de l'algèbre des
polynômes à plusieurs variables. Les points essentiels sont les suivants :

somme de polyèdres A où apparaissent des dièdres <xt et — <xt. On peut

0.8.1. Si un polyèdre vérifie les conditions de Dehn, il est équivalent à une

)mme de polyèdres A où ap
trouver T dièdres rj tels que

cos2 (x7 77(sin2 ts)rj* et sin2 oc3 i7(sin2 ts)si*, (Rf9, 8J8 entiers positifs).
8 8

Dès lors, le polyèdre implique un certain nombre de polynômes

T T

0} i7(sinarf)**« + 77(sin2rJ5^ — 1 0, (; 1,..., N)
«=1 8=1

et les conditions de Dehn se mettent sous la forme

N d<&
0, (s=l,...,T) (cf. 2.6. et 3.12.)

?=1 C/^SIII T8)

0.8.2. Grâce à une construction simple démontrée par le théorème SA,
on peut établir une relation entre des polyèdres A, un polyèdre B dont le
cosinus des dièdres s'exprime en fonction de Je sin x3 et un autre polyèdre B
dont les cosinus s'expriment en fonction de (k — 1) sin xi (5.2.-5.5.). Cette
propriété permet par la suite les itérations par rapport aux dièdres r.

0.8.3. On peut associer à tout polynôme p à n variables un polyèdre
[P + B] (p) constitué d'un polyèdre P composé de polyèdres B dont les dièdres
correspondent aux différents termes de p, et d'un polyèdre iî composé de
polyèdres A dont les dièdres correspondent aux différents facteurs des termes
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de p (5.6.-5.8.). C'est ici surtout qu'interviennent les caractères additifs et
multiplicatifs des polyèdres B et A.

0.8.4. La propriété essentielle des polyèdres [P + R] est la suivante
(5.9.-5.11.).

Si 0 est un polynôme quelconque,

0.8.5. Cette propriété permet d'établir le théorème central de notre
démonstration (5.13-5.14).

Si le polynôme p (xl9..., xn) est tel que, pour un certain point y

0 et i|M=o,(«= l,...,n), alors [P + J8](p[y]) ~0.

Ce théorème se démontre par récurrence en employant quelques propriétés
simples des polynômes à plusieurs variables et, pour la partie géométrique,
en faisant usage de la propriété 0.8.3.

En remplaçant finalement le polynôme p par le polynôme SHi 0} 0

(0.8.1.), on trouve que le polyèdre [P + R](£H30j) est équivalent à un
cube (6.1) et, en remontant la chaîne de nos résultats partiels, on voit qu'on
a démontré que tout polyèdre à dièdres droits est équivalent à un cube. Les

conditions nécessaires de Dehn sont donc aussi suffisantes.

Chapitre 1. Sur les polyèdres à dièdres droits

1.1. Il existe un polyèdre équivalent à un cube, ayant un dièdre égal à -— tous

les autres dièdres étant droits.
En effet, considérons un prisme droit ABEFGH, dont les bases GAE et

HBF sont des triangles isocèles rectangles en G et H. Coupons ce prisme par
le plan EJB perpendiculaire au plan ABEF, J étant l'intersection avec GH.
Le polyèdre EGJAB est équivalent à un cube. K et L étant les milieux de EF
et de AB (JK et JL étant donc respectivement perpendiculaires à JAB et

à JEF), M le milieu de KL, menons encore par J le plan perpendiculaire à

EL, qui coupe EL en D et KB en C. Le polyèdre GJEABCD a pour dièdres:

-—le long de AB, <x le long de BG, n — <x le long de ED,-~pour toutes les autres

arêtes. Les tétraèdres JMDE et JMCB étant identiques, le polyèdre est

équivalent au polyèdre EGJAB, donc à un cube (figure 1).
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Figure 1

Construisons le polyèdre Q suivant (non équivalent à un cube en général) :

Soit TCPB un carré et soit S un point de la normale à TCB en T tel que
l'angle TSP soit égal à oc. Menons encore par BC le plan perpendiculaire à

8P, qui coupe SP en A, et soit 0 l'angle BAC. Le polyèdre SABCT a donc

pour dièdres: tt —a le long de BC, fi le long de $.4, les autres étant droits
(figure 2).

Ajoutons au polyèdre EGJABCD le long de l'arête J5C un polyèdre
semblable à Q, l'arête VW correspondant à SA étant perpendiculaire au plan

Figure 2 Figure 3
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EAB et retranchons-en un autre le long de ED, l'arête correspondante de SA
étant F' W. Pour que la construction soit possible, il faudra peut-être ajouter
ou enlever des prismes au polyèdre considéré.

Nous obtenons ainsi un nouveau polyèdre équivalent à un cube et dont tous
les dièdres sont droits, sauf les dièdres le long de V W et V W, lesquels sont
égaux à fi et 2n — fi, les faces étant parallèles et les arêtes comprises entre deux
plans parallèles. On peut dès lors enlever du polyèdre un prisme vertical ayant
un dièdre 2n — fi le long de V W, un dièdre fi le long de VW, les autres étant
droits (figure 3). Le polyèdre restant est alors le polyèdre cherché.

1.2. En ajoutant un tel polyèdre le long des arêtes de dièdres -j-, on peut

transformer un polyèdre dont tous les dièdres sont des multiples de •— en un

polyèdre équivalent dont tous les dièdres sont droits. Par conséquent, d'après
un théorème que nous avons déjà établi (cf. introduction O.3.):

Si un polyèdre vérifie les conditions de Dehn, il est équivalent à un polyèdre dont
tous les dièdres sont droits.

Chapitre 2. Décomposition des polyèdres à dièdres droits

2.1. Rappelons tout d'abord la définition des deux polyèdres qui nous
serviront d'éléments de base dans toutes nos considérations :

A(<x,fi;y): Polyèdre ABCD tel que: AB est perpendiculaire à BCD; DC

est perpendiculaire à CBA; dièdre AB=oc; dièdre CD fi] dièdre

AD y; AB cotg oc ; CD cotg fi ; AD tg y ; cos y sin oc sin fi. Nous
dirons que oc et fi sont les dièdres latéraux de A (oc, fi; y), y étant le dièdre

diagonal.
B(oc;fi;y): Polyèdre 8ABC tel que: SA, SB et SC sont deux à

deux perpendiculaires; dièdre BC oc, dièdre CA — fi, dièdre AB y;
BC cos#«sin&; CA cos fi • sin fi; AB cos y • sin y. cos2<% + cos2/? +
+ cos2y 1.

2.2. Afin d'établir une décomposition particulière des polyèdres dont tous
les dièdres sont droits, indiquons quelques propriétés des polyèdres A. Les

démonstrations étant élémentaires, nous nous bornerons à renvoyer aux
figures dont elles découlent. Pour simplifier les notations, nous désignerons par
Zv • A (compl.) une somme de polyèdres A dont les dièdres sont égaux à des

angles yl9..., yn ou à leurs complémentaires -— — yx, -^ — yn.
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n2.2.1. Si £i + |2 + |3 n, 0 < £t < — il existe des angles <%, £, y

tels que cotg ç1AU,j—p;SA + cotg |2^4 (/î, ~ — y ; ftj -f

+ cotg ÇZA [y, ~ — a ; f, ~ 0 (figure 4).
\ z /

2.2.2. Si ^ + ^?2 + Vz ^> ^ < ^( <"tt 5 il existe des angles <%,

tels que tg tjUfai. ^ ; y) + tg ^4 (%, ]8; |- —y) + cotg ^^((5^ <52; ijj) —

— cotg r}zA(ôl3x;p) — cotg %-4(<Ja, 0; <x) ~ 0 (figure 5).

Appliquons à chaque terme des relations 1) et 2) la transformation

On trouve alors les propriétés suivantes :

2.2.3. Si f1+f,+ f,=-|, 0<£
tels que

n
5 il existe des angles yt, y,,

Figure 4

CMH vol. 40
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2.2.4. Si r\x + rj2 — rj3 ~,0<^<-^, il existe des angles ~q>t, y>t,...,
tels que ^BVi^iVi^VilVi) + *« V^(V2, 92I V2) ~

(compl.).

2.2.5. Ces propriétés peuvent s'étendre. Par exemple,

si &+C + C+C4+£•=—, 0<^<j' f
f <— < f4 + £5 < 7T, on introduit les angles (53 et <5g, 0 < ôz, ôf3 <

telsque fl + C2 + ,5, f, f4+C5 + «5;=f, Ca + <53 + «J f •

Alors 27 tg f4^4 (ft, ç?t ; y>%) ~ EvA (compl.).

Il en va de même dans les cas semblables.

2.3. Considérons un polyèdre Q dont tous les dièdres sont droits et menons

par chaque sommet de Q un plan parallèle à un plan donné quelconque. Le
polyèdre Q est ainsi décomposé en polyèdres partiels ayant deux bases parallèles,

les faces latérales étant successivement perpendiculaires Fune à l'autre.
On vérifiera aisément que, si un tel polyèdre a quatre faces latérales, il se

laisse décomposer en prismes. Supposons qu'un de ces polyèdres ait au moins
6 faces latérales /1? /2,..., /6,.... Coupons-le par un plan perpendiculaire à

fx et /4. Le polyèdre fl9... ,/6,... est équivalent aux polyèdres /71/2/3/4 e^

/î/'/é/s/e • • •> ce dernier polyèdre ayant une face de moins que le polyèdre
initial. Par conséquent, tous les polyèdres de section se décomposeront en

polyèdres du même genre, ayant trois ou cinq faces latérales successivement

perpendiculaires.

2.4. Considérons dès lors un polyèdre de section P à 5 faces latérales et
soit AB une de ses arêtes latérales. Soient C, D et E les projections de A sur
la deuxième base et sur les traces des faces dans cette base. Désignons par Px

le polyèdre ABCDE. Soient encore sx l'angle DBE, % et oc2 les dièdres le long
de DB et EB (figure 6). Si e2,..., e5 désignent les angles analogues des autres

traces 0 < et < —- on voit facilement qu'on a seulement les possibilités

1) ei + €2 + £s + e/L + €B==7t et Pr^Pi + Pz + Ps + Pt + Ps

2) e1 + e2 + ez + eé — e5 7i et P ~ Px + P2 + P3 + Pé — P5

3) e1 + e2 + e3— eA — e5 n et P — Px + P2 + P* — P* — ^5 •
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Figure 7

1) Comme ex + s2 < ~ et e4 + e5 < — il existe des angles
2 2

0 < <53, àrz < —- tels que2

<53 et

(712--
2) On peut distinguer deux cas

2l) ^- < «1 + «2 < **

2.2) Y<e1 + e2<Jr et 0

~ n

2.1) II existe y6 et 75, 0 < y5, y^ < — tels que

n n n

n
2 •

2.2) II existe <pB et <p[, 0 < <p5, <pf5 < -— tels que2

n n

n
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3) On a ~ < ex + e2 < n et 0 < s4 + s5 < ~

Il existe f3 et f3, 0 < £3, f3 < —¦ tels que2

> n (n \ In \ n

+ ^ + C

Comme on sait, on peut décomposer le polyèdre ABCDE de telle sorte que
Ton a :

Pi ~fh \A (|r — %» ^2 ; Vij + ^ (^2, % ; ^) —^1 (y —«!, ^2 ; ^\

et des relations analogues pour les P^ (figure 7).
Par conséquent, le polyèdre P ~ Px + ^2 + ^3 ± P* ± ^5 se laisse

décomposer en polyèdres J., dont tous les dièdres sont égaux ou complémentaires,

ou égaux à des dièdres el9... ,eb liés par les relations 1, 2 ou 3. D'après
la propriété démontrée plus haut, on peut, en soustrayant de P les polyèdres
correspondants, éliminer ces dièdres e. On introduit par là seulement d'autres
dièdres deux à deux complémentaires. Les mêmes raisonnements s'appliquent
aux polyèdres de section qui ont trois faces latérales et on peut donc énoncer
le théorème suivant :

Un polyèdre dont tous les dièdres sont droits se laisse décomposer en polyèdres A
dont tous les dièdres sont égaux à n angles yx,... ,ynou aux angles complémentaires

V — 7i • • • > 7T — yn> Ie8 conditions de Deen étant vérifiées par chacun des y{.Z 2

2.5. On a donc

D'après une transformation plusieurs fois employée

)+£/lA (ï ~ y* 'x ;

t [A (yh, y(j ; st) — A (yu, x ;
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Comme les conditions de Dehn sont vérifiées par les yi, on a

— /**tgy? 0

et par conséquent

P~Z^ B (^—yi; j — yn+3, x\ + Zvt[A(yH, yt%\ et) — A(yH, x; et)].

Un polyèdre dont tous les dièdres sont droits est équivalent à une somme de

polyèdres B n'ayant que des dièdres -— — y1,... — — y2k et un dièdre x,2 2

et une somme de polyèdres A dont les dièdres sont égaux à yl9..., y2k ou à

x, les dièdres diagonaux et ayant deux à deux même grandeur et même longueur.

2.6. Ajoutons ici une considération que nous employerons plus tard.
Soient Dt ~ [A(ocH, <xta ; et) — A(ocH, ç>; ej], i 1 ,...,£, t polyèdres de

dièdres <xl9..., ocn, pour lesquels <xt < <p. Ces dièdres sont liés par les relations

sin otti • sin (xt% sin ocH • sin <p

c'est-à-dire
sin <x%1 sin oc%î I sin <xl8 \~x _sin 9? sin 9? \ sin <p

Désignons par à) 1, — 1,0) l'exposant avec lequel le facteur I—;—*
intervient dans le polyèdre D3. On a donc

f^t-Vî i,,'=i,...,«, c'est-à-dire f (5! In -^- =0, ,-=l,...,<

ou encore, en posant

smç? t==i
*

Comme sin ç? > sin <xt et puisque les polyèdres Dt existent, ce système de
relations admet au moins une solution pour laquelle tous les x% sont négatifs.
S'il existe T solutions particulières entières (—R[,..., —i?£), t 1,..., T 9

on peut, à cause de l'existence d'une solution purement négative, trouver ces
T solutions de telle sorte que tous les R[ soient positifs. La solution générale
aura donc la forme

T

xt —2TtR'%9i l,...,n.



54 J.-P. Syd:leb

Comme R"1 — kR*2 est aussi une solution, on peut choisir les T solutions
particulières de telle sorte que tous les rt soient positifs et > 1 et Ton aura,
pour les polyèdres donnés Dx,..., Dt :

Xi= E (— rt)Rl i 1,..., n, c'est-à-dire ^^- II {eTrt)R\.
t=i sm <p e=i

En posant enfin e~rt sin f}t, on aura

t t
sin ocir sin <p • n (sin (tt)Mi, i 1,..., n ; Ri entier positif.

Notons que, les dièdres <%t étant tous différents, on peut aussi supposer que
les Ri, i 1,..., n, sont tous différents.

Chapitre 3. Théorème SA

3.1. Nous avons établi dans un précédent article [8] les relations suivantes :

(a) A{<x,p\ex) —A(p,y;e2) + A(y, 6]%) — A(ô,(x\e^)^
In n \ a [n n \— — e2, j — e4 ; coJ — A ^— — ex, — — e3 ; coJ

(b) A((xy^\ex) —A(fi,y;e2) + A(y, ô;ez) —

~ A(oc', pf; £l) -A(p'9 /; e2) + A{yf, ôf; ez)-A(ôf, «'; e4).

Nous nous proposons de les généraliser pour arriver au théorème
fondamental SA qui exprime une condition nécessaire et suffisante pour l'équivalence
à un cube de certains polyèdres constitués par des polyèdres A.

3.2. Considérons le polyèdre

^AfatOCt; et) —A^,^; e2) + + A(oc2k_l9 (X2k\ e^^) —Aioc^,^; e2k).

Il existe un angle sf2k_2 tel que cos e2k_2 sin o^ • sin <x2k_2 et par conséquent

[A((Xl9OC2k_2;e2k_2) —
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Le polyèdre de la seconde parenthèse est indépendant de o^ en vertu de la
relation (b) et, par récurrence, il en sera de même pour P, le polyèdre de la
première parenthèse étant d'un rang moins élevé. Par conséquent

<%2 ; %) — A (<%2, «3 ; e2) + + A (^^, <x2k ; eafc-1)

cette notation étant justifiée, puisque les <xt ne jouent plus de rôle. Nous
pouvons écrire également

SA €i"-"g*fc-3,g2*-i\ „ SA gl>""g2fc-1 + SA
\ €2, «2fc-2 » €2k I \ /

On peut donc décomposer tout S A en couples de polyèdres A. On aura de
même

/ \ / \ / ' \

D'après la définition de SA, on voit que

3.3. SA
e2 9 €4 9 • • • 9 £2k \ €19 e3 9 • • • 9 £2k-l

3.4. SAi01'0""" C2*~1 ~ SA ' ">"*"•¦> e™-1

3.5. SA

3.6. SA (€i>e*>-->£™-A r^ SA
j€2 9 €i 9 ' ' • 9 €2k j \ S2k 9 H 9 8A 9 '

e2, e3,,

/"»>*/ o a I £1> g2fc-l> €3> ' ' » > €2fc-3 \
^ ^^ / E2k-19 ^ 9 * » - 9 g2ft-3 €1 \

\ £2fc> £2> €4> • • • > e2fc-2 / \ e2> £4> • • • > e2fc-2> e2fc /
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3.7. SA /ei"--'£»-3'^-i'^m.--->^-i\
\ e2,..., ezt_2, e2t> %+2,..., e2k j

1> - - - 9 2<-3> 2t-l \
_|_ g£ 1 2t> %t+1>

b2 9 • • • 9 e2t—2 9 E2t / \ e2t 9 E2t+2 > • •

E2t-l9 %> • • • 9 E2t-39 81 \ | a A l £2t9 E2t+1 > • • • > e2k-l

SA

*2t

E2t—Z 9 el 9 E2t+19 • • • 9 e2k—l

Théorème: Si, dans un polyèdre SA, on permute deux angles e2s et e2t ou
deux angles e^! et e2i_1, on obtient un polyèdre équivalent au premier.

Et par conséquent, en répétant les permutations :

3.8. SA

Certains des angles ocx peuvent être égaux entre eux. On pourra donc écrire

8A (<;---'<f) i mt Z nit m,, n, > 0,
\ PîPi

les (xt et les jît étant tous différents.

Remarquons que, si mt n3 0, >5M ^~ ~ 0.

/ *%, Ocfr \
3.9. Considérons dès lors un polyèdre SA —— —— remplissant

toutes les conditions de Dehn pour l'équivalence à un cube, pour tous les

angles «t et ^. Ces conditions se ramènent à

m% ^g ^i — ni ty Pj ^ • Donc mt % 0.

Donc tout >SA [°^9 ' '^n qui remplit les conditions de Dehn est équi-
\ Pi 9 • • • 9 Pr I

valent à un cube.
Considérons un polyèdre

P ~ ZRtA{<xtl9att;p%), Rt entier, »t {yl9..., yw}.
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Si P vérifie les conditions de Dehn pour yx,..., yn, alors

P~Z8A(P).

Si, de plus, {/?,} {— — yx,..., — — yn on a, en remarquant que

~ 0.

3.10. Soit maintenant un polyèdre P~ EvtAt(<pti, (pl2;ipt) tel que les

angles <pt et les angles — — y)t soient égaux à des angles yt,..., y t linéairement

indépendants. Supposons encore que P vérifie les conditions de Dehn pour
l'équivalence à un cube. Ces conditions s'exprimeront par

N
E vtô) cotg y, 0, /=!,...,*,

où ô) 1 si <pH y} ou (pt2 y3; ô) — 1 si y)t — ¦—y3; d) 0

dans les autres cas.
N

Le système Z vt à) 0, j 1,..., £ a au moins une solution.

Les coefficients à) étant rationnels, il existe No solutions particulières
rationnelles {v%,..., v#}, h 1,..., No, où nous pouvons supposer les v\
entiers. La solution générale aura donc la forme

No

vt Efjihvh%i i 1,...,2V.
Par conséquent

i»0 "

Si l'on remarque que les v\ sont entiers et que le polyèdre

vérifie aussi les conditions de Dehn pour l'équivalence à un cube, on voit que

Ph ~ ZSA ShLJ— ~ E8A

et par conséquent Ph ~ 0, donc aussi P ~ Z/xhPh <^j 0.
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Nous pouvons énoncer le théorème SA :

Si un polyèdre P ~ EvtAt(q>tl, (pt ; ipt) est tel que les angles (pt et — —tpt
Là

sont égaux à des angles yx,..., yt et si ces dièdres yt vérifient les conditions de

Dehn pour Véquivalence à un cube, alors le polyèdre P est effectivement équivalent
à un cube.

3.11 • Supposons que y2 —— yx. Comme on le voit en appliquant la

transformation habituelle A (a, /?; y) ~A [oc, q ; — a\ -f- l'équivalence

subsiste si les conditions de Dehn sont vérifiées séparément pour yx et pour
71

3.12. Reprenons les polyèdres Dt ~ {-4 (oiH, <xH ; st) — A (ocîs, <p ; st)} que
nous avions considérés au paragraphe 2.6.

Nous avons établi que
T

sin (xt sin <p II (sin flt)R%t.

Introduisons la notation suivante:

foc2; Ci) + A (~— Ci,«a; fa) + +aV

+ A (~ —fn-i,«w;

Si «!=...== afc, nous aurons ^4(A; • <xl9 «fc+i,..., ocn; Cn) •

Nous aurons en particulier

En appliquant le théorème $^4, on voit que

toutes les conditions de Dehn étant remplies puisque par construction
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3.13. Supposons de plus que, comme en 2.5.

P^Z^bIj — oc2j; ~ — a2)-i'> <PJ + ^^{A(^tl,ocH;et) — A (alt, y ; et)}

vérifie les conditions de Dehn pour tous les dièdres oc.

Remarquons que

n In n \ 9 A I n \.
— — y,; -^ —^

Par conséquent

sin2^.! \A (<p, jBa,.lfi A,..., Rz,-i,tP

^ R0
On a dès lors

;

Comme les conditions de Dehn sont vérifiées pour ott: Qt 0.

Pour y,: jR^ tg yi — K* cotg y} 0, donc Z^ #, cos2 y},K* H, sin2y,.
Pour j9f:

B2}fîcos2y, + i?2j_1>t sin2y,) 0, i 1,..., T.

Comme 0, cos2y, + sin2y3 — 1 //(sin2^)1^,* + //(sin8^,)^-1.» — 1 0,

1

+ ^i2
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Nous pouvons donc condenser les résultats précédents dans l'énoncé suivant :

Un polyèdre dont tous les dièdres sont droits est équivalent à un polyèdre

ZH3 {ooB«y,^(^.i A, • • -tRu.TpT', y,)

qui remplit les conditions suivantes :

T T
n (sin2/?,)**;,* + 77 (sin2/98)*2;-i,a _ i o, j 1,..., N (1)

8=1 «=1

Si N > T, les conditions (2) sont toujours remplies, car il existe alors des

valeurs H ; par contre, les conditions (1) ne sont pas triviales, car elles demandent

que N hypersurfaces de l'espace à T dimensions passent par un même

point. Lorsque N <Ç T, ce sont les conditions (1) qui admettent toujours une
solution, alors qu'il n'existe pas nécessairement des valeurs H qui vérifient (2).
On pourrait se demander quand le système des relations 1 et 2 admet une
solution et quels sont alors les nombres entiers R qui entrent en ligne de

compte. Montrons qu'un système au moins existe, à savoir

et
02 - (sin2/?!)3 + (sin2^)2- 1 0.

Les polyèdres P ne sont donc pas obligatoirement équivalents à un cube puisque

certains systèmes (1) -f- (2) admettent des solutions non identiquement
nulles.

Chapitre 4. Théorème SB

Etablissons maintenant le théorème SB qui montre que les conditions de

Dehn sont nécessaires et suffisantes dans le cas d'un polyèdre uniquement
constitué de polyèdres B. Nous trouverons aussi pour les polyèdres B des

propriétés assez semblables à celles des polyèdres A.
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4.1. Montrons tout d'abord que

«; e; 0) - B(0; <p; y) + B (y; |- -e; d) - B (ô; | -<p; «j ~ 0.B{

En effet, en faisant tourner B (« ; e ; /?) autour de l'arête « et B (/? ; <p ; y)
autour de l'arête cp, on peut obtenir un polyèdre semblable à B(oc'; /?'; y') et
on déduit que

B(oc;e;p) — B{fi; f, y) ~ cos2e \a U,j — F; «>i) — A L',j — e ;

F A lOl M \ A l M I \1

De même

f -e,f - y*; «rj -A (*
(/S*, çp ;

[ (/S*, | - ô; «,î) -4 («, | - y*; <«4j]

Remarquons que

2/?, cos2e cos2y
os2^7 —;——— ; cos2*' z—, ; cos2y' r—, \cos2e + sin8ç7 cos2e + si

cos2y „ ^ sin2a?
o ^ cos2<5^ c2* y ; cos2y*

cos2y + sina(X cos2y + sin2^ ' cos2y + sur

Or cos2e -f- sin2ç> 1 — cos2^ — cos2/? + sin2ç? sin2fx -f- cos2y, donc

Calculons les conditions de Dehn pour les différents angles :
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l(ot) cos2e + cos2/? — sin2ç? — cos2<5 sin2<% — sin2ç> — cos2<5 0

l(cp) — cos2y — cos2/? + sin2ç? 0

11— — e I — eos2e + cos2y + cos2<5 0

l(otf) — eos2e — cos2/S + sin29? + cos2<5 0

l(Pf) cos2y + cos2)S — sin2ç> 0

j — /8'j cos2e — cos2y — cos2^ 0.

Toutes les conditions de Dbhn sont vérifiées, séparément pour /?; et — — ($';

d'après le théorème SA :

Cette propriété peut s'écrire également

B ^; *3; | - /S2j + B{k oc2;

4.2. Considérons le polyèdre

p ~ ^(a! ; yi ; <%2) — ^B(*2 ; 72 ; «s)

Comme

cos2 ^2 -f cos2 yx cos2^4 + cos2y4 et cos2(X2 + cos2y2 cos2at4 + cos2y3,

on a
K cos2(x2 — cos2&4 cos2y4 — cos2^ cos2y3 — cos2y2.

Distinguons deux cas a) K cos2i2 b) K — cos2co.

a) II existe alors les polyèdres

b) II existe alors les polyèdres

\-2—"i\<*%)> ^ \(o ; j — y1; yA 9 B \œ ; j —y2; yA
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a) P + * (û; f - y.; y.) - * (û; £ - y4;

; yx ; «a) — JSfo; y2 ; «3) + B(ocz\y3;ocà) + B lj — y3 ; y2 ; Ûj —

— jBK;^; y4) — 5 (^ — y4;yi;

y2 ; «3) + B(o^ ; y2 ; <x2) + B (~

0.

b) + -B U; -- — y! ; y4j — 5 (co; y — ya; y8j

; <%4 ; y8) — J5(a4 ; 0^ ; y4) ~

(«1;y4;<x4) + J5 (^ — a4;^; coj — jB(«s; y3; a4) — jB (^ — ^4;^2; coj

; <xé ; y8) — B(^; ^ ; y4) ~ 0.

a) Si cos2 y4 — cos2 yx > 0, donc cos2 yz — cos2 y2 > 0,

B((xx ; yt ; (x2) — B((x2 ; y2 ; «3) + B(o^ ; yz ; a4) — B(ccé; y4;

b) Si cos2y4 — cos2^ < 0, donc cos2y3 — cos2y2 < 0,

; yi ; «2) — -B(«« ; y2 ; «s) + 5(«8 ; y8 ; ^4) — -B(«4 ; y4 ;

— £ (y4 ; y — yx ; co

Par conséquent

B((x1;y1 ; oc2) — B(oc2 ; y2 ; «3) + J5(^3 ; y3 ; ^x4) — Bfa ; y4 ; ^) ~
; yi; A) - ^(A; y2; A) + £(A; y8; A) - * (A; n; A)



64 J.-P. Sydleb

On montre sans peine que Ton a aussi

B((x1;y1;<x2) — B(oc2; y2; o^) + — J5(^fc; y2k; o^) ~
~ B(p1'fy1;p2) - B(p2; y2; &)+..._ B(p2k; y2k; pt).

4.3. Pour simplifier, appelons chaînon un polyèdre B(<x;p;y). Deux
chaînons peuvent s'additionner ou se soustraire:

B(a;p;y) + Bf~-y;ô;e\ ou B(oc;p;y) - B(y; ôf; e').

Une suite de chaînons de mêmes signes constitue un segment :

j + B(p\ + + B(n^; pn; pn+1)

Une suite de segments de signes différents constitue une chaîne. Une chaîne

peut être ouverte ou fermée si f30 ^= fin+1 ou si /?0 pn+1.

4.4. On peut permuter tous les dièdres /?i,...,j8n d'un segment sans

changer l'équivalence.

5 (& ; Pi ; • • • ; fin ; Pn+i) ~ ^(^o ; P%1\ Pi2 ; • • • ; P%n ; Pn+i) -

En effet, d'après 4.1, B(p0; pi; p2; p3) ~ B(p0; p2; px; ps). Comme la
permutation (PH,..., p% peut être obtenue par un nombre fini de permutations

simples, la propriété est vraie.

4.5. On a soit

soit

B(x; fcy) - B(y; fc ô) ~
puisque l'on a soit

eos2<% — cos2/?2 cos2y — cos2/?! cos2i2

soit
— cos2/?2 cos2y — cos2p1 — cos2ct).
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4.6. Etant donnée une chaîne quelconque, on peut déplacer un chaînon de
dièdre /? et l'amener en un point quelconque de la chaîne sans changer
l'équivalence, le dièdre /? conservant sa valeur ou prenant la valeur complémentaire

En effet, d'après 4.4., on peut d'abord amener le chaînon de dièdre fi à
l'extrémité (gauche par exemple) du segment qui le contient. Soit alors B(<x',(5;y)
ce chaînon dans cette position et — B(e ; d ; oc) le dernier chaînon du segment
précédent.

cela signifie que le dièdre /S est remplacé par un dièdre — — f$ du segment

précédent. Le dièdre f} a avancé d'un segment vers la gauche.

-B(e;ô;oc) + B (oc; /?; y) ~ b(^ - s; /?; fi) - B (û; <5;| -y)
cela signifie qu'un chaînon de segment de gauche a passé à la droite du chaînon
de dièdre p. En répétant la construction, on pourra soit faire passer un chaînon
après l'autre à la droite du chaînon considéré, soit, si le premier cas se présente,
faire avancer le chaînon de tout un segment vers la gauche, ce qui établit la
propriété.

4.7. Si une chaîne fermée a ses dièdres égaux à des dièdres yl9..., yn,

-jt —y!,..., — —yn, et si chacun des dièdres yt vérifie les conditions de

Dehn, cette chaîne est équivalente à un cube.
En effet, considérons un chaînon positif B(ex; yx; e2). Pour que yx vérifie

les conditions de Dehn, il faut qu'il existe soit un chaînon négatif — B(e3; yx\ e4),

soit un chaînon positif + B % *> ir — ïi î £e • D'après 4.6., amenons le chaînon

^(ei î 7i ; «2) ^ la droite de ces chaînons. On ne peut avoir que les cas logiques
suivants :

a) — -8(63 ; yt ; 64) + jB(e4 ; yx ; C3) +

b) — B{%\yx\ e4) — B[~—6^~— yx\

c) + B[e5;^ — yx\ eA — J3(e6;™-- yx\

d) + B{e5; f - Yl; e6) + b(^ -s9; y,;

5 CMH vol. 40
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Les cas b) et d) sont exclus, car on devrait avoir simultanément

cos2e3 + Gos2y1 + cos2e4 =1 et cos2^ + sin2^ + sin2£4 1

avec des valeurs réelles pour ez et e2. Par conséquent, seuls les cas a) et c) sont
possibles et, dans ces cas, les deux chaînons s'éliminent. En répétant la
construction, on trouve bien le résultat voulu.

4.8. Considérons un polyèdre

tel que
\ 71 7C

/Y. —• < <i/- *\/ • a>, — —— <y

chacun des y{ vérifiant les conditions de Dehn. Soit d* une fonction égale à

1, — 1 ou 0 selon que Bt contient le dièdre y$, le dièdre — — yf9 ou ne contient
ni l'un, ni l'autre. Les conditions de Dehn deviennent

Evi à) cos yi • sin y$ 0, j 1,..., n.

Ce système admet T solutions particulières entières v* — Rti et la solution
générale est T

Dès lors T
l *

P est équivalent à une combinaison linéaire de T polyèdres à coefficients
entiers qui vérifient tous les conditions de Dehn, puisque

Chacun des polyèdres

Pt ~ ZRti B((xh; <xh; och)

est donc équivalent à une somme de chaînes fermées.

4.9. Soient k chaînes fermées et supposons que la somme de ces Je chaînes

vérifie toutes les conditions de Dehn. Nous prétendons que cette somme est

équivalente à un cube.
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En effet, soit <px un dièdre de la première chaîne. Pour que <p± vérifie les

conditions de Dbhn, il faut que ^ou- — <pt apparaisse encore une fois. Si
rrf

ç^ ou —- — (px n'apparaît que dans la première chaîne, nous considérerons un

deuxième dièdre <p2 de cette même chaîne. Si tous les dièdres de cette chaîne

n'apparaissent pas dans les autres, cette chaîne vérifiera les conditions de

Dbhk pour tous ses dièdres et sera équivalente à un cube, à cause de 4.7.
Nous pouvons donc admettre que (px apparaît dans les deux premières

chaînes.

a) La première chaîne a un chaînon Bfa; q>x\ (x2) et la deuxième un chaînon

aa) Si cos2^ — cos2^ eos2/?2 — cos2^ cos2i2, il existe les polyèdres

et B^Ûij-p^j et l'on a

; Q; ~-
En remplaçant les deux chaînons B (% ; <px ; o^) et — B (pt ; q)x ; p2) par les

chaînons — B (-— — %; Q; pt) et B <x2; Q; -^ — p21 on transforme les
\2 I \ * I

deux chaînes fermées initiales en une seule chaîne fermée,

[chaîne 1] + -S(«iî <Pi> <%) + [chaîne 1]
et

[chaîne 2] — jB(&; (px; fi2) + [chaîne 2]
devenant v

[chaîne 1] — B (j — o^\ Q; pA + [chaîne 2] +

j- p2; Q; (x,J + [chaîne 1]

ab) Si cos2^ — cos2^ cos2^2 — cos2<%2 — cos2co, il existe les polyèdres

bLi; œ;?jL — p\ et slfa a>;~ —«,j tels que

Un raisonnement semblable permet de souder également les deux premières
chaînes.
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b) La première chaîne a un chaînon B(o^\<px\o(^) et la deuxième un

chaînon B l yx ; -~- — q>x ; yA. Comme alors

«Bfo;at\ <px) + B(j — <px\ yx; y2j ^5^; yx; y>x) + B\~ — \px\ y%\ <xA

on pourra également souder les chaînes.
Par conséquent, si la somme de k chaînes fermées vérifie les conditions de

Dehk, elle est équivalente à k' chaînes fermées qui vérifient chacune les conditions

de Dehn, et qui sont donc équivalentes à un cube. On a donc le théorème
SB:

Si un polyèdre P ~ ZVti^(&tl; <xi%\ otiM) est tel que

y 7

chacun des y{ vérifiant les conditions de Deen, alors ce polyèdre P est équivalent
à un cube.

Chapitre 5. Relations entre les polyèdres A et B. Théorème SAB

5.1. Notation:

; (H ; (ox) + B (y — a^ ; <%;

+ B (y — (on_3; <xn_x; <xn\ ~ Bfa; o^\ ; ocn_x; <xn).

En particulier, si

ax <xk, Bio^;<%; ; o^; ock+1 ; ...;<%„) ~ B(k • ^; afc+1 ; ; ocn).

5.2.

^
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Remarquons tout d'abord que

cosV + cosa0' — cos2/ sin2© (cos2* -f C082p — sin2y) 0

donc B(*';fi';j — y"\ existe.

D'autre part, toutes les conditions de Dbhn sont vérifiées. Or:

B(oc; 0; y) ~ co82<xA(y>, y; <x) + co82pAl~ — v, y ; p\

*(*';^f-/)~oo*^
On a

sin y) • sin y cos a ; sin f cos y" cos <xf ; cos y" sin y sin 0,

cos od cos (% • sin 0, sin f sin y sin @ cos <x • sin 0,
donc

sin £ sin y>.

Par conséquent

co8*<xA(y>fy;<x) + QO82pA\^ — xpiy\ p\

- - p, 0; pf)j ~eo8*yA(y,0; y") - cos2 ocA (y, j-y"; *f)j -

L'équivalence a lieu en vertu du lemme SA, puisque toutes les conditions de

sont vérifiées, séparément pour y> et pour -— — ip.2

5.3.

B (« ; /? ; y)
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En effet, d'après 5.2

0; y") + coa*yA fe - y, 0; y'\

5.4. Plus généralement, on a

En eflFet,

...;<*k) + Z cos2 oct A (~ — ott, 0;^

— sin2 0; wf) + JS (^ — o)^;
2

co2

jA + si fc_3,0;

|-^,0;^)^-^(^;^;|-a>^

5.5* On établit de même que

^^(— — <*%,9;*A —ain2<xkA(<xk,0;<x'k)

71
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5.6. Si Ton a un ensemble de polyèdres ZGtB(<xH; aH; ocH), il lui correspond
un certain polynôme p 27Ot(cos2#n + cos2otH + cos2<%ia — 1) 0.
Inversement, nous allons attribuer à un polynôme

p SNt cos2 <xt — S Mj cos2 f}} 0, (Nt, Mj entiers positifs)

un certain polyèdre P (p). Soit T un entier arbitrairement grand :

CO8^* -^Î-, ooé»tf=-^&-, 008*0)

Définition :

;s2; ...; en,; | - a,

iV
Remarquons que cos2 ôt Nt cos2a* —f~ cos2^xt existe, de même que cos2e,,
à cause du choix de T.

Dans la suite, nous considérerons en particulier des polynômes

P ZKRlRi... rt *fl *?' • • • **T 0
avec

Nous désignerons alors par sin2rt xt et par cos2y1Jl R i7(sin2Ts)i*t

et nous pourrons également définir le polyèdre P(p[xly xT]) en fonction
des angles y et r.

5.7. Rappelons que nous avons introduit la notation suivante :

Nous allons convenir d'une deuxième correspondance :
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Au polynôme g ZL8i^8tx?K.. x^{L entiers, (S19 ST) ^ (0,..., 0),
(8l9 $r) ^ (0, 0, 1, 0, 0)}, (g n'étant pas nécessairement nul)
correspond le polyèdre

5.8. Propriétés générales des P et des R.

5.8.1. Si p 0, alors P(p) ~ 0 en vertu de SB.

5.8.2. P(Pl + p2)~P(p1) + P(ft).

5.8.3. Si Kx et Z2 sont entiers, P(K1p1 + K2p2) ~ K1P(p1) + K2P(p2).

5.8.4. Si -=-^- 0, iî(g) vérifie les conditions de Dehn pour rt, puis-

qu'alors 27 S.L^... ^ cos2 y5 s 0.

5.8.5. Si p 0 et si -^- 0, i 1, P(p) + jR(p) vérifie toutes
d xi

les conditions de Dehn (pour les angles y et pour les angles r).

5.8.6. Si p 0 et si -^ 0, i 1, alors P(p)

5.9. Considérons le polynôme p — ZNt cos2<^ — XMj cos2/?, — N 0.

Il lui correspond un polyèdre

— TB(mi; a>2; ...; g) + TB(Qx; Û2; ...;#; g)

Appliquons à chacun des termes les transformations 5.2 à 5.5.

f
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ZTM, Of#ftA{l-pi,l-r,^--

-T cos^êA (j - &, j -y; ^j -TB (co,; wt; ...; q) -
— TZcoa2co,Alj—<o,,j — y;â>,\ + TainagA La, ?~ — y; q\

+ TB{Q1,Qi; ...; ê; g) + T£ao*Q,A {j- û,,-|-y; Û

+ T cos*&A (| - 0, |- y; #) - Tsin*^ (e, f- y; ê)

Considérons d'autre part le polynôme

p* cos2y • p ZiV^ eos2*t cos2y — EMscos2 fc cos2y — Ncos2y 0.

Si l'on pose cos2#t cos2y cos2et et eos2/^ • cos2y cos2^, on voit que la
parenthèse du dernier terme ci-dessus est équivalente à P(j>*).
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P(cos2y • p) ~ cos2y • P(p) — ZNt cos2 etA (j — oct, ~ — y; e\

5.10. Soit encore 0 (y,) £ V, cos2 y,. On vérifie que

p)~ 0(yt). P(p) —^ J^, F, cos*e,, ^ (j - «,; j- y,;

5.11. Considérons en particulier le cas où

iRT= 0 et 0
T

(où cos2 ya ,...,«,« /? (sin2 r8)°«). On a alors
«i

VRtl,...9RlT> 2

P(p) —

a + Sn]T1,...,[RlT +

1, BiTrT; yB%v_tR%T) +

~&P(p) — R (0p) + ZVj cos2 ys • R(p) + ENt cos2 yR. -R (0)

P(0p) ~0P(p) —R(0p) + 0R(p).

Nous obtenons le théorème central:

P(0.p) + R(0-p) ~ 0-{P(p)

Autre notation:
[P + K\ (0p) ~0.{[P + R] (p)}.
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De plus
B(pt)}.

Cas particulier : £ &t pt 0. D'après la remarque 5.8.1:

P(Z0tpt) + R{Z®tpt) ~ 0, donc E0t{P(Vl) + R(pt)} ~ 0.

5.12. Si 0 0, alors P(&p) + R(0p) ~ 0. Cas particulier: Comme

p 0, alors P(p2) + -R(p2) ~ 0.

5.13. Considérons le polynôme p(x) EN8x*. Supposons que

Il existe alors deux polynômes entiers tp(x) et ^(^O > sans facteur commun,
de degré minimum, tel que :

=0.

Une des deux valeurs ^(^i) ou y)i(yi) est différente de 0, sinon il existerait
deux autres polynômes Ç(x) et Ci(#) tels que

0

et Ton aurait tpCiP + ViCiP* CwiP + ViUv' 0, Cp + Ci2>' 0. f et Ci

étant de degrés plus petits que \px et xp, il y a contradiction.
Comme

y/• p + f • p; + vî • p' + vi • v" °»

^ ^i(2/i) ¥" 0, alors p"(yi) 0. Mais on montrerait de même que
pm(y^ 0, p(8)(yi) 0. Une des dérivées doit pourtant être non nulle,
la ne entre autre. On a donc ^(t/x) 0 et par conséquent y)(yx) ^ 0.

En appliquant les résultats obtenus précédemment, on trouve :

[P + R] (y) p (x) + f± p' (x)) ~ 0 puisque \p p + ^p' 0

[P + R] (y)p(x)) + [P + R](y)xp'(x)) ~ 0 en vertu de 5.8.2

y>(x)[P + R](p(x)) + fx(x)[P + R](p((x)) ~ 0 en vertu de 5.11

V(îti)[P + R](P(yi)) ~ ° puisque ^(yj 0
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[P + B]{p(yj)) ~ 0 puisque

6.14. Nous allons démontrer le théorème général par induction. Considérons
le polynôme p{xl9 av-x) £NV

$ t v-i35*1* '"' x**~*m ^ous supposerons
que, si

p(yi, • • • » y»-i) -g~- (&> • • • » y*-i) °> e i>...,« — 1,

alors

Ce théorème, vrai pour s 1 et supposé vrai pour (s — 1), peut être
démontré pour s. Il sera donc vrai généralement.

a) II existe deux polynômes xpxl et y*1? et un polynôme &n(%%, » x8)

tels que

y>n(xl9...,«,). p(xl9 ...,x,) + tpXx(xly.. .,x9) -j£- (xl9.. .,x8) 0n(x2f. ..,x8).

On peut supposer que ipu et y*x ne s'annulent pas simultanément pour (ylf..., yn).

Supposons en effet que y>n (y) y>*x (y) 0. ^n et yïi s© laissent décomposer en

facteurs irréductibles: y>n(x) IIyli9 ipXx I7y)2i. Si y)u(y) 0 et ^(3/) ^>

alors ^lt- ip2j. xpu étant irréductible, il divise aussi &(x29 xn). On peut

dès lors remplacer tpn par -?2L et y£ par -^i-.
b) Comme

on a

yi,---,y.) o.

Si Wli(î/i> • • • > V8) 7e 0> al°rs -^"T (y) 0> e^ on montre de même que

c) De manière analogue, il existe des polynômes
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tels que

Si tous les

-»y,)^0, alors ^
^

—r- 0.

Par conséquent, un des y>*4 au moins s'annule pour (y%, •.. ,y,). Supposons

que ce soit v>n(yi> • • • > V>) °- On a alors yn(yx, • • • > 2/«) 7e °-
Comme

w xx ÎS/*• ^i* » 11 s)'?*/)')* fi *y* /? *v fit*

on a

~ (y% > • • • » y«) 0, / 1, 8 et <PU (y2 y... i y8) 0.

Toutes les hypothèses tout vérifiées pour le polynôme 0U à (s — 1) variables,
donc, par hypothèse d'itération, [R + P] (#n[y2> • • • > 2/J) ~ 0«

D'autre part :

[P + R](y)n p(x) + ^u -J^~ (^) — ^u(^)) '^ 0 à cause de 5.8.1

[P + i?] (y>np(x)) + [P + R] (vny^- (x)j ~ ° à cause de 5.8.2

yu(^) [-P + ^(pC^)) + Wn(x) [P + -8] l-^- (#)) rw ^ ^ cause de 5.11

Vn (Vi » • • • > 2/s) tp + ^] (P M) ~ ° Puisque yïi (y) °

[P + R] ip[y]) ~ 0 puisque ^u(t/) ^= 0.

Le théorème général SAB vaut donc dans tous les cas:
Si

et si

p(yi, y.) o,-

alors

P(p[y])
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Chapitre 6. Conditions nécessaires et suffisantes pour l'équivalence

6.1. Appliquons le théorème général 5.14 à un cas particulier important:
Supposons que Ton ait

et sin2*t. (sin2^)5*

Posons sinaTf x{ et introduisons les polynômes

/«(ai, ...,xT) a*[x** ...xfr*+ af« xp? - 1], i l,...,N.
Supposons qu'il existe un point (yt, yT) et des valeurs vx, vN tels que

fitVi* • • • > Vt) 0 et iv< |^ (ylf yT) 0, j 1, T.

Comme on a aussi Evifi(y1, yT) 0, on a alors

P{Zvifù + R{Zvifi) ~ 0, c'est-à-dire

Z[P + B] (vJi) ~ ZVi[P + R] (/,) ~ ZvAPlU) + R(U)} - 0.

Posons encore

sin4^ • cos2at cos2(Tt, sin4^ • sin2^ cos2^^ et sin4^ cos2rn.

D'après nos définitions et nos théorèmes :

cos2^,. — cos2rn) ~

— cos2^Ai-^ — Mf, — — tu; oA — cos2e,.A I<xu — — tu; g,)

Or

f *) - tb («*; «f; f -e*)J - o

en vertu du théorème SB.
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D'autre part

R(ft) ^cos2atA{r1, rly Rtlrl9 Rt2rt9 RtTxT\ at) +

+ cos2glA{x1, rl9 8tlrl9 8ttrt9 .,8tTrT; gt) —

— cos2 tuA (tx xx ; rn) ~

~ cos^U^!, xx\ ru) +A(Rtlrl9 RtTrT; oct) + A\~ — Tn^— (xt; at\\ +

+ cos2q%\a {t19 Tiî tu) + ^ (/S^Ti,..., 8tTxT\ j — ocA + A (j — rn, *t; eJJ —

— (cos2at + cos2^t)-4(r1, xx\ ru) ~

^cos^U^Ti, RlTxT\ (xt) + Alj—xll9^ — <xt; at\\ +

+ cos2qAA (8arl9... ,StTxT; ~ — «J + ^l (~ — ru,(Xt;

Par conséquent

P(h) + B(ft) - co&otA{Rtlrl9 i?trrr; «,) +

et finalement

Svt [P + R] (/,)

Comme

cos2 at sin4 xx • cos2 <xt et cos2 gt sin4 rx • sin2 at
on a

j 0.

Tl9 RtTxT; oct) + sin2<%tJ.lsaxl9... ,StTxT;~—<xj|~0.

6.2. Si nous comparons enfin les résultats des paragraphes 3.13 et 6.1,
nous obtenons le théorème final :

Tout polyèdre à dièdres droits est équivalent à un cube.
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Exprimons encore ce résultat en détail :

Soit un polyèdre P(<xly oc8); désignons par (xt et par l{oct) l'angle et la
longueur de l'arête d'un de ses dièdres. On peut exprimer oct rationnellement en
fonction de n et de n angles indépendants yx, yn :

n

<*t r»o 3T + Z r%iy,, i 1, s.

Pour que le polyèdre P soit équivalent à un cube, il faut et il suffit que

En particulier, pour que deux polyèdres Px et P2 soient équivalents, c'est-à-dire

pour que Pt se laisse décomposer en polyèdres partiels avec lesquels on peut
construire P2, il faut et il suffit que Px et P2 aient même volume et que Pt — P2

vérifie les conditions précédentes.
Plus brièvement, nous dirons :

Dans Vespace euclidien à trois dimensions, les conditions de Dehn sont nécessaires

et suffisantes pour Véquivalence des polyèdres.
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