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Distributions et opérateurs différentiels
homogènes et invariants

par Pierre Jeanqtjartier, Lausanne

Introduction

L&apos;opérateur de la chaleur (cf. Schwartz [12], t. 1, p. 145) et l&apos;opérateur

d/dt— D, où
a2 d2 a2 g2

est un dalembertien de signature quelconque (cf. [5] ou [6]), admettent chacun
une solution élémentaire E, invariante par le groupe G des transformations
linéaires de Rn+1* (x, t) conservant t et la forme quadratique

u x2 4- 4- x2 x2 x2

et homogène au sens suivant: lorsque x et t sont changés en A x et X2t(À &gt; 0),
E est multipliée par X~n.

Plus généralement, a étant un nombre rationnel &gt; 0 quelconque, nous
considérerons l&apos;espace Hv des distributions / sur Rn+1, invariantes par le groupe
G, et homogènes de degré v au sens suivant: /(Ax, Àat) Xvf{x, t) pour tout
A &gt; 0. Soit H la réunion des Hv lorsque v parcourt le corps C des nombres
complexes. L&apos;opérateur différentiel linéaire à coefficients constants le plus
général conservant H est de la forme

m
jT) =: Q&quot;1 (dldt) «27d {Z\ (dl dt)^m~^c 9

où a3 eC, h&lt; Je, m entiers ^0,6 et c étant les entiers &gt; 0 premiers entre
eux tels que a 26/c. Pour tout veG,D applique Hv dans H^, avec ju

v—2h—a Je — 26m. Le but du présent travail est de répondre aux
questions suivantes: Etant donné geH^, l&apos;équation Df g a-t-elle des
solutions feHv2. L&apos;opérateur D admet-il une solution élémentaire dans H
(donc dans Hv, avec v — (n + a) -f 2 h + a Je + 26m, puisque la mesure
de Dirac ôeHp, avec ju — (n + a))

Dans une première partie, on donne une représentation paramétrique de Hv,
a l&apos;aide du dual d&apos;un espace de fonctions d&apos;une variable. La méthode suivie
est analogue à celle utilisée par Garding, Roos et Tengstrand dans l&apos;étude

des distributions invariantes par un groupe orthogonal de signature quelconque
(cf. [13]). Supposons d&apos;abord que la forme quadratique u soit non définie. En
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remarquant que l&apos;application (x, t) -&gt; w — u \ t |~2/a est régulière dans
l&apos;ouvert Q de Rn+1, défini par | x \ t ^ 0, on montre que, pour tout feHv9
il existe deux distributions h+ et h_ e D&apos; (R), telles que

pour tout (peD(Q), l&apos;application Mv: cp -&gt; (M+q?, M~ y) étant linéaire
continue de D(Q) sur le produit D(R) X D(R). Si h+ et /L sont des fonctions,
°n a

/ I * \vla[Y(t)h+(w) + Y(- t)h_(w)]

dans Q, en désignant par Y(t) la fonction d&apos;HEAVisiDE. Il est possible de

prolonger Mv en une application linéaire de D(J?n+1) sur un espace vectoriel Kv9
formé de couples de fonctions d&apos;une variable s, de classe C00 pour s ^ 0,
et ayant, lorsque s tend vers 0, — ex? ou -f °°, des développements asympto-
tiques de types particuliers (§ 2). On peut alors munir Kv d&apos;une structure d&apos;espace

de Fkéchet (§3), de sorte que l&apos;application Mv : D(Rn+1) -&gt; Kv soit continue,
et que sa transposée M&apos;v : Krv -&gt; D1(Rn+1) ait pour image un sous-espace fermé
Kfv M!vKrv de D&apos; (Rn+1) contenant Hv. Krv est somme directe topologique de

Hv et d&apos;un espace vectoriel de dimension finie. L&apos;application Mfyi qui est un
isomorphisme vectoriel de K!v sur Kfv, fournit une représentation paramétrique
de Hv au moyen d&apos;un sous-espace Hv, de codimension finie, de Kfv (§5). En fait,
on a Hv K&apos;v et Hv Kfv sauf pour une suite discrète de valeurs négatives de v.

Les distributions de Hv et Krv sont tempérées et la transformation de Foueier
établit un isomorphisme de Hv sur Hv,, avec v&apos; — {v -\- n -\- a). Nous
considérerons également l&apos;image de Fotjbieb Kv, de Krv : Kv, F Kfv. Kv est

somme directe topologique de Hv et d&apos;un espace vectoriel de dimension finie;
on a Hv Kv sauf pour une suite croissante de valeurs réelles de v (§6).

Dans une deuxième partie, on considère l&apos;opérateur D défini précédemment.
D applique Kv dans K^ avec ,u —v — 2h — aie — 26m. Par transformation
de Fourier, et à l&apos;aide des isomorphismes M!v, et M^,, l&apos;application D : KV-&gt;K^

est remplacée par une application P&apos; : Kfp,-&gt; K^, transposée de P : K^ -&gt; if „&gt;,

P étant une application linéaire continue, analogue à la multiplication par un
polynôme (§7). L&apos;étude de P&apos; (§9) conduit aux résultats suivants:

Pour tout ve C, l&apos;application D : Kv-&gt; K^ est surjective; son noyau est de

dimension finie (th. 9.1). En particulier, D admet toujours une solution
élémentaire dans Kv pour v — (n + a) + 2h + &amp;&amp; + 2bm; autrement dit, D

admet toujours une solution élémentaire somme d&apos;une distribution invariante
et homogène de degré v, et d&apos;une combinaison linéaire de distributions de la

u*± ® tk9 uj± log | u | ® *fc, v) log21 ^ | ® tk, v) ® «fc log | « |

avec jeR et JbciV (th. 9.3 et §6).
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Par contre, D : Hv -&gt; H^ n&apos;est pas surjective dans tous les cas (th. 9.2)
et D n&apos;admet pas toujours de solution élémentaire dans H (th. 9.3 et exemple
du § 10).

Des résultats analogues sont valables lorsque la forme quadratique u est
définie (cas euclidien, §§ 11 à 14).

Les résultats de ce travail ont été annoncés dans la note [7],

1. Distributions homogènes et invariantes

Soit F un ouvert d&apos;un espace numérique Rm. Nous désignerons par D(V)
l&apos;espace des fonctions à valeurs complexes, de classe C00, à support compact
dans F, et par D&apos;(V) le dual de D(V), c&apos;est-à-dire l&apos;espace des distributions
sur F. Si /e D&apos; (F) et 99e D(F), la valeur de / pour 99 sera notée &lt;/, ç?&gt;. Nous

désignerons par S(Rm) l&apos;espace des fonctions à décroissance rapide sur Rm,
et par S&apos; (Rm) l&apos;espace des distributions tempérées sur Rm (cf. Schwartz [12]).
Pour la transformation de Fourier F et sa conjuguée F nous adopterons les

définitions suivantes: Fcp(y) $e~tx&apos;v(p(x)dx et F(p(y) je+txv&lt;p(x)dx

pour (peS(Rm), d&apos;où Ff et Ff par continuité, pour feS&apos;iR™). Nous
utiliserons la notation fonctionnelle f f(x) pour marquer que / est une
distribution sur Rm*x. Si a est un difféomorphisme de Rm, et si / {x) e D&apos; (Rm), nous
définirons f(ocx)€Df{Rm) par l&apos;égalité &lt;/(«&amp;), 9(s)&gt; &lt;f (x), &lt;p (a&apos;1 x) \ J(x) | &gt;,

pour tout &lt;pe D(Rm),J{x) étant le jacobien de l&apos;application a&quot;1; si f(x)
est une fonction, cette définition coïncide avec la définition habituelle.

Dans la suite, x (xl9 xn) sera toujours un point de l&apos;espace Rn,

I x I (#1 + • • • + #n)^- ^a partie entière de —-— sera notée n. Sur Rn,
considérons la forme quadratique

U X± -f- -f- Xp xp+l • * • *^n »

de signature (p, q), avec 1 ^p ^n, q n — p. Nous distinguerons quatre
cas:

1er cas: p et q impairs &gt; 1,
2e cas : p impair ^ 1 et q pair &gt; 1,
3e cas : p et q pairs ^ 1,
4e cas (cas euclidien) : p n, q 0.

Le cas p pair et q impair se ramène au 2e cas, et le cas p — 0, q n au 4e cas.
Soit 0 le groupe des transformations linéaires de Rn qui laissent u invariante.

Dans l&apos;espace Rn+1z(x,t)9 nous dirons qu&apos;une distribution feDr(Rn+1) est
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invariante si f(Lx,t) f(x,t) pour tout Le G. Si / est invariante, on a

avec e% 1 si i ^ ^ e^ £% — — * si i &gt; ^ (cf. Methée [8] et Tengstrand
[13]).

Soit a un nombre &gt; 0. v étant un élément quelconque du corps C des nombres
complexes, nous dirons que feD&apos; (Rn+1) est homogène de degré v si f(Âx, kat)

Àvf(x, t), pour tout A&gt;0. Lorsque a 1, / est homogène au sens
habituel (cf. [3] et [4]) ; le cas a 2 a été envisagé dans [6]. Si / est homogène
de degré v, on a la relation d&apos;EuLER

Nous désignerons par Hv le sous-espace vectoriel fermé de Dr(Rn+1) formé
des distributions invariantes et homogènes de degré v. Si U est un ouvert de

Rn+1 invariant par les transformations (x, t) -&gt; (Lx, t), Le G et (x,t) -&gt;

-&gt; (Ax, Aa£), A &gt; 0, on peut considérer de façon analogue l&apos;espace HV(U)
formé des distributions de D&apos;(U) invariantes et homogènes de degré v. Des

ouverts de ce type sont, par exemple, l&apos;ensemble Q des points de Rn+1 tels que
| x | t t£ 0, et les parties Q+ et Q_ de Q définies respectivement par t &gt; 0 et
t &lt; 0. Dans £?, nous poserons w u \ t \ ~2la

Dès maintenant, et jusqu&apos;à la fin du §10, nous supposerons que la forme

quadratique u est non définie (1er, 2e et 3e cas).
L&apos;application ju ; (x, t) -&gt; w de Q sur R est régulière et a des restrictions

ju+ : Q+ -&gt;R et ju_:Q_~&gt;R. Comme ju+ est une application surjective, on peut
lui associer une application linéaire, continue, surjective, /jl+ : D(Q+) -&gt;D(R),

telle que, si &lt;peD(Q+), &lt;/j+9?, ^&gt; &lt;ç&gt;, /^* f}, pour tout ipeD(R)&gt; où

/** y (s, 0 y(w;) (cf. de Rham [10], p. 55—57 ou Garding [3], p. 388—389).
L&apos;application transposée /btf+ : D&apos; (R) -&gt; D&apos; (Q+) est linéaire, continue, injective,
et il est clair que juf+Df(R)cz H0(Q+). Inversement, si feHQ(Q+), les relations

(1.1) et (1.2) entraînent df A dw 0, où l&apos;on considère / comme un courant de

degré 0. D&apos;autre part, si la sous-variété w constante de Q+ n&apos;est pas connexe,

il existe un élément Le G tel que la transformation (x,t) -&gt; (Lx, t) échange

ses composantes connexes. Par des méthodes classiques (cf. [8], démonstration
du théorème 2, [13], lemme 5.1 ou [6], lemmes 4.1 et 4.2), on en déduit qu&apos;il

existe heD&apos;{R) tel que ju+h f. De même, on peut associer à //_ une
application linéaire continue ju_ : D{QJ) -&gt; D(R), dont la transposée \x_ : D&apos; (R) -*
~» D&apos;(Q_) soit injective et ait H0(Q_) pour image.
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Soit maintenant veC quelconque. L&apos;application / -&gt;\t\vlaf de H0(Q)
sur HV{Q) est un isomorphisme. Par suite, si feHv{Q), il existe deux
distributions h+ et h_ e D&apos; (R), déterminées de façon unique, telles que f \t\ vlan&apos;+ h+
dans Q+ et f \ t \vfafx;_ h_ dans Q_. Si (peD(Q) a des restrictions
&lt;p+eD(Q+) et (p_eD(Q_), posons

/*+(\t\vta&lt;P+), M-(p p_(\t\»i*&lt;p_). (1.3)

Comme &lt;/, ç&gt;&gt; ~ &lt;/&gt; &lt;P+} + &lt;/&gt; 9^-)» on a donc

en posant Mv&lt;p (M+&lt;p, M~(p)eD(R) X D(R) D(R)2, et en considérant
^ (h+,h_)€D&apos;(R) X D&apos;(R) Dr(R)2 comme un élément du dual du produit
D(R)2. On peut donc énoncer:

Proposition 1.1. J. fcmtf élément feHv(Q), on peut associer un couple
h (h+9 h_) eD&apos;(R)2, déterminé de façon unique, tel que &lt;/, ç&gt;&gt; (h,Mv&lt;py9

pour tout &lt;p c D(D), Mv étant une application linéaire continue de D(Q) sur le

produit D (R)2 : Mv&lt;p {M+
&lt;p, M~&lt;p), avec (1.3).

En d&apos;autres termes, l&apos;application transposée Mfv9 de D&apos;(R)2 identifié au
dual de D(R)2, dans D&apos;(Q)9 est injective et admet HV{Q) pour image.

2. Prolongement de l&apos;application Mv

Soit F(X) une fonction méromorphe de XeC, à valeurs dans C ou dans un
espace de distributions. En un pôle Aq de F (h), nous appellerons prolongement
naturel de F (À) le coefficient c0 du développement de Laurent

de .F(A), et poserons -F(A0) c0. Par exemple, pour /?A&gt; — 1, les fonctions
t\ Y{t)tx et £ 7(— *)|£|A (Y(t), fonction d&apos;HEAVisiDE) sont localement

intégrables sur R. Considérées comme fonctions de A à valeurs dans
^&apos;(^)&gt;£+ et t\ sont prolongeâmes en fonctions méromorphes de XeG
ayant les points X — 1, — 2,... pour pôles simples. Nous définirons ces
distributions pour tout A e C par prolongement naturel. De manière analogue,
pour tout A e C, nous définirons par prolongement naturel, les distributions
égales à t\ log | t \ Y(t)tx log t et tx_ log 11\ Y( — t) \t |Alog \t \ pour
«A &gt; — i (cf. [4], chap. I, § 3 et § 4).
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Rappelons qu&apos;à toute fonction (p(x) cD(jRn) on peut associer une fonction
q&gt;(v), d&apos;une variable veB, de classe O00 pour v^O, à support compact,
***** ^ SfWvi*)** SfWvtodv (2.1)

Rn R

pour tout feD(B) (cf. Methée [8], de Rham [11] ou Tengstrand [13]).
Avec les notations de [13]: 9? Ncp. Si (peS(Bn)9 on peut également lui
associer q&gt;(v), de classe C00 pour v ^ 0, telle que (2.1) soit vérifié; au lieu
d&apos;être à support compact, 9? est alors à décroissance rapide. Lorsque v -» 0,
ç? admet un développement asymptotique de la forme

7p(v) Z{(Ajy cp&gt; + &lt;£„ &lt;p&gt;V(v))tf + Rm(v), (2.2)

où Rm(v) e Cm, Effiv) O(vm~k+l) pour k &lt; m, et

y (v)
log | v |

Y(v)

dans le
dans le
dans le

1er cas,
2e cas,
3e cas,

(2.3)

Y(v), fonction d&apos;HEAVisiDE. Aj et B5 sont des distributions tempérées sur
Bn, invariantes par le groupe G ; Ai est à support u 0, B^ 0 si j &lt; n, et si

où Xj est une constante non nulle et ô(x) la mesure de Dirac (cf. [8], [11] et

[13]).
Prenons maintenant &lt;p e S (Bn) fonction d&apos;un paramètre t e B, de sorte que

9?(x, t) appartienne à S(i?n+1), et soit 9? q&gt;(v,t) la fonction correspondante.

En reprenant, par exemple, les calculs de Tengstrand ([13], p. 208—212)

on obtient les résultats suivants (on pose Dv djdv, Dt — d/dt et on désigne

par N l&apos;ensemble des entiers &gt; 0) :

Lemme 2.1. Soit (p€S(Bn+1). La fonction y(v9t) est de classe Cœ pour
v ¦=£ 0. Pour toute fonction oc (v) € C00, telle que oc (v) 0 au voisinage de

0, a(v) 1 pour | v | assez grand, on a aq&gt; oc(v)q)(v9 t) e S(B2)9 et Vapplication

(p-*aq&gt; de S(Bn+1) dans S(B2) est continue.
Pour v ^= 0, et pour tout m € N, on a

(2.5)

S (iî)

avec:

1°

continues.
2 les

m
&lt;p(v, t) E

a^t) &lt;^^

applications

0 + A

9?(a;, 1

9? ~&gt; ai eif 9?

&lt;

de S(Bn

,t)

+1)
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2° Toutes les dérivées de Rm(v,t) d&apos;ordre k^m en v, et d&apos;ordre jeN en

t, existent et sont continues. Il existe des constantes Ckn(&lt;p) telles que

\DkvD\Rm{v, t)(l + t*y | &lt; Ckn{&lt;p) | v r~*+£

pour tout (v,t)eR2, Je &lt;ra, jeN, reN. Si y -&gt; 0 dans S{Rnn), Ckn(&lt;p)-»0.

Cherchons alors à prolonger l&apos;application Mv: D(Q) -&gt; D(R)2. D&apos;après

(1.3) et la définition de /u+ et fi_, on a, pour &lt;p e D (Q),

CD 2^ v+2
M±&lt;p(s) $q)(st«, ±t)t a dt. (2.6)

0

Supposons maintenant que (p appartienne à S(J?n+1). Pour s ^ 0, d&apos;après

le lemme 2.1, l&apos;intégrale (2.6) conserve un sens si Rv &gt;—(a + 2), et
définit une fonction holomorphe de v dans ce demi-plan. D&apos;après (2.5) on peut
écrire m

Mfcp{8) Z((A%, y) + (B±, &lt;p}Y{s))S&gt; + F^(s) (2.7)

F±H(s) SRm(st°,±t)t « dt.
0

Les distributions Af9 et Bf? sont tempérées; on a

v+2} + 2

At
A}(x) ®t±« H B}(x) ® t± « log | £ | dans le 1er cas,

(2.8)

* &apos;

(2-9)

A3(x) (g) ^± « dans les 2e et 3e cas;

#,(#) ® t

B3 (x) ® t± a dans le 2e cas.

Comme t7^ et ^ log 11| sont fonctions méromorphes de X € O, les distributions
^^ et jBf? sont fonctions méromorphes de veC, et nous étendrons leur
définition pour tout v c C par prolongement naturel. Les égalités (2.8) et
(2.9) sont donc valables pour tout veC, et Afr Bfy€Sf(Rn+1) pour tout
vcC. Les pôles de Af9 et Bfj se déduisent de ceux de t\. et ^log|^|
(cf. [4]). Af9 a donc un pôle en v — 2(y + 1) —a(k + 1), &amp;eiV, de

c_x a 7.
^

4, (a) ® ô(fe) (0 (2.10)

Ce pôle est simple, sauf dans le 1er cas si / &gt; râ ; le pôle est alors double et le
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coefficient c_2 du développement de Laurent est

c_2= — 2a {Tk])k B,{z) ®ô^(t). (2.11)

Dans les 1er et 3e cas, Bf7 a un pôle simple en v — 2{j + 1) — a(k + 1),

JceN, de résidu

Ci aiI_lL 2?^) 0 a&lt;*&gt;(«) (2.12)

Dans le 2e cas, Bf9 a un pôle simple en v — 2j — 3 — a(k + 1), keN,
dont le résidu est encore donné par (2.12).

D&apos;après le lemme 2.1, pour 5^0, la fonction v -&gt; F^n(s) est holomorphe
dans le demi-plan Rv &gt; — (a -f- 2m + 3). L&apos;égalité (2.7), avec m arbitrairement

grand, entraîne donc que Mf(p(s) est prolongeable en une fonction
méromorphe de v e C. Pour s ^ 0 et pour tout v e C, nows définirons Mf&lt;p(s)

par prolongement naturel. Le lemme 2.1 montre aussi que, pour Rv &gt; —

— (a + 2m + 3), F^m(s) est de classe Om pour s ^ 0, et que, lorsque

s) O(sm-k+i) k &lt; m

Grâce à (2.7), on en déduit le résultat suivant:

Lemme 2.2. #o^ &lt;peS(Bn+1). Pour tout v eC, M+(p(s) et M~&lt;p(s) sont

des fonctions de s e B de classe C00 pour s =/=¦ 0. Pour tout m e N on a

avec F^,,(s) eCm et, si 0 &lt; k &lt; m

D&quot;Ftm(s) O{sm-lc^)
lorsque s -&gt; 0.

Etudions maintenant le comportement de Mf q&gt; (s) lorsque \ s \ -&gt; oo.

En supposant toujours (peS(Bnhl), pour Rv&gt;—(a + 2), on déduit de

(2.6)

avec
a °°^ Jî. y+a

T±cp(s) — J ç&gt;(± v, svz) v 2 rfv
^ 0

Pour Rv&gt;—(a+ 2), Tf(p(s) est une fonction C00 de seB. On a

DkT±(p(s) =--}Dhty{±v,sv2)v i dv.
^ o
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Le lemme 2.1 permet d&apos;écrire

a °°

2 j=0 o
n \rfxrt

a °° ^ p+ajk + l) a 1 v+a(k + l)
JP (y) — f _D* S 4- w. 0) V 2 dt; -4 f 7)* 2? 4- V. 0) V 2 /^?;7n\/ n J t 1 \ -1- vjv/v wv&quot; 1 rtj^wiv —¦— &apos; / wv«

La fonction Fm(v) est holomorphe de v dans le demi-plan Rv &gt; —
— (a + ai + 2m + 3). Il en résulte que DkTfq&gt;(0) est prolongeable en une
fonction méromorphe de v e C. On peut alors écrire, pour Rv &gt; — (a -f- 2),

m—1 «fc * (q 4\m—\

k=0 k\ V

0 (w&amp; — 1)! V

où DmTfcp(t), donné par (2.14), est fonction holomorphe de v dans /?r &gt; —
— (a + am-f 2). Par conséquent, Tf(p(s) est prolongeable en une fonction
méromorphe de v e C. Pour tout v e C, définissons Tfcp{s) par prolongement
naturel; avec cette définition, il résulte de (2.15) que Tfy est une fonction
G00 de s e R, pour tout v e C.

Pour tout j € N, posons

Jcv(j), dans les 1er et 3e cas,
(2.17)

a
dans le 2e cas.

Soient d&apos;autre part Nv et Nfv les parties de l&apos;ensemble N des entiers ^ 0

définies par Nv= {]eN; kv(])eN} (2.18)

#i= 0&quot;^; ^w, ^0&gt;^}. (2.19)

Pour tout veC,Nv et iV^ sont finis. Chacun des ensembles Nv et Nrv est
vide sauf pour une suite discrète de valeurs négatives de v.

En tenant compte des égalités (2.10) à (2.12), par prolongement naturel de
la relation (2.13), on obtient:

Lemme 2.3. Soit &lt;p €S(Rn+1). Pour s^O on a

v+a + 2 a

j€N» (2.20)

15 CMH vol. 39



214 Pebbbe Jeanqtjabtœr

avec (l)k

ci -~^r-&lt;B&gt;{X) ® *c*}W¦ ?&gt;• * #W&apos; »

a 4 daw^ Ze 1er cas, a 2 àtans Zes 2e e£ 3e ca^. 5P+
&lt;p et T~q&gt; sont des

fonctions Cf° de seR.

L&apos;application Mv qui, à toute fonction 9?eS(i2n+1), fait correspondre le

couple Mv&lt;p (M+ y, M~y) de fonctions d&apos;une variable s, de classe C00

pour s^:0, est un prolongement de l&apos;application Mv : D (Q) -&gt; D (R)2.
Nous allons montrer que l&apos;image de D (Rn+1) par Mv est un espace vectoriel
Kv caractérisé par les propriétés énoncées dans les lemmes 2.2 et 2.3.

3. Espaces K9 et Klv

Désignons par Kv l&apos;espace vectoriel sur C formé des couples ç&gt; (ç?+, &lt;p~) de

fonctions d&apos;une variable réelle s, ayant les propriétés suivantes :

1 ° q)+ (s) et &lt;p~ (s) sont de classe Cœ pour s =£ 0.
2 ° Lorsque s -&gt; 0, &lt;p+ et &lt;p~ ont des développements asymptotiques de la

forme œ

)«*, (3.1)

où y(5) est la fonction définie par (2.3), les &lt;a^, ç?&gt; et (fif, &lt;p} étant des

nombres complexes, 0f, ç?&gt; 0 si y&lt; ?i. Les dérivées successives de y*
et &lt;p~ admettent les développements déduits de (3.1) par dérivation terme à

terme.
3° Pour s ^ 0,

v+a+2
__

a

« fT) + log | s I 27 (± l)

+ y(s) log | s | 27 (± 1)*;«&gt; &lt;7;, y&gt;^ (3.2)

avec les définitions (2.16) à (2.19), %+q&gt; et #~ç? étant des fonctions C00 de

s €R,(yj9 cp} et &lt;yj, ?&gt;&gt;€(?.

Munissons Jlv de la structure d&apos;espace vectoriel topologique définie par les

semi-normes
m

271 &lt;j8±, çp&gt; | + sup |D*(ç,± (5) - y (s) E &lt;fif, &lt;p}s1) \,
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sup

où m eN. On vérifie sans peine que Kv est alors un espace de Fkéchet (cf.
[2]). Il est clair que D(R)2 c Ky9 l&apos;injection étant continue.

D&apos;autre part, d&apos;après les lemmes 2.2 et 2.3, si &lt;peS(Rn+1), My&lt;p

(M+&lt;p,M~&lt;p)eKv. De plus, en vertu du lemme 2.1, Mv&lt;p -&gt;0 dans Kv si
&lt;p-&gt;0 dans S(Rn+1). On a donc:

Proposition 3.1 • L&apos;application Mv : D(Q) -&gt; D(R)2 admet un prolongement
linéaire continu Mv : S{Rn+1) -&gt; Kv.

Nous noterons encore Mv la restriction à D(Rn+1) de l&apos;application

Mv : S(Rn+1) -&gt; Kv. Nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 3.1. Soit S le sous-espace vectoriel fermé de Kv formé des éléments

cp tels que 0^, 9?) (fîj ,9?) 0, pour tout entier j ^ n. Il existe une
application linéaire continue Lv de 8 dans D(Rn+1) telle que Vapplication
composée MVLV soit égale à Videntité. On a D(R)2 c S et Vimage de D(R)2
par Lv est contenue dans D (Q).

Soit en effet y eS. En vertu de (3.1), on a 9?+ et (p-eC*0. D&apos;après Teng-
strand ([13], lemme 4.3), il existe #,- e D{Rn), pour tout jeN, tel que

et o}j e D(Rn), pour tout j eN, j ^ n, tel que

(Ah9 co;} 0 (Bk, eo,&gt; ôkji JceN.

Soit g(t) c D (R) n&apos;ayant aucune dérivée nulle à l&apos;origine. D&apos;après le lemme 2.3,
il existe des constantes &apos;ki, pour j e Nv, et ixi, pour j e Nrv, telles que, si

0z(x9t) Z X^y^cpy

+ Z [Xiiy&apos;j, &lt;p&gt; coj(x)Q(t)
J€N&apos;v

on ait &lt;yj9Mv&amp;3y &lt;yj9 &lt;p}9 pour tout jeNp9 et &lt;yj, MV0S} &lt;yj,y&gt;,

pour tout jeN&apos;v. L&apos;application ç?-&gt;&lt;P3 de S dans D(Rn+1) est linéaire
continue.

Soient oc^s) et 0^(5) cC00, telles que a1 + a2=l, ax(s) nulle pour |«|&gt;2
e^ a2(«) nulle pour | s \ &lt; 1. Les éléments q&gt;x 0^(99 —Mv&amp;z) et ç&gt;2

—Jfv(P3) appartiennent à Kp. Soit aeDQO, 1 [) telle que

00 v+2
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et soit f}(x)eD(Rn), nulle au voisinage de l&apos;origine, telle que fï(v) 1 pour
| v | &lt; 3. Posons

0x(x, t) P(x)[ot{t)&lt;p+(u\t\&quot;) + *(— t)q&gt;ï(u\t\&quot;)].

On a 01eD(Rn+1) et, d&apos;après (2.6), Mv01 cp1. De plus, l&apos;application

&lt;p ~&gt; 0X est linéaire continue de S dans D(i?n+1). D&apos;après (3.2), on a

v+a + 2 a

où tp+ et xp~ appartiennent à D(R). Soit #€D(]0, 1[) telle que
00 2 H-2
J iï({ï)t~dt= 1.
0

Posons ^ ^

On a 02eD(Bn+1) et, d&apos;après (2.6), Mv&amp;2 cp2. L&apos;application (p-+&amp;2 de S

dans D(Rn+1) est linéaire continue. Posons alors Lv&lt;p 0X + 02 -f- 03.
L&apos;application Lv : S -&gt;D(i?n+1) est donc linéaire continue et l&apos;on a MvLv&lt;p

cp, pour tout (peS. En outre, si &lt;p€D(R)2, on a &lt;yi,9P&gt; 0 pour
j e Nv, (yfj,&lt;py 0 pour /eiV^ et ^± (s) 0 au voisinage de l&apos;origine, de sorte

que Lv&lt;p e D(ii), c. q. f. d.

Proposition 3.2. L&apos;application Mv : D(Jîn+1) -&gt; Kv est surjective.
Soit en effet q&gt; (&lt;p+9 (p~)eKv. D&apos;après (2.9) et (2.4), il résulte d&apos;un

théorème classique de Borel, qu&apos;il existe 0 e D(Rn+1) de la forme

4&gt;{z, t) xp+{x)oc{t) + y&gt;_(x)oc(— t)

avec xp+ et y_çD(Rn), ottDQ 0, 1[), &lt;x(t) &gt; 0, telle que &lt;J5^., 0}
&lt;/S^, &lt;p}, pour tout j ^n. En vertu du lemme 2.2, on a donc (f}f,Mv0y
&lt;/S^, ç?) pour tout j ^ n, de sorte que (p —MV0 ^ appartient au

sous-espace S du lemme 3.1. Si 0t Lv&lt;px on a Mv(0 + #i) Jf^^ + ^i ^
ç?, c. q. f. d.

Soit K!v le dual de Kv, Les coefficients du développement (3.1) définissent

des éléments ocf9&lt;xj (jeN) et j8J, fa(n ^keN) de Z^. De même les

coefficients de (3.2) définissent des éléments yj(jeNv) et yyO&apos;eiV&apos;y) de .#„.
Nous considérerons également les éléments ef et £^T de Kfv donnés par
&lt;ef, &lt;p} DlfviOWeN), pour (p €KV.

Comme l&apos;injection D(R)2 c Kv est continue, à tout élément heKfv, on

peut associer deux distributions h+&gt; h-e Df(R) telles que
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pour tout &lt;p (q&gt;+, (p~) €D(R)2. Mais D(R)2 n&apos;étant pas dense dans Kv,
h+ et h_ ne déterminent pas h. On vérifie que si h+ h_ 0, h est combinaison

linéaire des éléments fif ,fij(n^ jeN), yj (j eNv yJ (j e Nfv), e%,

Soit M&apos;v : K&apos;v -&gt; Df (Rn+1) la transposée de l&apos;application Mv : D(Rn+1) -&gt; X,.
Des propositions 3.1 et 3.2 résulte immédiatement :

Proposition 3.3. L&apos;application linéaire continue Mrv : K&apos;v -&gt; D&apos; (Rn fl) est

injective. Son image MrvK!v est contenue dans S&apos; (i?n+1).

4. Eléments de Hv nuls dans Q

Dans l&apos;espace Rn, considérons les fonctions localement intégrables u\
Y(u)uv et uv_ Y(— u)\u\v, pour Rv&gt; — 1. Si &lt;peD(Rn), on a, d&apos;après

(2.1),
&lt;uv±, &lt;p} $Y(±u) | u\v&lt;p(x)dx $vvq)(±v)dv

Rn 0

Compte tenu du développement (2.2), on en déduit que u\ et uv_ sont pro-
longeables en fonctions méromorphes de veC à valeurs dans Df(Rn), avec

(n \~ + fe), fe^iV (cf. [4],
1 I

chap. III, § 2); les coefficients c_2 et c_x des développements de Laurent
s&apos;expriment simplement à l&apos;aide des distributions A5 et Br Nous définirons

^+ et uH pour tout veC par prolongement naturel (voir §2); ce sont des

distributions invariantes par le groupe G. Si v est un entier de signe quelconque,
nous poserons v nH yr uv uv+ + (— ly luv_

Pour 1 &gt; 0, on a, lorsque v# — 1, — 2,...et v ^ — —, —- — 1,.

u&apos;±(Xx) P&quot;u*±(x). (4.1)

Dans le 1er cas, si v — (k + 1), JceN,

*±(Xx) X*\u&apos;±(x) + 21og X(± l)&quot;Ak(x) -21og2A(± l)fc5,(x)] (4.2)

Dans le 2e cas, si v — (fc + 1), fcciV,

«i(Aar) A«&apos;[«5!(a;) + 2logA(±l)Mi(a!)], (4.3)

et si ,==_^+j
2log A7(± l)5ï+,(*)] (4.4)
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Enfin, dans le 3e cas, si v — (k + 1), kçN,

up±(Xx) X*»[uv±(x) + 2log X(± l)kAh{x) + 2log XY(± 1) £,(*)]. (4.5)

D&apos;autre part, on vérifie facilement que

x) — 2 log XBAx)], dans le 1« cas,
(4.6)

dans les 2« et 3e cas;

I), dans les 1er et 3e cas,
(4.7)

4w+s)^ dans le 2« cas.

Soit alors feHv, une distribution nulle dans Q. Dans | a; | ^= 0, / est à

support dans t 0, donc est de la forme Egk(x) ® &lt;5(&amp;)(£) (cf. Schwartz
[12], t. 1, th. 36, p. 101), avec gk(x)eDf (Rn), invariante par 0 et homogène
de degré v -\- a(k + 1). Par suite, il existe des constantes c£ et cj telles que

gh{x) c$u+ 2 +c^u_ 2 +hk(x),
où hk(x) est une distribution sur JBn, invariante par le groupe 0, nulle dans
l&apos;ouvert u(x) ^ 0. Il en résulte (cf. [8], [11] et [13]) que hk(x) est
combinaison linéaire des A^x) et des Bj(x). En exprimant que gk(x) est homogène

de degré v + a(k + 1), compte tenu des formules (4.1) à (4.6), on voit
que, dans \x\ ^ 0,

9k («)
si ]c zfi kv(j) pour tout jeNv, (4.8)

phA,(x) 9 si k kv(j

&lt;xk et /?£ étant des constantes. Ainsi, dans | a? | ^ 0, /est égale à

A 2^(3)® «&lt;*&gt;(*), (4.9)

où les gk sont de la forme (4.8), la somme (4.9) ne comportant qu&apos;un nombre
fini de termes.

Dans t ^ 0, / est à support dans | x \ =0, donc est de la forme

ZPk(djdx)ô(x) &lt;g&gt; hk(t) (Schwartz, loc. cit.), où Pk est un polynôme homogène

de degré k. Comme / est homogène de degré v, il faut que hk(t) soit
V j ii Vk I Ta

homogène de degré au sens habituel, donc que dans t ^ 0

v+n+k v+n+k
**(*) »**+ a +«* &lt;- a

&gt;

avec a^ et akeC. D&apos;autre part, pour que / soit invariante, il faut que

Pk(d/dx) soit, à un facteur constant près, un dalembertien itéré. D&apos;après les
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égalités (2.4) et (2.9), on a donc / /2 dans &lt; # 0, avec

/, £af B+ + Zaj B~,, (4.10)

les sommes étant finies, af, aj eC. Remarquons que, si X &gt; 0,

O,sij(N&apos;p, (4.11)

Posons alors /3 /—fx—/2, avec (4.9) et (4.10). Il résulte de ce qui
précède que /3 est une distribution invariante, nulle dans le complémentaire de

l&apos;origine, donc que /3 est combinaison linéaire des distributions Bj (x) ® ô{k) (t),
j, kçN, / &gt; n. Enfin, à l&apos;aide des formules (4.1) à (4.7) et (4.11), en exprimant

que / est homogène de degré v, on obtient le résultat suivant :

Proposition 4.1. Une base de l&apos;espace vectoriel des distributions de Hv nulles
dans Q est formée des éléments

B,{x) ® «&lt;*&gt;(*), jeN&apos;v, k Jc&apos;v(j),

B+,, B~jy n^jeN, j i Nrv,

et, suivant le cas envisagé, des éléments

1CT mS: ± + a(T 1)M,(^)® ôM(t), jeN&apos;yy h K(j),

ôik)(t), le ^ Jcv(j) pour tout J€NV, keN,

vi k kv(j),

A,{x)
cas:

\B% -a(T 1)*&lt;^ +^ ® ô^(t), jeK, k k&apos;v(j),

v+a(k+i) l kv(j) pour tout jeNv,
+

2 (g) ôik)(t),N*k ^ \
\ KfJ) Pour t°ut ?€NV,

u_ 2 (g) £&lt;*&gt;(t), N*k ^kv(j) pour tout jeNv,

i
3e cas* t

2k\B±.—a(T l)%-(&apos;+1) ® «&lt;*&gt;(*), jeK, k ^(?),

u± 2 (g (5&lt;&amp;&gt;(J), N^k ^ kv(j) pour tout jeN99
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jeN, —N&apos;v,k kr(j),

Des femmes 2.2 et 2.3 et des relations (2.14), (3.1) et (3.2) on déduit

M&apos;jf Bti, (4.12)

M&apos;vy&apos;i —^-^r- 5i&lt;

avec a 4 dans le 1er cas, a 2 dans les 2e et 3e cas,

a

Ces égalités et la proposition 4.1 entraînent :

(4.13)

Proposition 4.2. Les distributions de Hv nulles dans Q sont contenues dans
M[K&apos;V.

5. Espace Hv, représentation paramétrique de Hv

Cherchons à quelle condition l&apos;image M[h d&apos;un élément h de Krv appartient

Soient &lt;peD(Rn+1) et feDr(Rn+1). Si LeG, on a &lt;f{Lx,t),q&gt;(x,t)y
(f(x,t),y&gt;L(x,t)}, avec y&gt;L(x, t) cpiL^xJ). Or ^(v, 0 £(v, &lt;)&gt;

de sorte que, d&apos;après la définition de Mv, Mv&lt;p MvxpL. Si Aeii^ on a donc

(Mfvh, cp) (h, Mv(p} (h, MvtpLy (Mfvhy ip£). Par conséquent, Mrvh

est une distribution invariante sur Bn+1.
Si maintenant X est un nombre &gt; 0, on a &lt;/(A#, Xat), cp(x9 t)}

&lt;/(«, 0, &lt;Px(x&gt;t)&gt;, avec yA(a?, f) A-(n+a)ç?(^&quot;1^, A~a0, et d&apos;après (2.1),
^A(t;, t) A-(2+a)^(A&quot;2v, A&quot;a0- Pour fîv &gt; — (a + 2), la définition (2.6)
donne donc Mv&lt;px XvMvq&gt;. Par prolongement naturel de cette égalité, en

tenant compte des formules (2.7) et (2.10) à (2.12), on obtient, pour tout
veC,

M±&lt;p(s) + a log X E
j€Nv Kv\J)&apos;

(5.1)

(a(X) + y(s))a log ^^ ]

avec a (A) — log A dans le 1er cas, &lt;x(X) 0 dans les 2e et 3e cas.
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Comme les distributions A,(x) &lt;g&gt; ô{k»(j))(t), jeNv et B,(x) &lt;g&gt; ô{kv{j))(t),
jeN!v sont linéairement indépendantes (cf. [13]), il résulte d&apos;abord de (5.1) que

(5.2)
6t

r, (y(s)8*9 (- l)W&gt;Y(8)8i),jcN&apos;9, (5.3)

sont des éléments de Kv. Il est clair que ces éléments sont linéairement
indépendants. Soit Xv leur ensemble :

Xv= {a3;jeNv}{J {r9;j€Nf9}. (5.4)

D&apos;autre part, pour que l&apos;image Mfvh de heKfv soit homogène de degré v,
il faut et il suffit que

OO, ny &lt;A, Mv&lt;px) A&quot;&lt;A, Mv&lt;p&gt;

pour tout q?€D(Rn+1) et pour tout X &gt; 0; d&apos;après (5.1) on a donc:

Proposition 5.1. Soit heKfv. Pour que MrvheHv, il faut et il suffit que
heHv, Hv étant le sous-espace vectoriel fermé de K&apos;v défini par les relations

(h, &lt;p} 0, pour tout &lt;peXv

avec (5.4).

Hv est donc de codimension finie dans Krv (cf. [1], § 4, th. 1):

codim Hv card Nv -f- card Nfv

D&apos;après (5.2), on a, pour jeNv,

(5.5)

(5.6)

On peut écrire, pour s ^ 0, jeNvi le Jcv(j),

v+a+2 a

of (± l)fc-&lt;&apos;»5&apos;&apos; | s | ^~ (sgn «)&apos;(± | s |~T)*.

On en déduit x±(P(s) (± i)&apos;5*&apos; et

&lt;ef, &lt;r,&gt; (± iyk\ôtk, k k

La définition (5.3) donne, pour jeN&apos;r,

(oef, r3&gt; 0, JceN,

(5

(5

(5

(5.

(5.

•7)

.8)

.9)

10)

11)
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D&apos;autre part, pour s ^ 0, on a dans le 1er cas

et dans les 2e et 3e cas,
f+a+2

On en déduit, d&apos;après

&lt;

Dans le 1er cas,

dans les 2e et 3e cas,

f
3(3.

M
2),

/-y

2 T(s)(± | S | »)*»&lt;»&gt;

J ôtj, dans le 1er cas,

\ 0, dans les 2e et 3e cas,

t3&gt; 0, ieN&apos;r.

:, r,} 0, ieN;

h, (5-

(5.

(5.

12)

13)

14)

(5.15)

Dans un espace vectoriel, désignons par [et ; i eJ] le sous-espace vectoriel
engendré par les éléments et, ieJ, et notons © une somme directe topologique.
Avec ces notations, la proposition 5.1 et les formules (5.5), (5.6), (5.10) et

(5.11) entraînent (cf. [2], chap. I, § 2, prop. 3)

K&apos;V HV® [«+ ; jeNv] ® [fi+ ; / €N&apos;,]

De même, les formules (5.6), (5.9), (5.11), (5.14) et (5.15) donnent

K HV® [eï9i,} ; jeNv] ® \ft ; j€N&apos;9] (5.16)

Le théorème suivant montre que l&apos;application M!v\ Hv -&gt; Hv fournit une

représentation paramétrique de Hv :

Théorème 5.1. L&apos;application linéaire continue Mrv :K&apos;v-&gt;Dr (i?n+1) induit un
isomorphisme vectoriel de Hv sur Hv.

En effet, on sait déjà que M&apos;v est injective (prop. 3.3). Montrons que Mv
est surjective. Soit feHv. D&apos;après la proposition 1.1, il existe h+ et h_eDf (B)
tels que &lt;/,#&gt; &lt;h+i Jf+0&gt; + &lt;/L, M&apos;0}, pour tout &amp;eD(Q). Soit ho

la forme linéaire sur D (B)2 définie par (h0, cp} &lt;h+, &lt;p+s) + &lt;^- »
9?&quot;)

»

pour tout q? (ç?+, ç?~)eD(jB)2. En utilisant l&apos;application Lv du lemme 3.1,
on a &lt;A0, ç)&gt; &lt;/, A,9?&gt; Pour *out &lt;ptD{Bf, d&apos;où il résulte que Ao est une
forme linéaire continue pour la topologie induite par Kv sur D (B)2. L&apos;adhérence

de D (i?)2 dans Kv, et Xy9 ont leur intersection égale à {0}. En effet,
les éléments de D(B)2 annulent les formes linéaires continues fê et s£,
alors que &lt;0+, cr,&gt; 0, 0+, r^&gt; 5,,, {et, a,} 4MfcM,, (formules (5.6),
(5.11) et (5.9)). Par conséquent, d&apos;après [2] (chap. I, § 2, prop. 3) et le théo-
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rème de Hahn-Banach ([2], chap. II), il est possible de prolonger h0 en une
forme linéaire continue sur Kv, nulle sur Xv, donc en un élément ht de Hv.
Soit alors ft Jf^; on a fxeHv (prop. 5.1), de sorte que / —fieHv. Si

&lt;PeD(Q), on a &lt;/x, &lt;P&gt; (hlf MV0} &lt;A0, Jfv&lt;Z&gt;&gt; &lt;/, &lt;Z&gt;&gt;, puisque
Mv0€D(R)2. Ainsi / — /X est un élément de HV nul dans Q. Les propositions
4.2 et 5.1 impliquent que / —fxeMfvHvi donc jeM&apos;vHvi c. q. f. d.

En particulier, en vertu de la proposition 3.3, Hv c MfvKrv c S;(jRw+1),
donc:

Corollaire. Pour tout veC, les éléments de Hv sont des distributions
tempérées.

6. Transformation de FOURIER. Espaces Kfv et Kv

Pour tout veC, nous poserons

vf — (v + n + a) (6.1)

On démontre aisément la proposition suivante (cf. [6], prop. 2.2 et 3.1, voir
aussi [3], [9] et [13]):

Proposition 6.1. Pour tout veC, les transformations de Fourier F et F
induisent des isomorphismes de Hv sur Hv&gt;, avec (6.1).

Désignons par Kfv le sous-espace vectoriel de Df (Rn+1) image de K&apos;v

par Mfv: Krv MrvKfv. En vertu de la proposition 3.3, les distributions de
K&apos;9 sont tempérées. D&apos;autre part, d&apos;après (5.16), (4.12), (4.13), (2.9) et (2.4),
puisque Mrv est un isomorphisme vectoriel, on a

K= Hv® [uZ^v ® ôM(t); h kv(j), jv] (6.2)
É K(j), jeNfv];

d&apos;après [2] (chap. I, § 2, corollaire 4 du th. 2 et prop. 3) Krv est un sous-espace
fermé de Df(Rn+1) ou S;(i2n+1), et le deuxième membre de (6.2) est une
somme directe topologique.

Notons Kv l&apos;image par F de Kfv,, avec (6.1). De (6.2) on déduit

Je Jcy,(j), jeNv,]

Kv étant également un sous-espace vectoriel fermé de D&apos; (Rn+1) ou Sf (Rn+1),
et le second membre de (6.3) une somme directe topologique. Nous allons
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remplacer les transformées de Foubier figurant dans (6.3) par des expressions
explicites. On a

De l&apos;expression de Ft\ lorsque A n&apos;est pas un pôle de t\ (cf. [4]) on déduit,
par prolongement naturel,

Ft-ik+i) ^iz^t^tk _i|sgn* ** + tklog |

si j
dans le 2e cas,

pour tout keN, avec ck 1 + —- + + -j- + Fr(1).

De la même façon (cf. [4]), on obtient pour jeN &gt;
dans le 1er cas,

/ n2 \ —{\u^-n log | u | + — -4n-,-i), si j &lt; n

- -
&apos;

|^-n log | u | + a| (u1~n log21 ^ | — n2 (— 1)&apos;-

n
T log | f* | ;

et dans le 3e cas,

4utn + 4^n-j-i, si j &lt; n
FuZ{7+1) {

__
c&gt;7rn + cj^L~n log | u |, si ?&apos; &gt; n ;

les al, b{, c{ sont des constantes non nulles. Les distributions t^
égale à Y( ± u) | u |A log | u \ pour R A &gt; — 1, et w^ log21 m |, égale à

Y(^t u) \ u \^log2 | ^ | pour RX&gt; — 1, sont définies par prolongement
naturel pour tout A eC ; on pose, pour A entier de signe quelconque,

ux log k | ^ | u\ log* | ^ | + (— l)|x| wl log* \u\, h 1, 2.

Remarquons que les éléments suivants font partie de Hv (formules (4.1) à

(4&apos;6)) :
ui-n ^ tk9 Mj-n ^ ggn Uk9 h ^ kfv,(j), J6N&apos;V,

^_;-_! ®tk,k kv, (j), jeNv,, 1er et 3e cas;

et, dans le 1er cas,
u?Sn ®tk, k kv,(j), jeNv,

ut~n ($tk, k kv,(j), n &lt; j€Nv,

1v)Sn ® th log |^| — avj-&quot; log \u\ &lt;g&gt;tk, k kv, (j), jeNfv, ;

dans le 2e cas, n
uj+1-J ®tk, k kv,{j), jeNv, ;
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dans le 3e cas, ,_„ —

De ce qui précède et de (6.3) on déduit, dans le 1er cas :

Kv Hv® \v?&apos;n log | u | ® tk ; A; &amp;„, n

© [«/-» log2 | m | &lt;g&gt; &lt;fc ; jb fc,, n &lt; ?€#„,] (6.4)

© [m&apos;-&quot; ® &lt;fe log | t [ ; k k&apos;,, (j), jeN&apos;v.]

(6.5)

dans

dans

le 2«

le 3e

Kv

cas:

cas:

H,

© [«

© 0

© [«

© [«

© &amp;

n
£_+!—2&quot; log | W | &lt;

^-n 0 £&amp; JQg | £ |

^~w rô?\ /^ • ^* — i
&apos;— W v î n* &apos;

irw log | u | ® *

^&apos;~n (g) e* log U I

v* if\\ *n ^~~&gt; o *? A/ i

fc; k kv,(j), n^ (6.6)

On a également Kv F Krv,. On peut donc énoncer :

Proposition 6.2. Pour tout veC&gt; les transformations de Fourier établissent

des isomorphismes F et F de Kv sur Krv, et de Krv sur Kv,, avec (6.1), Kv et

Kv étant les sous-espaces vectoriels fermés de S&apos;(Rn+1) définis par (6.4), (6.5),
(6.6) et (6.2).

7. Opérateurs différentiels homogènes et invariants

Soit H U Hv le sous-ensemble de D&apos; (Rn+1) formé de toutes les distri-

butions homogènes et invariantes. Cherchons à déterminer l&apos;opérateur

différentiel linéaire à coefficients constants D, le plus général, qui conserve W.
Comme la mesure de Dirac &lt;5 appartient à H, il faut que Dde H, donc que
FDô soit un polynôme P de H (prop. 6.1). Par conséquent, P est de la forme

P(u, t) ZAjkuHk

Supposons que P ait au moins deux termes non nuls, Aj k ^ 0, Ai, fc ^ 0.
h étant le degré d&apos;homogénéité de P, on a

X 2jx + alcx 2j2 + ak2, (7.1)
d&apos;où Ton déduit 1cx ^ k2 et a 2 (^ — ;2) / (k2 — kx). Ainsi, pour qu&apos;il

existe des opérateurs conservant H ayant plus d&apos;un terme, il faut que a soit
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rationnel. Dans la suite, nous supposerons que a est rationnel et poserons

a 2-^, (7.2)

avec 6 et c entiers &gt; 0 premiers entre eux.
Cela étant, (7.1) entraîne jx — j2 &lt;xb et k2 — kx olc, a entier rationnel

^ 0, d&apos;où Ton déduit m

P(u,t) uhtk Ea^V™-^ (7.3)

avec h, Je, meN, a^eC, a0 et am ¦=£ 0. Si P n&apos;a qu&apos;un terme non nul, P est
de la forme (7.3) avec m 0. Considérons le polynôme

Q(s) Za^ (7.4)

formé avec les coefficients de P. Soient zi, j 1, 2, m, les zéros de Q.
On a

Q(s) amn(s-zj)f - (7.5)

d&apos;où

P(u9 t) uhtk+nwQ(ubt-c) amuhtkll(ub —z^).
On a donc :

Théorème 7.1. Tout opérateur différentiel linéaire à coefficients constants

conservant H est de la forme

D &lt;- ^{r
h, Je, meN, ajeC, a0 et am ^0. Pour tout v&apos;eC, D applique Hv&gt; dans

aV6C
/A&apos;=vr—2h—ak — 2bm. (7.7)

produit d&apos;une constante et d&apos;opérateurs des types suivants :

2, nombre complexe non nul.
Par transformation de Foueier, l&apos;application D : Hv, -&gt; W^/, est remplacée

par FDF&apos;1 P: Hv-&gt; H^, avec (6.1), P désignant la multiplication par le

polynôme (7.3). Nous allons montrer que Pf0 M&apos;~XPM!V\EV -&gt;E^ (théorème

5.1) est la restriction à Hv de la transposée P1 \Kfv-+ K^ d&apos;une

application linéaire continue P : K^ -&gt; Kv. Considérons d&apos;abord le cas des opérateurs

et — ; on a alors les résultats suivants :
et
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Proposition 7.1 • Pour tout veC, Vapplication

o:&lt;p (99+, cp-) -&gt;a&lt;p (s&lt;p+, s&lt;p~), (7.8)

de Kv+2 dans Kv est linéaire continue. Sa transposée af : Krv-+ Kfv+2 est une
application linéaire continue telle que Vapplication Mfv+2af Mfv~x : Kfv -&gt; K&apos;v+2

soit égale à la multiplication par u. a1 applique Hv dans Hv+2.
Soit en effet 0eD(Rn+1). D&apos;après (2.6), pour Rv &gt; — (a + 2), on a

Mf{u0) sMf+2&amp;, relation qui reste vraie pour tout veC par prolongement
naturel. Il s&apos;ensuit que l&apos;application (7.8) est linéaire de Kv+2 dans Kv
(prop. 3.2), et que Mv(u0)
pour tout &amp;€D(Rn+1).

Remarquons que si jçNv+2, alors j + leNv et kv+2(j) — kv(j + 1).
Inversement, si jeNv, j ^ 1, alors j — leNv+2. De même, si jeNfv+2i
alors j + 1 €N;V et 1c&apos;v+2(j) k&apos;9{j + 1) ; si j€N&apos;9, j &gt; n + 1, alors j — 1 &lt;-Nfv+2

(formules (2.16) à (2.19)). D&apos;après (3.2) et la remarque précédente, si

&lt;peKv+2, tp acp, on a

(7.9)

(/ + 1.

Il s&apos;ensuit que a : iJLv+2

Soit/ M&apos;vh€Kl, aveoAcjSTi. On a &lt;u/,&lt;2&gt;&gt; &lt;Mfvh,u&amp;y (h,Mv{u&amp;)y
&lt;A, orifv+20&gt; &lt;if^+2(T&apos;A, (P&gt;, pour tout 0€D(i?n+1). Grâce à la proposition

3.3, il en résulte que Jf^or&apos;M^1 te. Comme la multiplication par u
applique Hv dans Hv+29 on en déduit que a&apos;Hv c £Ty+2 (théorème 5.1),
c q. f. d.

Proposition 7.2. Pour tout veC, Vapplication

rjKp (99+, 99-) -+rj(p (&lt;p+, — &lt;p-) (7.12)

^ linéaire continue. Sa transposée rjr : Kfv -&gt; Kfv+a est une
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application linéaire continue telle que Mfv+arjf M!~x : K!v -&gt; Kv+a soit égale à la
multiplication par t. rjf applique Hv dans Hv+a.

En effet, pour 0çD(Rn+1) et pour Rv&gt;— (a+2), on a, d&apos;après (2.6),
Mf(t&amp;)= ±:Mf+a0, relation qui reste vraie, par prolongement naturel,
pour tout vzC. Il s&apos;ensuit que l&apos;application (7.12) est linéaire de Kv+a dans

Kv (prop.3.2),etque

pour tout @€D(Rn+1).
D&apos;autre part, on a Nv+a c Nv et, si jeNy+a, kv(j) kv+a(j) + 1. Inversement,

si jeNv et kv(j) ^ 1, on a jeNv+a. De même, jeNfv+a si et seulement
si j€N&apos;p et tiv{j) &gt; 1; on a alors k&apos;v{j) Jc&apos;v+a(j) + 1 (formules (2.16) à

(2.19)). Il en résulte, en vertu de (3.2), que si &lt;peKv+a, \p rj(p,

v+a + 2

log | s | 21 (± l)*»«&gt;&lt;y,, &lt;p&gt; ^ + y (a) log | s | E (± l);
(7.13)

(7.15)

On en déduit que rj : Kv+a -&gt; Kv est continue.
Si / M&apos;vheKrv, heK&apos;v, on a (tf, &amp;y (Mfvh, t@y &lt;A, Mv(t@)y
&lt;Ji,rjMv+a&amp;y (Mrv+aYi&apos;h, 0&gt;&gt;, pour tout &amp;€D(Rn+1), d&apos;où (prop. 3.3)

M&apos;v+ar)fM^1 t. Comme la multiplication par t applique Hv dans Hv+a&gt;

il en résulte que r\&apos;Hv c Hv+a (th. 5.1), c. q. f. d.

Soit alors D un opérateur différentiel de la forme (7.6), le polynôme associé

étant donné par (7.3). Des propositions 7.1 et 7.2 on déduit :

Proposition 7.3. Pour tout veC, a et rj étant les applications linéaires

définies par (7.8) et (7.12),

e^^ i^we application linéaire continue de K^ dans Kv, avec

^ ==î; -f 2/&amp; + aifc + 26m (7.17)

La multiplication par le polynôme P(u, t) induit une application linéaire
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continue P : K&apos;v -&gt; K^, avec (7.17), telle que M&apos;~XPM&apos;V soit égale à la transposée

P&apos; : K&apos;v -&gt; K&apos;p de P : K^ -&gt; Kv. L&apos;application P&apos; induit une application
linéaire continue Pf0 de Hy dans H^.

Enfin, grâce à la proposition 6.2, on a:

Théorème 7.2. Pour tout v&apos;eC, l&apos;opérateur D donné par (7.6) applique
Kv, dans K^ avec (7.7).

8. Application P

Soit &lt;p (&lt;p+, cp^eKp. D&apos;après (7.8) et (7.12), l&apos;image de ç&gt; par l&apos;application

(7.16) est P&lt;p (P+&lt;p+, P_&lt;p~), avec

P±(s) (± l)k+™shQ((± iysb) (8.1)

Q étant donné par (7.4). Les polynômes P+ et P_ ne sont pas identiquement
nuls (on suppose a0 et am ^ 0) ; par suite:

Proposition 8.1. L&apos;application linéaire continue P : K^ -&gt; Kv, avec (7.17),
est injective.

Cherchons à déterminer l&apos;image PK^ de P. Soient cp ((p+, cp^eK^ et

On a P±(s) shQ±(s), Q±(s) étant un polynôme ^ 0 pour 5 0. Par
conséquent, en considérant la partie

Z°v= {&lt;x+9ot;;0^j&lt;h} U {j8,+ ,j8,-; n &lt;j&lt;n + h} (8.2)
de Kfv, on a ^ y&gt; _ Qj pour tout A€^o (8 3)

Soit r0 un zéro réel d&apos;ordre n0 de Q± (s). De l&apos;égalité t/^ (s) shQ± (s)^ (s),
on déduit que &lt;(5^ (5 — r0), y) 0, pour tout &amp; &lt; n0, où ô£ (s — r0) et
^k (s — ^o) son^ ^es éléments de K!v définis par

— ro)&gt; V&gt; DkW±(r0), JceN,

Soient alors z3, 1 &lt; j &lt; m&apos;, les zéros réels distincts de Q (s), z, étant d&apos;ordre

n3. D&apos;après (8.1), les zéros réels rQ de Q± (s) sont les nombres tels que ± l)cfo
z3, pour un entier j ^ 1, j &lt; m&apos;. Considérons la partie Z]; de Kfv définie

de la façon suivante :

{àt {s — r§), ôj~ (s + r}) ; r, €JR, r$ z,}, si b et c sont impairs,

{àt (« — rt) ,ôl{s—r3)\r0€Ryr) z3}, si b est impair et c pair, (8.4)

{df**i (s—r3), df**i (s + r3) ; r, &gt; 0, r) | z, |}, si 6 est pair et c impair,

16 CMH vol 39
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l&apos;entier j prenant les valeurs 1, 2, m&apos; et le les valeurs 0, 1, ni — 1 ;

Z\ 0 si Q n&apos;a pas de zéro réel. Avec ces notations, on a donc

&lt;A, yj} 0, pour tout h€Z\ (8.5)

Les formules (7.9) et (7.13) entraînent

x±ip(s) (± l)hsk E aj{± iybsim-ï&gt;cx±&lt;p(s).

Par suite, en posant Zl {e/Jj ; 0 ^j &lt; k} (8.6)
On a

&lt;Ji, xp) 0, pour tout heZl (8.7)
D&apos;après (7.10) et (7.14), si jeN, et 0 &lt; A &lt; m,

est égal à (y^h _a&amp;&gt; V) sî j ^ ^ + ^^ e^ ^»(?) ^ Je -{- (m — A)c, et est nul
dans les autres cas. Soit Nv l&apos;ensemble des jeNv pour lesquels existe un
entier A, 0 &lt; X ^ m, tel que j ^ A + Xb et ir(^*) ^ h + (w&amp; — A)c. On a

^ {i + H Xb\ieN^ 0 &lt; A &lt; m}

-AT, est vide si et seulement si N^ l&apos;est. Si jeNv —N99 on a &lt;y^, xp} 0,

et si /e^, &lt;y,)V,&gt;=raA&lt;rt,«?&gt;,

la somme étant étendue à tous les entiers A, 0 ^ A ^ m, et ieN^, tels que
i + h + Xb j.

Supposons que N^ ^ 0 donc Nv ^ 0 et posons

71^ card iV^, iM min N^, s^ max JV^

Np (V» V + 6&apos; V + 26&apos;
• • •&gt; 5/x} »

^,= {* + A;t€^}U {sfl + h+ Xb; 1 &lt; A &lt; m} (8.8)

de sorte que card N9 n^ + m. Les 71^ nombres &lt;yo 9?), içN^, sont liés

par les 7^ + m relations linéaires

&lt;yv,
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où Ton pose a^ 0 si X&gt;m. Le déterminant des coefficients des &lt;yt, ç?)

dans les n^ premières relations vaut aji* ^ 0. On a donc m relations de

compatibilité &lt;Z^, \p) 0, 1 ^ X ^ m, où les L\ sont m éléments de Kfv9

linéairement indépendants :

L\ Ygft+h+\b + ao n/À % A\?i+h&gt; 1 &lt; A &lt; m (8.9)

étant le mineur de X{ dans la matrice

a0 ax

0 a0

ax 0 0

Posons / * AT \ * n —

I {yrJcN.—N,} U {Zi,...,Zrw}f si N^ ^ 0.
Avec ces notations, on a

&lt;A, ^) 0, pour tout heZl. (8.11)

De même, soit Nrv l&apos;ensemble des jeNfp pour lesquels existe un entier
A, 0 &lt; X &lt; m, tel que j &gt; n + A + Xb, krv(j) ^ k + (m — X)c. Np est
vide si et seulement si iV^ Test.

Si Np ^ 0, posons

n^ card ^^, i^ min N^, 5^ max N^

^ U {&lt; + * + Xb; 1 &lt;A&lt;m}. (8.12)

Soient L&apos;lf Lrm les éléments de i^ définis par
&apos;

w^ S A&apos;{ y!i+h, 1 &lt; X &lt; m (8.13)

-4&apos;x étant le mineur de Xt dans la matrice

«0 °1

0 a0

0 0
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Considérons la partie Z&apos;vz de Kfv définie par

z ^
&apos;

\{y&apos;,;j€N:-N:}u{LÏ,...,Li}, si N&apos;^gt.

Comme précédemment, (7.11) et (7.15) entraînent

&lt;A, y&gt; 0 pour tout heZ? (8.15)

Inversement, si yeK, vérifie (8.3), (8.5), (8.7), (8.11) et (8.15), il existe
tel que ip P&lt;p. On a donc:

Proposition 8.2. L&apos;image PK^ de Vapplication P : K^-* Kv est le sous-

espace vectoriel fermé de Kv, de codimension finie, formé des y)eKv tels que

(Ji,tp) 0, pour tout heZv, où Zv est la partie

Zt Z°v U Z\ U Z\ U Z\ U Zfvz (8.16)

de K&apos;v, avec (8.2), (8.4), (8.6), (8.10) et (8.14).

Enfin, on vérifie que si tp Pcp -&gt; 0 dans Kv, alors 99 -&gt; 0 dans iT^
(cf. Tengstband [13], lemme 8.1 et Schwartz [12], t. 1, p. 123). Par suite:

Proposition 8.3. L&apos;application réciproque P~x : PK^ -&gt; K^ est continue.

9. Applications Pr et Pf0, opérateur D

A tout opérateur D de la forme (7.6), associons le nombre

d= 2(2A + mo + k) (9.1)

m0 étant le nombre de zéros réels du polynôme Q(s) donné par (7.4) (dans

[7], la valeur de d indiquée est inexacte).
Pour tout veC, posons

n, card Nv, n&apos;v card Nfv, (9.2)
avec (2.18) et (2.19).

Il est clair que les éléments de la partie Zv de K&apos;v définie par (8.16) sont

linéairement indépendants, et que leur nombre cv est fini :

c, card Zv d + nv — n^ + riv — n^ (9.3)

D&apos;après la proposition 8.2, PK^ est orthogonal à Zv, donc est un sous-

espace fermé de codimension cv dans Kv ([1], § 4, n° 6). Par suite ([2], chap. I,
§ 2, prop. 3), Kv est somme directe topologique de PK^ et d&apos;un sous-espace
de dimension cv. Compte tenu de la proposition 8.3, il en résulte que la trans-
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posée P&apos; : Krv -&gt; K^ est surjective. D&apos;autre part, les éléments / de Kv tels que
P&apos;f O sont ceux qui s&apos;annulent sur PK^\ ce sont donc les éléments du sous-

espace vectoriel [Zv] engendré par 2V([1], loc. cit.). On a ainsi montré:

Proposition 9.1. L&apos;application transposée P&apos; : Kfv -+ K^ est surjective. Son

noyau est le sous-espace vectoriel [Zv] de K&apos;v9 de dimension cv (formule (9.3)),
dont Zv (formule (8.16)) est une base.

Cherchons à déterminer le noyau et l&apos;image de l&apos;application PfQ: Hv -&gt; H
induite par Pf. Rappelons d&apos;abord que, pour tout veC, Hv est le sous-espace
vectoriel fermé de Kfv, de codimension nv + n&apos;v, orthogonal à la partie libre
Xv de Kv (prop. 5.1). Nous désignerons par [Xy] le sous-espace vectoriel
engendré par Xy. Si jeNy+29 on a a3eXy+2 et (prop. 7.1)

oo3 a}+1eXv; (9.4)

si jeN&apos;,+1, on a r3eXv+2 et (prop. 7.1)

ar3 r3+1€Xy; (9.5)

si jeNv+a9 on a a3eXv+a et (prop. 7.2)

rio, a,cX,; (9.6)

si jeN&apos;v+a, on a r3eXv+a et (prop. 7.2)

rjx3 r3eXv. (9.7)
D&apos;après (7.16), les relations (9.4) à (9.7) montrent que

P^c[ZJ. (9.8)

Le noyau de P1 : Kfv -&gt; K^ étant [ZJ, celui de P&apos;o est P^-i(O)
[Zv] n Hv. Mais Pq&apos;1 (0) est aussi le noyau de l&apos;application linéaire a de

[Zjdans Cnv+n&apos;v, qaikh€[Zv] fait correspondre le vecteur ah (&lt;h,

(ProP- 5.1). Soit qv le rang de a, c&apos;est-à-dire le rang de la matrice

On a dim [Zv] cv qv + dv, en posant dv dim P^~l (0) ; donc dv

^ °v —Qv, et:

Proposition 9.2. Le noyau de P&apos;o: Hv -&gt; H^ est le sous-espace vectoriel
Hv n [Zv] de Hv, de dimension dv cv —gv, avec (9.3), qv étant le rang de
la matrice (9.9).

Soit W [Xv] n PKp. D&apos;après (9.8), on a P[X^ c [XJ, donc
PiXiA c W. Soit Vv un supplémentaire de P[X^ dans TF: W P[X^® Vv.
Soient enfin Yo un supplémentaire de ïf dans [Xv] et 7X un supplémentaire



234 PlERBE JeANQUABTIER

de PK^ 0 Yo dans Kv: [XJ P[XJ ®VV® 70, Kv PK^ 07,07,
(cf. [2], chap. I, § 2, th. 2 et prop. 3).

Soit geHp. Il existe /ei^ tel que g=Pff (prop. 9.1). Si yePK^,
on a &lt;/, ip} &lt;/, PP-~x\py &lt;gr, P&quot;1^); sur 70 © 7^ / est arbitraire.
Pour que feH,, il faut et il suffit que / s&apos;annule sur [Xv] (prop. 5.1). On peut
toujours supposer que / est nulle sur 70. Sur Pfjy, / est nulle, car &lt;/, y)

&lt;g, P-1^} 0, puisque P-^efXjJ si y€P[ZM]. Par conséquent, pour
que feHv, il faut et il suffit que &lt;/, ip} &lt;gr, P&quot;1^) 0, pour tout xpeVv.

Ainsi, Pf0Hy est le sous-espace vectoriel de H^, de codimension finie égale
à la dimension de Vv (cf. [1], § 4, th. 1), orthogonal à P&quot;1 Vv.

PKp étant orthogonal à [Zv] (prop. 8.2), W est le noyau de l&apos;application

linéaire p de [Xv] dans CCv, avec (9.3), qui à (f€[Xv] fait correspondre le
vecteur j8ç? «A, ç?))^,. On a donc dim W dim [Xv] —qv, qv étant
le rang de p, c&apos;est-à-dire le rang de la matrice (9.9). D&apos;autre part, dim W

dim VP + dim [X^]. Comme dim [Xv] nv + n!v, on obtient dim Vv

np -\~ n&apos;v — rip — n^ — qv On a donc :

Proposition 9.3. L&apos;image Pr0Hv de l&apos;application PrQ : Hv -&gt; H^ est un
sous-espace vectoriel fermé de H^, de codimension finie ev :

ev codim PfQHv nv + riv —n^ — n^ — qv (9.10)

avec (9.2), £„ étant le rang de la matrice (9.9).

D&apos;après les formules (9.4) à (9.7) et (7.16), on a, si j

et si jeN», y t&gt;&quot; ^cZ Pry
x=o

avec a0 ^ 0. Par suite, si N^ ^ 0 une partie libre de jK&quot;v équivalente à

{ex,; jcN.} est
{p^

De même, si iV&quot;^ ^ 0 une partie libre de Kv, équivalente à {r^; jeNrv} est

Par conséquent, en vertu des formules (5.8), (5.13) et (8.14), le rang g,
de la matrice (9.9) est égal à celui de la matrice

Z: ZV-Z&apos;,\ (9.12)

X&apos;r {ot;jcN,, j-htNA U {r,; jeN&apos;,, j -hîN&apos;^} (9.13)
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Comme M&apos; est de rang qv, il existe card X&apos;v — qv ev éléments linéairement
indépendants rjt, 1 &lt; i ^ ev, du sous-espace vectoriel [X&apos;p] engendré par X&apos;v,

tels que &lt;A, rjt} 0, pour tout heZv. Les éléments ^ engendrent un
supplémentaire Vv de P[X^ dans Pif^ n [Xy], donc:

Proposition 9.4. L&apos;image de PfQ: Hv -&gt;H^ est le sous-espace vectoriel de

Hp formé des éléments heH^ tels que

&lt;A, F-1^) 0, t l,2,...,e,, (9.14)

r}x, ^2, rje étant ev éléments linéairement indépendants de [Xfv] (formule

(9.13)), contenus dans PK^ (donc tels que (h, rjty — 0 pour tout heZv).

Des propositions 6.1, 6.2, 7.3, 9.1, 9.2 et 9.3 on déduit les théorèmes
suivants :

Théorème9.1. Pour tout v&apos;eG9fxr =vf — 2h—ak — 2bm, v —(v&apos; + n + a),
(à — — (ju,r -{- n-\- a), Vopérateur D défini par (7.6) induit une application linéaire
D: Kv, -&gt;K^ surjective, dont le noyau est de dimension finie cy, avec (9.3),
(9.1) et (9.2).

Théorème 9.2. Avec les notations du théorème 9.1, pour tout v&apos;eC, l&apos;application

linéaire D : Hv, -&gt; H^ a une image de codimension finie ev et un noyau
de dimension finie dv. On a 7 _r (Q 15)

où d, donné par (9.1), ne dépend que de D; ev est donné par (9.10), avec

(9.2), qv étant le rang de la matrice (9.11).

Remarque. La valeur minimale de la dimension dv du noyau de D : Hv, -&gt;¦ H^
est donc d et est atteinte lorsque ev 0, c&apos;est-à-dire lorsque l&apos;application

D : Hv, -&gt; Hp, est surjective. Cela a lieu en particulier si Nv et Nfv sont
vides, auquel cas Hv, Kv, et H^ K^

La mesure de DntAC ô appartient à H^ c K^ pour fx&apos; — (n + a).
En outre, Fô Ï€H0. On a NQ N&apos;o 0 donc Ho Kf0. D&apos;après (3.1)
et (3.2), si q&gt;eK09 &lt;p+(s) et &lt;p~(s) sont intégrables sur B, et l&apos;égalité

définit un élément noté 1 de K&apos;o. En vertu de (2.6), on a (Mf0 1, 0)
&lt;1, Jfo&lt;P&gt; &lt;1, &lt;P&gt; pour tout 0€D(iîn+1), c&apos;est-à-dire Jf^ 1 1. Le

théorème 9.1 et les propositions 6.1,7.3et9.2à9.4 entraînent donc le résultat
suivant:

Théorème 9.3. Soit D l&apos;opérateur défini par (7.6), et posons v&apos; — (n + a) +
+ 2h + alc + 2bm,jLLf — (n + a), v — (2h + ah + 26m),/* 0.
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Uensemble des solutions élémentaires de D, contenues dans Kv,, a au moins
un élément, et forme une variété linéaire affine de dimension cv, avec (9.3).

Pour que D admette une solution élémentaire dans H, donc dans Hv,, il
faut et il suffit que

pour i 1, 2, ey, avec (9.10), les rji étant les éléments de Kv considérés
dans la proposition 9.4, et P+, P_ les polynômes (8.1). Si la condition (9.16)
est vérifiée, l&apos;ensemble des solutions élémentaires de D contenues dans Hv&gt; forme
une variété linéaire affine de dimension dv, avec (9.15).

10. Exemple

Comme exemple, considérons l&apos;opérateur

/ 1 d \mc

D={-U)mb-z[-rT^ (10.1)

obtenu lorsque h h 0, a0 — z ^ 0, am 1, Q(s) sm — z, m ^ 1

(formules (7.6) et (7.4)).
Examinons dans quels cas D admet une solution élémentaire dans H,

c&apos;est-à-dire dans Hv,, avec v&apos; — (n -\- a) + 2bm. Posons fif — (n -f a),
v — 26m, fi 0.

D&apos;après (2.18) et (2.19), on a No N&apos;o 0 et, avec UN,

Nv= {Xb — 1; X &gt; 1, l &lt;m — 1}; (10.2)

&lt;m —1}; (10.3)
si

si

n

n

est

est

N

pair,

impair,

v

0,
{kl

I

si c

b

r

est

+ 3

2

16 — 1 ; X

impair,

n
^~2b

¦\-b
h 9

¦ X • 4. ¦ (10-4)
; m) si c est pair.

D&apos;après (2.16) et (2.17), on a

kv(Xb — 1) (m — X)c — 1 ; (10.5)

krv(Xb — 1) (m —X)c — 1, si n est pair, (10.6)

K\Xb ~—) (m—A+~)c — 1, si n est impair. (10.7)
\ l 1 \ ZI

En vertu de (8.2) et (8.6), on a Z°v Z2V 0
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Le nombre de zéros réels de Q (s) est

2, si m est pair, z &gt; 0,
m0 l,si m est impair, zeR,

0, dans les autres cas.

D&apos;après (8.4), on a Z\ 0 si m0 0. Si m0 1, soit zx le zéro réel de

(ô£ (s — rx), &lt;5&lt;^ (^ + ^i)} &gt;
si 6 et c sont impairs,

ào (s — ri)&gt; &lt;V (5 — ri)}&gt; si ^ impair et c pair,
(^^(s —rx), ô*^* (s + rx)}, si 6 pair et c impair,

avec rxeR9 r\ zx si b est impair, et rx &gt; 0, r\ | % | si 6 est pair. Si

m0 2, soit zx &gt; 0 le zéro positif de Q et soit rx&gt; 0 tel que r\ zx ; on a

2J; {ô£ (s — rx), ô£ (s + ^i) &gt; V (5 — ri) » V (5 + ri)} •

Comme N^ 0 la formule (8.10) donne

Nous avons à déterminer le rang gv de la matrice
M&apos; «h,(p»h€Z&gt;Vi&lt;p€Xv,

avec Zy Zj U 2J, Xv étant donné par (5.4). Le nombre ev nv + nv — gv
en résulte (formules (9.2) et (9.10)). Nous devons ensuite former des
combinaisons linéaires rjl9 rje des éléments de Xv, de manière que les rjt
soient linéairement indépendants et que (h, rj%y 0, pour tout heZl
(th. 9.3 et prop. 9.4). Les rjt se déduisent des relations linéaires entre les
vecteurs colonnes de la matrice M&apos;. Nous poserons

Y {r\x, 972, ^e }

Dans le 1er cas, d&apos;après (5.7) et (5.12), on a gv ~ g + nfvJ avec (9.2), g
étant le rang de la matrice

Dans les 2e et 3e cas, (5.7) et (5.12) montrent que gv est le rang de

M&quot; «h, a,&gt; &lt;h, t,)U *v. *w..
Pour tout teR, posons t+ t si t &gt; 0 et t+ 0 si t &lt; 0. Si w,
card i\rv &gt; 0, soit sv max iVv et si nv card iV^ &gt; 0, soit s&apos;v max iV^.

Posons
0 si n, &lt; 1

Nv — {«,} si nv &gt; 1

0 si 7^ &lt; 1
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0 si nv ^ 2

#„ — {«„, sv — 6} si nv &gt; 2

0 si ni &lt; 2

Avec ces notations, l&apos;étude de la matrice M&quot; conduit aux résultats suivants:

Dans le 1er cas,

On peut prendre
q, min (nvi m0) + nfyi ev (nv — mo)+

Y

Dans les 2e et 3e cas,

ojijeN,} si mo= 0,
ri+&amp; — z^ ; 7 € NI} si m0 1

\ JcNl} si m0 2

si m0 0,
ou si m0 ^ 1 et c impair,

c

Si c est pair, m0 1, z &gt; 0,

dans le 2e cas, si c est pair, — impair, n^ 1 et z &gt; 0,

£„ min (nv, mQ) + i*iin (^i&gt; ^o) &gt;

ev (nv — mo)+ + (nv — mo)+

{or,-; /eiV,} U {t,; yciVi} si m0 0

{o*i+6 —2^^; /eiV&apos;i} U {rj+b —^t,.; /eiVi1} si ra0 1

- AT2 \ 1 I /-r ?* r &apos; i* *r AT/2 \ qi /»w — 9:i.V y / U \ C&lt;_|_2 b ^l • i* i J cJLV p j &quot;* &quot;&apos;&apos;O
—&apos; *

dans le 2e cas si ™ est pair,

ou dans le 3e cas,

g (fi 4- 72, — 1)

F peut être pris égal à

ra « q. oçjy1} y {T z r ; jeN&apos;1}

augmenté de y(^i)^&quot;&quot;*&quot;^Sï&gt; — fa;, si nv et ni sont tous deux &gt; 0.

Si c est pair, m0 1, z &lt; 0, dans les 2e et 3e cas,

qv min (nvf 1), e, (n, — 1)+ + ni,
Y {&lt;yj+b—z1aj;jeN1v} U {r^; jeN&apos;v)
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Si m0 2, et si c est pair,
dans le 2e cas si ~ est pair,

*
ou dans le 3e cas,

2, si n, &gt;2,

?&amp;„ + min (&lt;, 1), si n, &lt; 2,

(n, + nj —2, si n, &gt;2,
&apos; \ (&lt; - 1)+ si n, &lt; 2

On peut prendre Y égal à

fo+aft — *?**; ?€JVÎ} U {*,+* — ZiV&gt; jeN?}
augmenté de (rjcrf,_ft+ ajyfa)^-&apos;&apos; —2r,;, si n, &gt; 2 et &lt; &gt; 1

Dans le 2e cas, si ra0 2, c pair, — impair,

#„ min (nv, 2) + min {n&apos;v, 1),

U {rj+b— &apos;&lt;

Lorsque ev 0, l&apos;application D : Hv, -&gt; H^ est surjective (th. 9.2),
donc D admet une solution élémentaire dans Hv,. Si ev ^ 1, pour que D
admette une solution élémentaire dans Hv,, il faut et il suffit que les conditions
(9.16) soient vérifiées, donc que &lt;1, P&quot;1^) 0, pour tout r\ç.Y&apos;. Compte
tenu des formules (10.2) à (10.7), on en déduit:

Proposition 10.1. Pour que l&apos;opérateur D défini par (10.1) admette une solution
élémentaire dans Hv&gt;, il faut et il suffit qu&apos;une des conditions suivantes soit
satisfaite :

dans le 1er cas:
1) b et c impairs, m ^ m0 + 1,
2) b impair et c pair,
3) b pair et c impair;

dans le 2e cas :

1) b et c impairs, m ^ m0 + 1,

2) b impair, c et — pairs,
z

3) 6 impair, c pair, — impair, I y)1/ / &quot;- impair, «&lt;u+ J «* ^ ^ lf 8&lt; 0,
c

6 patV e^ c impair;

c. 7&amp;,3
impair, c pair, — impair, m &lt; -^=- + ~ e£ &lt;

21 Zo Z \ ou m^ —
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dans le 3e cas:
1) b et c impairs, m ^ m0 + 1&gt;

2) 6 impair et c pair,
3) b pair et c impair, m &lt; -^- -f- 1 + w0.

Notons que la condition m ^ mQ •+- 1 n&apos;est réalisée que pour m 1 et
pour m 2, z &gt; 0.

11. Application Mv (cas euclidien)

Dans le cas euclidien, à partir de l&apos;application (x, t) -&gt; 11 x \~a de l&apos;ouvert

J x | ^ 0 de iîn+1 sur R, on pourrait obtenir une représentation
paramétrique de Hv à l&apos;aide du dual d&apos;un espace de fonctions C00 d&apos;une variable
réelle. Mais nous suivrons la même voie que dans le cas où u est non définie.

Avec les notations du § 1, on a u | x |2. L&apos;application ju : (x, t) -&gt; w
u | t |~2/a, de Q sur la demi-droite ouverte R+ ]0, + oo[, est régulière.

Comme au § 1, on en déduit, en identifiant le produit D&apos; (i?+) X D&apos; (R+)
D&apos;{R+f au dual du produit D(R+) X D(iî+) D(i?+)2 :

Proposition 11.1. A tout élément feHv(Q), on peut associer un couple
h (A+, &amp;__)€D/(jR+)2, déterminé de façon unique, tel que &lt;/, ç&gt;&gt; &lt;Jk, Mvy)
pour tout &lt;p€D(Q), Mv étant une application linéaire continue de D(Q) sur le

produit D(jB+)2 :Mv&lt;p {Mî&lt;p, M~&lt;p).

Pour &lt;peD(Q), on a n__2

M±cp(s) s~Nt(p(s), (11.1)
avec 1 « 2 v+«

#±()J0(«tfr, ±t)t—dt, (11.2)

en désignant par 9?o(v&gt; 0 ^a moyenne

J tp(Vvo9t)do9 (11.3)

où dcr est l&apos;élément d&apos;aire de la sphère /S&quot;&quot;1 {xeRn; | a; | 1}
Si ç?€S(iîn+1), l&apos;intégrale (11.3) conserve un sens et définit une fonction

&lt;po(v, t) de classe C00 pour v ^ 0 et Jeiî, à décroissance rapide lorsque

v + | 11 -&gt; oo. On vérifie que

DlcpQ(O,t) cjAi&lt;p(O,t),J€N, (11.4)

avec n_

2^2 v

en posant A dans le cas euclidien.
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Supposons que q)eS(Bn+1). L&apos;intégrale (11.2) a donc un sens pour Rv &gt; —
— (a -{- n) et définit une fonction C00 de s &gt; 0. La dérivée

D&gt;Nîtp(O) =T§ DfaiO, ±t)f-T-dt
est prolongeable en une fonction méromorphe de veC. Nous la définirons pour
tout veC par prolongement naturel. On a donc, d&apos;après (11.4),

D&apos;N± v(0) =-± (A*d(x)®f—?-,?&gt;, j€N.

Pour Rv &gt; — (a + n) et pour tout meN, on peut écrire

8

v+n-\-2m

est fonction holomorphe de v dans le demi-plan Rv &gt; — (a -\- n -\- 2m). Il
s&apos;ensuit que Nfq?(s) est fonction méromorphe de veC et que ses pôles sont

ceux de D^Nfq)^)-^, jeN, à savoir:

v — (n -{- 2j -\- ak -\- a), JceN, pôle simple de résidu

i^J^£ç&gt;&gt;|-, (11.6)

avec (11.5). Définissons Nf&lt;p(s) par prolongement naturel pour tout veC.
Alors, pour tout veC, Nftp(s) est de classe C00 pour s &gt; 0. De même, pour
tout veC, définissons Mfy(s) par prolongement naturel; la relation (11.1)
est donc valable pour tout veC.

Lorsque s &gt; 0, on a, pour Rv &gt; — (a + ri),

Nf(p(s) s 2—

où

est prolongeable en une fonction méromorphe de veC. Définissons Tv&lt;p($)

Pour tout vçC par prolongement naturel; avec cette définition, Tv&lt;p(s)

est une fonction C00 de seR. Par prolongement naturel, compte tenu des
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valeurs (11.6), on obtient
v+n+a

la somme étant étendue à tous les entiers k, j &gt; 0, tels que v + n + 2j -{-

+ a(k+ l) 0.

Posons, pour s &gt; 0,

; + (n.7)8 y S1 n est impair.
&apos;

Désignons toujours par n la partie entière de —-—. Pour tout ; çN, posons

et soit Nrv la partie de N définie par
N&apos;9= {jeN;j^n,kUj)€N}. (11.9)

D&apos;après (11.1), on a alors, pour tout veC et pour s &gt; 0,

Mf(p(s) s ~~^~T9(p(±s *) + y{8)\ogs Z (±l)KH)c^, (11.10)

avec
n

U-nk\(j— n)ir(j + j — n)
&apos;&apos; (11.11)

Désignons par !£„ l&apos;espace vectoriel sur G formé des couples (p (9?+, y&quot;)

de fonctions d&apos;une variable réelle 5, définies pour 8 &gt; 0, ayant les propriétés
suivantes :

1 ° &lt;p+ (s) et &lt;p- (s) sont C00 pour s &gt; 0

2 ° II existe des fonctions /*+ç&gt; et fjrcp de classe C00 pour s ^ 0, telles que

?&gt;*(*) y («)«V&lt;?&gt;(*)&gt; (»-12)
avec (11.7).

3° II existe une fonction %q&gt; de classe C00 sur iî, et des constantes &lt;y;-, ç&gt;)&gt;

/ciV^ telles que P+a+i ±

+ y(«)log« Z (± 1)*;«&gt; &lt;yî,

avec (11.7), (11.9) et (11.8).
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Munissons Kp des semi-normes

On vérifie que Kv est alors un espace de Fréchet. On a D(R+)2 c Kv9
Finjection étant continue. Si &lt;p€S(Rn+1), on a Mv&lt;p (Mf(p, M~&lt;p)eKv
et on démontre facilement le résultat suivant :

Proposition 11,2. L&apos;application Mv : S(jBw+1) -&gt;K9 est linéaire continue et

prolonge Vapplication Mv : D(Q) -&gt; D(R+)2 de la proposition 11.1.

Nous noterons également Mv la restriction à D(Rn+1) de l&apos;application

Mv: S(Rn+1) -&gt;KV.

Lommell.l. Pour tout veC, il existe une application linéaire continue
Lv: Kv -&gt; D(Rn+1), telle que l&apos;application composée MVLV soit égale à Videntité.
De, plus, Vimage par Lv de D(R+)2 est contenue dans D(Q).

Soit en effet, pour tout jeNfv9 une fonction êieD(Rn) telle que

et soit ç(t)€D(R) une fonction dont aucune dérivée n&apos;est nulle à l&apos;origine.

D&apos;après (11.10) et (11.11), il existe des constantes X§, j€N&apos;v9 telles que, pour
tout (peKv9 la fonction

0z(x, t) Z A,&lt;y;, &lt;Py&amp;ï{x)Q{t)eD{&amp;+1)

vérifie &lt;y&apos;j9 Mp&amp;z} &lt;yfj9 cp}9 J€Nfv. Il est clair que l&apos;application &lt;p -&gt; 03 de
#„ dans D(iîn+1) est continue.

Soient oc^s) et 02(5) des fonctions C00 telles que «! + «g 1, a!(5) nulle
pour s&gt;2 et 0^(5) nulle pour s&lt;l. Pour tout &lt;peKv9 les éléments
9^1 oc^cp —MV03) et ç?2 ct2(&lt;p —MV0Z) appartiennent à Kv. Soit
«(t)tD(R+) teUeque «, ^^f «(*)&lt; a *= 1,
et posons, avec (11.12), °

0x(Xf t) ^-^-[oL(t)^Vl{u\t\&quot;T) + *(—t)/TVl(u\t\-T)]&gt;

sn~i étant l&apos;aire de la sphère 8&quot;-\ On a 0x€D(Rn+1) et, d&apos;après (11.1),
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q&gt;x. D&apos;autre part, on a &lt;yj, &lt;p2&gt; 0, pour tout jeNrv, de sorte que, d&apos;après

(11.13), H-q +2 2

œSoit &amp;(v)eD(R+) telle que

o

et posons 2
02(x9 t)

On a 02eD(Rn+1) et Mv02 ç&gt;2. De plus, les applications &lt;p-&gt;0x et
&lt;p -&gt; 02 de Kv dans D(2?n+1) sont continues. L&apos;application LV:KV -&gt;

D(J?W+1) définie par £vç&gt; 0X + 02 + &lt;?3 a les propriétés voulues; en effet,
Lv&lt;peD(Q) si &lt;peD(R+)2, c. q. f. d.

Une conséquence immédiate de ce lemme est :

Proposition 11.3. Uapplication Mv : D{Rn+1) -&gt; Kv est surjective.

12. Représentation paramétrique de Hv&gt; espaces K, et Kfv (cas euclidien)

Soit K&apos;v le dual de Kv et soit Mrv : Krv -&gt; D&apos; (JSn+1) l&apos;application transposée
de Mv : D (R*1*1) -&gt; Kv. Les propositions 11.2 et 11.3 entraînent :

Proposition 12.1. L&apos;application linéaire continue Mfvi K&apos;v -&gt; D&apos;(Rn+1) est

injective. Son image Krv MrvK&apos;v est contenue dans S&apos; (Rn+1).

Remarque. Dans le cas euclidien, le lemme 11.1, plus fort que le lemme 3.1,
et la proposition 11.2 permettent de montrer sans peine que l&apos;application

Ml : Krv -&gt; Krv est un homéomorphisme, les topologies induites par D! (Rn+l)

et Sf(Rn+1) sur Kfv étant identiques.

Comme au § 5, on montre que Mfvh est une distribution invariante sur

J?n+1, pour tout heKrv. En outre, si ç?cD(jBn+1), en posant &lt;p\(%&gt;t)

A-(w+a)çj(A-1a;, k~at) pour tout X &gt; 0, on a

Mfcpxis) Xv[Mfcp{s) + y (s) log s S (± Ifv^c]^],

pour tout veC, avec c&quot; —2cfj et (11.11), (11.7), (11.8), (11.9). On en

déduit que, pour tout jeNfv9

tj (y(s)sj, (—1)

est un élément de K9, et que:
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Proposition 12.2. Soit h,€Krv. Pour que MfvheHv, il faut et il suffit que
h eHv, Hv étant le sous-espace vectoriel fermé de K&apos;v défini par les relations

(hf qjy o, pour tout &lt;peX9,

^ X.= {T,\jeN&apos;.}, (12.2)

avec (12.1), est une partie libre de Kv.

Posons z ,r, /,« «v
nv eardiV;. (12.3)

Hv est donc de codimension nfp dans Krv. Remarquons que n&apos;p 0, donc

H, K&apos;v, sauf pour une suite discrète de valeurs négatives de v.
Donnons quelques exemples d&apos;éléments de Kfv. D&apos;après (11.12), si (peKv9

q)+ et q&gt;- admettent des développements asymptotiques

lorsque s -&gt; 0. Les coefficients de ces développements définissent des éléments
/?t et (}J de K\ (n ^jeN). De même, les coefficients de (11.13) définissent
des éléments yfj{J€N9) de Krv. Pour tout keN, on peut considérer l&apos;élément

sk de K&apos;v défini par (eki ç?&gt; Dk%&lt;p(0), %&lt;p étant la fonction qui figure dans

(11.13). Pour jeN9, on a

&lt;ftî, t#&gt; (± l)K(i&gt;ôkjin^k€Nt (12.4)

&lt;yfk,rj} 09k€N/vy (12.5)
et, puisque xrA8) ~ sk&apos;vii)

&gt;

&lt;fii, x,y fc!«&lt;fc, i€N, k - É^O&quot;)
• (12-6)

D&apos;après (12.5), on a yrkeHvi (keNrv). D&apos;après (12.4) et (12.6), on a
&apos; &apos;

(12.7)

Cherchons à caractériser les éléments de Hv nuls dans Q. Pour cela,

considérons la fonction uv, localement intégrable dans Rn pour JSv&gt; ——. En

tant que fonction de v à valeurs dans D&apos; (Rn), uv est prolongeable en une fonction

méromorphe sur (7, avec pôles simples v ———k,keN (cf. [4]).

Nous définirons uv pour tout veC par prolongement naturel (voir § 2). On a
alors, pour A&gt;0,

17 CMH vol. 39
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X2vuv(x), si v ^—~ — k pour tout keN,
4L

j
avec (11.5). Comme au § 4, on en déduit le résultat suivant :

Proposition 12.3. Les éléments

),J€N&apos;V9 k krv(j)

/. n-2n\
¦ U

avec (11.5), )€Nfv, k kfv(j),

u

constituent une base de Vespace vectoriel formé des distributions de Hv nulles dans Q.

A des facteurs constants non nuls près, Mfvfif (j ^ n) est égal à

- v+2j+n—2n
Ai~n ô (x) &lt;g&gt; t~ 5

MWiï*K) à
a1jzô{x) 0 ôik)(th k ^(.} 5

et M&apos;vek(keN) à »+q(*+i)
^ 2 ®a(*)(«).

On a donc (prop. 12.2 et 12.3):

Proposition 12.4. L&apos;espace vectoriel formé des éléments de Hv nuls dans Q

est contenu dans MfvHv.

Une démonstration analogue à celle du théorème 5.1, et utilisant les

propositions 11.1, 12.1, 12.2, 12.4 et le lemme 11.1, conduit au résultat suivant :

Théorème 12.1. L&apos;application M&apos;v induit un isomorphisme de Hv sur Hv.

CoroUaire. Les distributions de Hv sont tempérées.

En effet, les éléments de MfvK!v sont tempérés (prop. 12.1).

Soit K[ MrvKrv. Comme les distributions de Krv sont tempérées, on peut
considérer l&apos;image de Fotjrier Kv, F Kfv, avec v&apos; — (v + n + a) • ^e
même qu&apos;au § 6, on a Hv, F Hv ; par suite, en vertu de (12.7), on a (cf. § 6)

K&apos;v= Hv® [A^ô(x) ® tl&lt;k+V;J€Nfvi k #(;)] (12.8)
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Kv Hv® [*&gt;-• ® **log \t\ ; jeN&apos;,., k k&apos;v,(j)] (12.9)

Hv, K[ et Ky étant des sous-espaces fermés de Df(Rn+1) ou de S&apos;(Rn+1)

(cf. [2], chap. I, § 2, corollaire 4 du th. 2 et prop. 3). De plus:

Proposition 12.5. Pour tout v e(7, v&apos; — — (v ~\- n -\- a), les transformations de

Fourier F et F induisent des isomorphismes de Hv sur Hv,, de Kfv sur Kv, et de

Kv sur K&apos;v..

13. Opérateurs différentiels homogènes
et invariants (cas euclidien)

Comme au § 7, en posant a 2— (6 et c entiers &gt; 0 premiers entre eux),
c

on montre que l&apos;opérateur différentiel linéaire à coefficients constants, le plus
général, conservant H U Hv est de la forme

v€C

avec h9 k, meN, a^C, a0 et am ^ 0. Soit

P(u91) uhtkZa}uibtim-»c (13.2)

le polynôme associé à D, et posons

QW Ia/\ (13.3)

Les propositions et théorèmes du § 7 restent valables; en particulier:

Proposition 13.1. Pour tout v eC, les applications

a:(p= (&lt;p+, (p-) -&gt;a&lt;p (s&lt;p+, sep&quot;)

de Kv+2 dans KVJ+ r):(p (&lt;p+,&lt;p-)-+ri&lt;p (^+, — &lt;r)

de Kv+a dans Kv9 et m
P Ghr)kIaiaib^m~^c (13.4)

de JT^ da^5 iT,,, avec ?=0

^ v + 2h + a* + 26m, (13.5)
sont linéaires continues.

La multiplication par le polynôme (13.2) induit une application linéaire
continue p.K^K^ telle que M!-XPM\ soit égal à la transposée P1 :K[-&gt; K^
de P. L&apos;application P&apos; induit une application linéaire continue Pf0 de Hv dans H^.

Théorème 13.1. Pour tout v&apos;eC, Vopérateur D donné par (13.1) applique
Hv, dans H^ et Kv, dans /C avec fif v&apos; — 2h — ak — 26m.
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L&apos;image de 9? (ç&gt;+,9p-)€Jfiy parl&apos;application (13.4) est Pç&gt; {P+&lt;p+, P~&lt;P~)&gt;

où P+ et P_ sont des polynômes non identiquement nuls :

P±(s) (± l)k+mc^Q((± l)csb) (13.6)
avec (13.3). Posons: ^ sg± B~~ &apos; n &lt;i &lt;n 4-h\ (13 7)

Pour tout keN et pour ro&gt;O, considérons les éléments ô£ (s— r0) et
ôj (s — r0) de Kfv définis par (ôf (s — r0), &lt;p&gt; Dk(p± (r0). Soient zj,
1 ^ j ^ m19 l©s zéros réels distincts de Q (s), zi étant d&apos;ordre n,, et supposons
que zjt 1 &lt;; ^ m&quot;, sont les zéros &gt; 0 de Q(s). Si c est impair, posons

Ijv — \Ph \* — i) » i ^ » i — I *i I / » \ 10. oj

où ; prend les valeurs 1, 2,. m! et k les valeurs 0, 1, ni — 1.
Si c est pair, posons

Z\ {ô+(s — r,), «j(« _r,); r, &gt; 0, r) 2J (13.9)

où j prend les valeurs 1,2,..., m&quot; et k les valeurs 0,1,..., ni — 1.
Posons enfin y2 fB - a &lt;r * ^ b\ ni îmZ/9 {e;. ; U ^ 7 &lt;c »} (lo. lu)

et, avec (13.5),

-7 / / /
(13&apos;n)

la partie N&apos;y de ^^ et les éléments L[, Lfm de i^^ étant définis par des

formules analogues à (8.12) et (8.13). De la même façon qu&apos;au § 8, on obtient:

Proposition 13.2. L&apos;application P: K^-* Kv définie par (13.4) est injective
et l&apos;application réciproque P&quot;&quot;1 : PK^ -&gt; K9 est continue. Uimage PK^ de P
est le sous-espace vectoriel fermé de Kv, de codimension finie, formé des \peKv
tels que &lt;A, y} 0, pour tout Ji€Zv7 où Zv est la partie

Z^Z%\}Z\\}Z\\}Z!? (13.12)

de JC avec (13.7) à (13.11).

A l&apos;opérateur (13.1) associons le nombre

d 2h + mo + k, (13.13)

où mQ ==¦ card Z\ est égal au nombre de zéros réels de Q (s) si c est impair, et à

deux fois le nombre de zéros &gt; 0 de Q (s) si c est pair.
Les éléments de Zv sont linéairement indépendants et leur nombre cv est fini :

C^d + ni—n&apos;,, (13.14)

avec (13.13), (12.3) et (13.5). On démontre les propositions suivantes comme

au §9:
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Proposition 13.3. L&apos;application transposée P&apos; : Kfv -&gt; K^, avec (13.5),
est surjective. Son noyau est le sons-espace vectoriel [Zv] de Kfv, de dimension cv

(formule (13.14)) dont Zv est une base (formule (13.12))

Proposition 13.4. Le noyau de l&apos;application P^ : Hv -&gt; 1/ est le sous-

espace vectoriel Hv (1 [Zy] de Hv, de dimension

dv cv-Qv, (13.15)

avec (13.14), qv étant le rang de la matrice

M ((h,&lt;p»h€Zvt&lt;p€Xv (13.16)

avec (13.12) et (12.2) ; qv est aussi le rang de la matrice

M&apos; «h
avec Zfv Zy — Zrvz, et

X;= {TtijeNlJ-htNiï, (13.18)

îj étant défini par (12.1).

Proposition 13.5. L9image P&apos;OHV de PfQ est un sous-espace vectoriel fermé,
de codimension finie ev, de H^:

ev &lt;-&lt;-Qv, (13.19)

avec (12.3), qv étant le rang de la matrice (13.17). Pr0Hv est le sous-espace
vectoriel de H&apos; formé des éléments heH^ tels que

t&gt; 0, i 1, 2, ev, (13.20)

Vi&gt; V2&gt; • • •&gt; Vev tiant des éléments linéairement indépendants de [X&apos;v] (espace
vectoriel engendré par X&apos;v9 avec (13.18)) contenus dans PK^ {donc tels que
(h, rj^ 0, pour tout heZv).

Des propositions précédentes et de la proposition 12.5 on déduit :

Théorème 13.2. Pour tout vfeC, p1 v&apos; — 2h — ak — 26m, v —
— (vr -f n + à), p — (ju,f -\- n -\- a) 9 Vopérateur D défini par (13.1) induit
une application linéaire D: Kv, ~&gt; K^ surjective, dont le noyau est de dimension
finie cv9 avec (13.14).

Théorème 13.3. Avec les notations du théorème 13.2, l&apos;application linéaire
^ : Hv, -&gt; Hp* a une image de codimension finie ev et un noyau de dimension
finie d¥. On a nd¥ d + ev, (13.21)

avec (13.19), où d, donné par (13.13), ne dépend que de D.



250 Ptebre Jeanqtjabteeb

Remarquons que ôeH^,, avec fi&apos; — (n + a), et que F ô 1 est l&apos;image

par Jf&apos;0 de l&apos;élément 1 €#&lt;&gt; K&apos;o défini par

pour (p ((p+, (p~)€H0 (on a N&apos;o—0 et ^(s) est intégrable). On peut donc
énoncer:

Théorème 13.4. Soit D l&apos;opérateur défini par (13.1), et posons v&apos; —(n + a) -f
+ 2A + ah + 26m, /*&apos; — (n + a), y — (2h + ak + 26m), fi 0.

Uensemble des solutions élémentaires de D contenues dans KP* n&apos;est pas vide
et forme une variété linéaire affine de dimension cv, avec (13.14).

Pour que D admette une solution élémentaire dans H, donc dans Hy,, il faut
et il suffit que a&gt; a&gt;

/^/BT&apos;i8-0&apos; (I3-22)
0 0

pour i 1, 2,. e,, avec (13.19), les rji étant les éléments de Kv considérés

dans la proposition 13.5. Si la condition (13.22) est satisfaite, Vensemble des

solutions élémentaires de D contenues dans H¥, forme une variété linéaire affine
de dimension d,, avec (13.21).

14. Exemple (cas euclidien)

Dans le cas euclidien, considérons l&apos;opérateur

,* dtj &apos;

de la forme (13.1) avec h k 0, m ^ 1, ao= —z ^ 0, am= 1, Q(s)
sm — z. Cherchons dans quels cas l&apos;opérateur D admet une solution

élémentaire contenue dans Hv*9 avec v&apos; — (n + «) + 26m. Posons (x&apos;

— (n + a), v — 26m, p 0.
D&apos;après (11.9), on a N&apos;o 0 et Nfv est encore donné par (10.3) et (10.4).

Les formules (10.6) et (10.7) restent également valables.
D&apos;après (13.7) et (13.10), on a Z°v Z\ 0
Si c est impair, le nombre m0 card Z\ est égal à

2, si m est pair et z&gt;0,

m0 1, si m est impair et
0, dans les autres cas.

Si c est pair, (2, si z&gt;0,
0 ~~

I 0, si z n&apos;est pas &gt; 0.
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gi m0 0, on a Z\ 0 Lorsque m0 1, soit zx le zéro réel de Ç ; on a

avec rx &gt; 0, rJ | ^ |. Si m0 2, soit % le zéro &gt; 0 de Ç, et soit

^ &gt; 0 tel que rj ^ ; on a

Le nombre gv est égal au rang de la matrice

M&apos; «A, t,»A€Zi)/€^;,

et, d&apos;après 13.20), ev nv — gv, avec n^ card N&apos;v. Notons F {^,..., tj69}

un ensemble d&apos;éléments linéairement indépendants satisfaisant aux conditions
énoncées dans la proposition 13.5. Avec les mêmes notations qu&apos;au § 10
(formules (10.8) et (10.9)), on obtient les résultats suivants:

Si m0 &lt; 1, ou si m0 2 et c impair,

qv min (n&apos;y9 m0), e, (n^ — m0) +

}, si m0 0,
si m0 1,
si m0 2.

Si mQ 2 et c pair,
qv min (n,, 1), e, (n, — 1)+

Compte tenu du théorème 13.4, on en déduit :

Proposition 14.1. Pour que l&apos;opérateur D défini par (14.1) admette une
solution élémentaire dans H, donc dans Hv,, il faut et il suffit qu&apos;une des conditions
suivantes soit vérifiée :

si n est impair :

1) c impair,

2) c et ~ pairs,

Q\ C 71 1 -f&quot; W&amp;O

«j c txw, — imvair. m &lt;c —s— ^— ;
2 26 2

«i n est pair:
i

1) c impair, m &lt; —r + — + m02o 2

2) c pair, m0 0.
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