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Complément a un Théoréme de M. Hadwiger

Par J. Karamara

§ 1. Soit
F(t) = X a,t”, convergente pour || <1 ,
y=1

et

n

s, =>a,, n=1,2,3,

v=1
Lorsque

na, =0(1), m —> oo , (1)

les termes de la suite s, restent a une distance finie des valeurs de la
fonction F(t) et, comme 1’a montré Hadwiger?!), on peut déterminer
la valeur la plus précise de la constante A , afin que

lim sup | F (¢,) — s,| < 4 lim sup | ne, | ,

n = oo n = oo

en choisissant convenablement ¢, de maniére que ¢, — 1 lorsque n—>co.
Or, ce fait n’a plus lieu si la suite n a, n’est bornée que d’un c6té,
c’est-a-dire lorsqu’on remplace (1) par

na, > 0(1) , n—o0 . (2)

1) H. Hadwiger, Uber ein Distanztheorem bei der A-Limitierung. Com-
mentarii Math. Helv. 16 (1943/44), p. 209—214 ;
Die Retardierungserscheinung bei Potenzreihen und Ermittlung zweier
Konstanten Tauberscher Art. Commentarii Math. Helv. 20 (1947), p. 319—332;
Uber eine Konstante Tauberscher Art. Revista Hispano-Americana (4) VII
(1947), p. 3—17.

Voir de méme :

R, P. Agnew, Abel Transforms of Tauberian series, Duke Math. J. 12 (1945),
p. 27—36.

Ph. Hartmann, Tauber’s theorem and absolute constants, Amer. J. of Math.
69 (1947), p. 599—606.

4. Wintener, A Tauberian theorem, Commentarii Math. Helv. 20 (1947), p. 216.
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Quoique de (2) et de

Ft)y=0(1) , t—1,
il résulte déja que
8n=0(l) , Mm—>o00 , ?)

I’exemple que nous allons donner montrera que dans ce cas, c’est-A-dire
lorsque la condition (2) seule est remplie, les termes de la suite s,
peuvent s’écarter indéfiniment des valeurs de F(f), quelle que soit la
maniére dont {— 1 .

En effet, soit

1
— lorsque n£2", y=0,1,62,

lg2+%lgn—7lz- pour 7 = 2% |
et
Fit)= X a,tv =

v=1

=lg2y e’ +Llge2 ¥ e’ —1g !

4
v=20 v=20 1 — ( )

I1 est évident que la suite (3) satisfait a la condition (2), c’est-a-dire
que 'on a

1
a, = — pour tout =n >1 .

D’autre part

14
8 = Y a,—oc0 pour k=2 — o0 ,
v =1
car, en posant

a=14%1g2—Iglg2
on a

—1 pour n=1,

a4 lglg 22 4 1g 22" — 2

8p = v v

1 pour 22 n<22 + ,

L (v=0,1,2,...)

Done, pour k= 22
k ,
s,=a-+l1glgk+lgk — ¥ —ll;=lglgk+a-—0+o(l),k——>oo,

p=1

C étant la constante d’Euler.

%) Voir, par ex., J. Karamata, Uber einen Satz von Vijayaraghavan, Math.
Zeit. 84 (1932), p. 737—1740.
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Par contre, la fonction F(f), définie par (4), reste bornée supérieure-
ment, comme nous le montrerons au § 2, car on a

lim sup F(f) = $1g2 —lglg2 . (5)
t=1

Il en résulte donc que, dans ce cas,
8, — F(t) — oo lorsque =n = 2" — o0 ,

quelle que soit la maniére dont t—1 .

Dans cet exemple, quoique F(t) soit bornée supérieurement, la suite
8, ne l’est pas, mais son ordre de grandeur dans la direction positive
est au plus celui de lglgn , c’est-a-dire

s, <lglgn +0(1), n—o00 .

Or ce fait a lieu méme dans le cas général et, lorsque (2) et (5) sont
satisfaits, 'inégalité précédente fournit I’ordre de croissance maximale
de la suite s, dans la direction positive.

Nous allons, en effet, démontrer au § 3 le théoréme suivant :

De -
Ft)= S a,r <0(), t—1, (6)
v=1
et
na,=—W , n=>1, (7)
1l résulte
S, = Ya, < Wiglgn+4+0(1), n—0co . (8)
v=1

Dans Uinégalité (8) on me peut remplacer W lglgn par aucun terme
qui tend vers Uinfini moins rapidement.

§ 2. Pour démontrer I'affirmation (5) posons

—-lgt=-516—- , k=k=2", »v=0,1,2,...,

et
1

—

F(t) = F(e =)= G(a) . (9)
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On aura alors, d’aprés (4) ,

1
G(x) = Gy () + Go(a) +1g(1—e =), (10)
avec o k,
Gi(r) =4%1g2 ¥ 2v e *
v=0
© ky
G(m)=lg2xe * ,
v=0
et la relation & démontrer (5) se réduit a
Gr)<$lg2—1lglg2+o0(l), z-—>o0. (11)

Considérons en premier lieu la fonction G,(x) . En remarquant que

kv+1=k2, 720,1,2,...,

1 4
on peut poser

x=k*" avee 0<Lr<l, n=20,1,2,
et 'on aura

Gkt = 1lg2 ¥ 2V exp(— K, k') =

y=0

v=n+1

=31g2 { >": 2v exp (— k, k') + E 2v exp (— k, k "l_')}
y=0

= 4} g 2 { > o Vexp(—k, k") + X 2" exp(— k,., k- }__

v=0 v=1

=2""lg2 { X 27exp(—k, )+ X 2¥exp (— ki”"")} =

yv=0 v=1

= 2"11g 2 {exp(—— kST + ;3‘, 277 4 2exp (— k:;-r)} +o(l),n— oo .
Ainsi, -
Gi(2) = Gy (ky+") =
= 2""'1g2{1 +exp(—k~") + 2exp(— k;")} —}lg2+o(1) ,
lorsque 7 -— oo quel que soit

or<l1t ,
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et cette relation, en tenant compte de
2" =k, =k,

peut étre mise sous la forme

1+ exp(—k—T)+ 2exp(— k!

51 L7 )lgx—%lgz—l—o(l),x—)oo.

G4 (2) =

Or, lorsque k — oo le facteur de lgx reste inférieur a 1 toutes les
fois que 0<e<r<l—¢ et ne peut — 1 que lorsque r— 0 de
maniére que k¥~ '—0, k—> co. Mais, dans ce cas, exp (—k'"")—0
plus vite que 1gx. On obtient ainsi pour G, (x) l’expression

1 +4exp(—£k) .
G (x) = 5 +7) lgz — $1g2 +o(l), z— o0,
que 'on peut encore mettre sous la forme
Gl(m)=lgx—-l§2—k— {142r—exp(—k"}—31g24+0(1), 2— 00 .
(12)
En dérivant 14+ 2r —exp(— k)

par rapport & r, on voit que cette expression prend sa plus petite
valeur lorsque
exp(— k™) =31gk -k,
c’est-a-dire pour
7 — ng'ic‘ +0(g-k) , k-—soo,
ou bien pour
,— Iglgk —1

Igk 82 1 0(g2k), k—oo,

et I'on en déduit que
14 2r — exp (— Ic—f)>—l-é-2%{lglgk——lg2}+0(lg"2k)  k—s00 .

Il en résulte donc, d’aprés (12), que

Gi(v)<lge—Iglgk+1g2 —11g2+ O(gxlg™ k) =

<lgz—Ilglgz+lg(l +7)+41g2+0(1), 2—>oo,
c’est-a-dire
Gi(ze)<lgx —lglge+41g2+o0(l), z—o0 . (13)
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Pour évaluer la fonction

w kv

Gz(x)=1g2}:6 x’

y=0

remarquons que par les mémes considérations on peut déduire que

@y (2) = Gy (K+7) = 1g 2 {n + exp (— k~7) + exp (— K'~")} + o(1) =

=lglga —Iglg2 —lg(1 4 7) 4 lg 2 {exp (— k") +exp (—k'"")} + o(1)
et que l'expression G,(x) — lglg x , tend vers sa plus grande valeur
lorsque r—>0 et k="—0 .

On en conclut ainsi que
Gy(ry<lglgz +1g2 —Iglg2+o0(l), x— oo . (14)

Enfin, en introduisant dans (10) les valeurs obtenues par (13) et (14)
et en remarquant que

1

Ig(l—e *)= —Ilgzx+4+o0(l), x— 00,

on obtient finalement

G(x) <lgx—lglgx+ $1g2 4+ 0(1) 4
+lglgx 4 1g2 —1glg2 +o(1) —lgx+0o(1) =
<3lg2—1glg2+o(l), z— 00,
ce qui démontre la relation (11) et, d’aprés (9), 'affirmation (5), car

du calcul précédent il résulte que dans cette derniére relation
$1g 2 — lglg 2 ne peut étre remplacé par une valeur plus petite.

§ 3. Pour démontrer encore le théoréme énoncé au début, posons,
d’aprés (6) et (7),

Ft)=a,t* <M e a,> , mn=1,2,..

s L
n
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Il en résulte

o

o0 n
M>Satr>3 (a,,+—)t”—- WX —v>
v=1 v=1 v=1
n
>ty (a,,—l—-W—)-—ng—-l——:
ye1 1—1

t"s, + Witr ¥ 1 1 1
> n = » g ] t ’
C,est'a'dire

s, < Mt~ W(t—»lg e }:i) .

En posant, dans cette inégalité,

1 |

V=

on obtient

/ 1 -n 1 -n
8”<M(l_nlgn) +W{(l_nlgn> (lgn—]—lglgn)——hn}:

s ol rfoevo(52)

Ign

+1gn [(1—-—1—)—"—1] —C+ o(l)} _

nlgn

<M+ W{glgn+1—C}+o(l)=
<Wliglgn+ M4+ W1 —-0)+o0(l), n—>00,

ce qui démontre le théoréme.

Quant au fait que dans cette derniére relation on ne peut remplacer
W lglgn par une fonction qui croit moins rapidement, cela résulte de
Pexemple traité aux §§ 1 et 2.

(Regu le 15 septembre 1949.)
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