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Ein Satz uber die Ring- und Strahlklassen-
zahlen în algebraischen Zahlkôrpern
Von Rudolf Fueter, Zurich

Nach Hurwitz1) ist die Klassenzahl eines algebraischen Zahlkorpers
gleich der Anzahl nicht aquivalenter Zahlbruche des Korpers, wobei die
Gruppe aller ganzzahligen unimodularer Substitutionen des Korpers zu-
grunde gelegt wird. Fur regulare Ringe und Strahlen ist meines VVissens
kein solcher Satz bekannt. Im folgenden gebe ich fur diesen Fall das
sehr einfach zu beweisende Résultat. Es scheint mir bemerkenswert, da
es auf die Untergruppen der genannten Gruppe ein neues Licht wirft.

I. Es sei s ein Strahl in einem gegebenen algebraischen Zahlkôrper k.
Derselbe sei aus allen (mod f) kongruenten Zahlen einer Untergruppe
bezùglich der Multiplikation von Restklasssen (mod f) gebildet2). f ist sein
Fuhrer. Die gebrochenen Zahlen, deren Zahler und Nenner zu f teiler-
fremd sein mussen, und die in den betreffenden Kongruenzklassen liegen,
werden ebenfalls zu s hinzugenommen. In dièse Définition fallen auch
die regularen Ringe mit dent Fuhrer f3).

Es sei S=( \\ irgend eine der Substitutionen in k, die folgenden Be-
\y 0/

dingungen genùgen:
a) a, p, y, 6 sind ganze Zahlen von k, die die Gleichung :

befriedigen.
b) a, S sind im Strahl s, und y ist eine Zahl von f.

Aile S bilden eme Gruppe in Bezug auf Multiplikation, die mit <8 (s, f)

bezeichnet werde. Denn nach dem Multiplikationsgesetz ist:

S' S" - S SM- ("ir)Pr)\ r - i 2 • 5 -6 i _ 6, 6 - ^(r)§(r)j. r - i, 2 6 -
*) A. Hurwitz: Die unimodularen Substitutionen in einem algebraischen

Zahlkôrper. Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, Math. phys. Klasse 1895, S. 332.
2) Siehe etwa die Ausfuhrungen von H. Hasse: Bericht uber neue Untersuch-

ungen und Problème aus der Théorie der algebraischen Zahlkôrper, Jahres-
ber. der D. M. V. Bd. 35 (1926), S. 5 u. ff., wo 5 als //(f) bezeichnet wird.

3) Siehe Rud. Fueter: Die Klassenkorper der komplexen Multiplikation
und ihr Einfluft auf die Entwicklung der Zahlentheone, Jahresber. D. M. V.
Bd. 20 (1911), S. 9—10.
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wo 5 wieder ganze Koeffizienten hat. Anderseits ist :

also wieder durch f teilbar, da es y', y" sind. AuBerdem ist :

a a' a" + 0' y" a' a" (mod f),
S r' p" + 8' 8" 8' 8" (mod f),

sind also beide wieder in s. Ferner istl lund die Inverse) Hwie-
\oi/ V—y a/

der in <B{s,f).
2. Jedes zu f teilerfremde Idéal i (a, x) kann als profiter gemein-

samer Teiler einer Zahl a von s und einer zu f teilerfremden Zahl x auf-

gefafit werden. Ist t' (a;, x') ein zweites Idéal, wo a', x' dieselben Be-

dingungen erfullen, und sollen i, i' in der gleichen Strahlklasse liegen,
so mu(3 es eine Zahl jjl von s geben, fur die:

ist. (x x' ist dann sicherlich eine ganze Zahl in k. Wir nehmen jetzt eine

Zahl ç von f mit der Eigenschaft, dafi sie zu a und a' teilerfremd ist.
Dann ist auch:

i (a, cpx), i' (a;, cpx'),

und es mufi eine Substitution 5=1 ^i mit ganzen Zahlen a, jî, y, 6 in

k geben4), fiir die :

[i ç x' =«<px-j-pa,
aS —pT=i, (i)

|ao' ycpx + Sa,

ist. Aus der ersten Gleichung folgt, da6 p durch cp teilbar ist, da a zu

cp teilerfremd ist und |x x' ganz ist : p p' cp. Somit erhàlt man, wenn
man y' cpy setzt, die neuen Gleichungen :

|xx; ^zax + p'a,
a8_p/r/ l (2)

lia' =/T+8a,
4) D. Hilbert: Zahlbericht, Satz 53, oder Hurwitz, a.a.O.
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Sf I ; J hegt aber m (S (s, f) Denn y' ist durch f teilbar, und jxap 8a

(mod f), woraus folgt, daG 8 in s hegt, da |x, a', a in s hegen nach An-
nahme Wegen a 8 i (mod f) muG dann auch a in ^ hegen Wenn
also t (a, x) und t' (a',x') in derselben Strahlklasse hegen, und a, a'
m s sind, so gibt es eine Substitution von (5 (s, f), so daG die Zahlbruche
x/a, x'/a' aquivalent sind

3 Sind umgekehrt zwei Zahlbruche, deren Zahler und Nenner zu f
teilerfremd sind, nach <8 (s, f) aquivalent, so kann man die beiden
Zahlbruche stets in der Form x/a, x'/a' darstellen, wo a, a' in s hegen Man
ordnet den Zahlbruchen die Idéale (a, x) t, (a', x') =-1' zu Verschiedenen
Darstellungen eines Zahlbruches in dieser Form entsprechen zugeord-
nete Idéale (a, x) derselben Strahlklasse. Aus (2) folgt dann, da y' durch
f teilbar ist, daG |xa' =Sa (mod f), d h ja muG in s hegen, da es a', 8,

a nach Annahme tun. Somit sind die den Zahlbruchen zugeordneten Idéale
t, t' in derselben Strahlklasse.

Aus 2 und 3. folgt der

I. Satz: Die Strahlklassenzahl von s tst gletch der Anzahl der tn
Bezug auf © (s, f) tnaqmvalenten Zahlbruche von k, deren Zahler und
Nenner zu f tetlerfremd sznd.

Man kann dièses Résultat mit Hilfe eines entsprechenden Beweises auch
anders aussprechen, was fur die Formentheone wichtig ist Es sei & (s, f)
die gleiche Gruppe wie (g (s, f), nur daG statt der y die {$ durch den

Fuhrer teilbar sind Dann gilt der

1T» 8at&: Die Strahlklassenzahl von s tst gletch der Anzahl der in
bezug auf <S (s, f) inaquivalenten Zahlbruche von k, deren Zahler durch
den Fuhrer f tetlbar, deren IMenner zu f teilerfremd sind,

4. Nimmt man als Anwendung die gewohnhchen pnmitiven binaren

quadratischen Formen îm Bereiche der ganzen rationalen Zahlen mit der
Disknminante f2m, wo m negativ und quadratfrei sei

F=Ax -\-2Bxy-\~ Cy\ ff — AC /2 tn,

so gibt es, wie man sofort sieht, in jeder Klasse eine Form, in der B
durch f und C durch f2 teilbar ist. Man kann sich also auf die Frage
der Aequivalenz der Formen

Bxfy + C{fy)\ B2—AC= m,
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beschrànken. Dieselben gehen aber durch:

y */ + pV,
a8 —PY

'/x y'/
dann und nur dann ineinander ùber, wenn y'=o (mod f) ist, also durch
die Substitutionen von <8{s,f). Setzt man f$' p, y' /y, so geht
dann :

F' Ap1 + 2Bxy + C/, ^2 — ^C= my

durch »S=( H, p~o (mod f) in eine entsprechende Form der Diskrimi-

nante m iiber. Die Ringklassenzahl ist also gleich der Zahl inàquivalenter
Formen der Diskriminante m in bezug auf die Untergruppe der Modul-
gruppe, fur die p o (mod /).

(Eingegangen den i. Màrz 1933)
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