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Ueber fastperiodische ebene Bewegungen

Von Harald Bohr, Kopenhagen
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§1. Einleitende Bemerkungen tlber reinperiodische Bewegungen

Zur Einfuhrung in das in dieser Abhandlung zu behandelnde Problem
schicken wir zunachst einige ganz einfache Bemerkungen uber
reinperiodische ebene Bewegungen voraus.

Es sei z — f{t) — fx (t) -f-1 fi (t) eine beliebige, fur — 00 <; / < 00

definierte, stetige Funktion der reellen Veranderlichen t, welche perio-
disch ist etwa mit der Période p ^> o. Mit E bezeichnen wir die — be-
schrankte und abgeschlossene — Punktmenge der komplexen Ebene,
welche aus allen Punkten der Kurve z — f{t) (— oo</<; 00) besteht.
Die Komplementarmenge C (E) ist offen und zerfallt also in (hochstens)
abzahlbar viele Gebiete, die wir mit Go, G19 Gn, bezeichnen,
wobei Go etwa dasjenige dieser Gebiete angeben soll, welches den un-
endlich fern gelegenen Teil der Ebene enthalt. Die Gebiete Gl9 G2,

sind ubrigens aile einfach zusammenhangend (und das Gebiet Go wird
es naturlich auch sein, wenn wir es auf der Riemann'schen Kugel be-

trachten).
Es sei nun a ein beliebiger Punkt der Menge C (E), etwa dem

Gebiete Gy angehorig. Wir betrachten die gegebene periodische Bewegung
z f(t) von dem Punkte a aus, indem wir

(1) f{t)-a=ça{t).e^(t)

setzen. Hierbei ist der absolute Betrag ça [t) =- \f{t)—a\ naturlich
wieder periodisch mit der Période p> wahrend das durch die Forderung
der Stetigkeit in Verbindung etwa mit der normierenden Festsetzung
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— a ^ (pa (o) < st eindeutig bestimmte Argument <pa (/) in der Gestalt

(2) <Pa(*)-=Ca.t+%pa(t)

darstellbar ist, wobei die ,,Sakularkonstante" ca ein ganzzahliges Multi-

plum von — und wa (t) wiederum eine periodische Funktion der Période/
P

ist. Die Richtigkeit der Gleichung (2) mit der angegebenen Bedeutung
von ca und \pa (t) ergibt sich sofort folgendermaCen : Es ist

- \f{t)-a\

periodisch mit der Période p, d. h. es ist etip^i+p) et<p«{t) fur aile/.
Hieraus folgt zunachst, dai3 fur jeden festen Wert von t die Differenz

(pa -\~ P) — (pa W e*n g"anzes Multiplum von 2n, ist, und hieraus weiter,
da cpa (t) stetig ist, dafi dièses Multiplum fur aile t dasselbe ist. Es gibt
also eine ganze Zahl na so daO fur aile t

d. h.

dies bedeutet aber, daC die Funktion

eine periodische Funktion der Période p ist, nennen wir sie \pa {t), so

wird also

Va W na -^- t -f xpa {t)
P

wie behauptet.

Wir fugen hinzu, daf3 der Wert der ganzen Zahl na (und damit der
Sakularkonstanten ca) nur von dem Gebiete Gs abhangt, in welchem
der Punkt a gelegen ist, d. h. fur zwei beliebige Punkte ax und a2 des-
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selben Gebietes Gv ist na± =_ natl ; denn fur aile Punkte a1 einer hinrei-
chend kleinen Umgebung von a gilt offenbar die Gleichung na< na
und die beiden genannten Punkte ai und a2 lassen sich durch eine

innerhalb Gv verlaufende stetige Kurve verbinden.
Um die vorhergehenden einfachen Ergebnisse uber reinperiodische

Bewegungen direkt als Spezialfalle der unten zu beweisenden allgemeinen
Satze uber fastperiodische Bewegungen erscheinen zu lassen, mussen wir
dem obigen Resultate uber die Sakularkonstante ca namlich da6 dièse

ein ganzes Multiplum von — ist, eine etwas andere Form geben, und

zwar dadurch daf3 wir die Fourierreihe der Funktion f(t) heran-
ziehen. Bei den fastperiodischen F^unktionen ist namlich von einer

„Période" p keine Rede mehr, dagegen gibt es immer noch den Begriff
der Fourierreihe. Nehmen wir an, daC p > o die kleinst mogliche Période
der periodischen Funktion f{t) bezeichnet (eine solche gibt es ja immer,
abgesehen von dem trivialen Fall f(f) constans), und schreiben wir
die Fourierreihe von f (t) in der Gestalt

271

in — t

konnen wir wohl nicht behaupten, da6 die Sakularkonstante ca na —
P

gerade eine der Fourierexponenten ist, weil ja ,,zufalligerweise" der

entsprechende Koeffizient ana gleich Null sein konnte, wohl aber konnen
wir behaupten, daf3 ca als linearer homogener Ausdruck mit ganzzahligen
Koeffizienten in endlich vielen tatsachlich auftretenden Fourierexponenten

nq - — geschrieben werden kann, d. h. da6 na in der Form

n« gt nt + g2 n2 -f- + gQ nQ

darstellbar ist. Denn wegen der Primitivitat der Période p haben die
Gesamtheit aller Zahlen n mit an 7^ o keinen gemeinsamen Teiler, und

es lassen sich somit endlich viele dieser Zahlen n, etwa nl9 n2, uq,
herausgreifen, welche teilerfremd sind, durch lineare ganzzahlige Kom-
bination dieser Zahlen nq kann aber jede ganze Zahl, also speziell unsere
Zahl na gebildet werden.
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§2. Aufstellung der Sâtze flir fastperiodische Bewegungen

Zunachst erinnern wir an die Définition der Fastperiodizitat und einige
anschlieGende Begriffe1).

Eine fur -oo</<oo stetige Funktion f{t) ft (t) -f if% (t) heiCt

fastperiodisch, wenn es zu jedem a > o eine ,,relativ dichte" Menge
von Verschiebungszahlen r gibt, d. h. Zahlen t z/{e)9 fur welche die

Ungleichung

fur aile t besteht; hierbei soll eine auf der /-Achse liegende Menge
relativ dicht helBen, wenn es eine Lange L gibt, so da6 jedes Intervall
a <[ t <^ /? dieser Lange L mindestens eine Zahl der Menge enthàlt.

Aus der Définition ergibt sich leicht (F. I S. 35—36), da!3 eine
fastperiodische Funktion beschrànkt und fur — cxd <^ /f <^ 00 gleichmaBig
stetig ist.

Jeder fastperiodischen Funktion f{t) ist eine Fourierreihe

mit reellen Exponenten An und komplexen Koeffizienten An(y£o) zuge-
ordnet (F. I S. 49).

Unter dem Modul Mf der fastperiodischen Funktion f{t) versteht

man, nach Bochner2), den kleinsten Zahlenmodul, welcher die samtlichen

Fourierexponenten An enthàlt, also die Zahlenmenge My, welche aus
allen Zahlen der Form

gi ^1 + g2 ^2 +- + gN AN

mit beliebigem N und beiiebigen ganzen Koeffizienten g\, gN besteht.
Es sei nunmehr z f(t) eine beliebige fastperiodische Funktion. Mit

E bezeichnen wir die — beschrankte, im allgemeinen aber nicht abge-
schlossene — Punktmenge der komplexen Ebene, welche aus allen
Punkten der Kurve z f(t) (—00 <^ t <^ 00) besteht; ferner bezeichne
E* die abgeschlossene Hùlle von E. Die Komplementarmenge C (E*) ist

x) H. Bohr, Zur Théorie der fastperiodischen Funktionen I und II,
Acta Mathematica Bd. 4$, S. 29—127 und Bd. 46, S. 101—214. Dièse beiden Abhandhmgen
werden wir im Folgenden mit F. I und F. II zitieren.

2) S. Bochner, Beitrage zur Théorie der fastperiodischen Funktionen 1,
Math. Annalen Bd. 96, S. 119—147.

54



offen und zerfâllt also in (hochstens) abzàhlbar viele Gebiete Go, Git
Gn, die ùbrigens, ganz wie im reinperiodischen Fall, einfach

zusammenhàngend sind.
Bei beliebiger fester Wahl eines Punktes a der Komplementârmenge

C (E*) betrachten wir nun die fastperiodische Bewegung z f(t) von
dem Punkte a aus, indem wir

setzen, wobei das Argument <pa (t) stetig gewàhlt wird.
Unsere Aufgabe ist, die beiden Funktionen ça (t) und <pa (t) naher zu

studieren. Wir formulieren unsere Ergebnisse in den beiden folgenden
Sàtzen :

Sat& 1. Der absoluté Betrag ça(t) \f(t)—a\ ist (offensichtlich)
fastperiodisch. Das Argument çpa (t) làfJt sich in der Gestalt

(Pu M ca.t+y>a (t)

darstellen, wobei ca eine Konstante ist, und \pa (t) fastperiodisch ist.

Bemerkung. Aus dem Satze i folgt sofort — wegen der Beschrànkt-
heit des fastperiodischen Restgliedes \pa (t) — daB

r __ lim ^_W
C

ist, und daraus weiter (ganz wie im reinperiodischen Fall), daf3 der Wert
der Konstanten ca nicht von dem Punkte a sondern nur von dem Gebiete

Gy abhângt, in welchem a gelegen ist.

SatZ 2. Die Sàkularkonstante ca geh'ôrt dem Modul Mf der gegebenen

fastperiodischen Funktion f(t) an. Ferner sind sowohl der Modul Mpa wie
auch der Modul M$a in diesem Modul Mf enthalten.

Bei den unten folgenden Beweisen dieser beiden Sâtze konnen wir
offenbar ohne Beschrânkung der Allgemeinheit annehmen, daG der

aufierhalb der Menge E* gelegene Punkt a gerade der Anfangspunkt o

ist; sonst ersetze man nur f (t) durch f(t)—a, wobei zu beriicksichtigen
ist, daf3 der Modul Mf—a gleich dem ursprùnglichen Modul Mf ist3).

B) Nur in dem Falle, wo f (t) konstant ist und gerade den Wert o oder a besitzt, wird
der Modul Mf von dem Modul Mf—a verschieden sein, indem hier der eine dieser beiden
Moduln nur aus der einzigen Zahl o besteht, wâhrend der andere sogar leer ist. Von dem
trivialen Fall / (t) constans werden wir aber im Folgenden der Bequemlichkeit halber
absehen.
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Formuliert fur den Fall a o ist der Satz i schon in einer frùheren
Note des Verfassers bewiesen4). Da wir aber den Gedankengang des

Beweises fur das Folgende benôtigen, werden wir uns erlauben den
recht einfachen Beweis kurz zu wiederholen. Dies geschieht in §3.
In §4 werden wir an einige bekannte Beziehungen zwischen Ver-
schiebungszahlen und Fourierexponenten einer fastperiodischen Funktion
erinnern und daraus einige Folgerungen ziehen. Schliei31ich werden wir
in §5 den Beweis des Satzes 2 erbringen.

§3. Beweis des Satzes 1

Es sei f (t) q (t) ei(P^ eine beliebige fastperiodische Funktion, fur
welche die untere Grenze von g (t) | f(t) | positiv ist. Dann ist, wie
unmittelbar zu beweisen, der Quotient

y (t) -TT7TT ei<P{t)

wiederum fastperiodisch ; denn falls k > o die untere Grenze und K die

obère Grenze von | f{t) | bezeichnet, folgt sofort durch eine triviale Ab-
schâtzung, dafi bei beliebig gegebenem e ^> O j e d e Verschiebungszahl

2 PC

Xf (e) zugleich eine Verschiebungszahl x^ (e') fur er -p- 6 darstellt.

Um die Richtigkeit des Satzes 1 darzutun, geniigt es also folgendes zu

beweisen :

Ans der Fastperiodizitât von 2 (t) ?i<p{t) folgt9 dafi cp (t) in der Form

<p(t)=c-t+\p(t)

mit konstantem c und fastperiodischem xp (t) darstellbar ist.

Zum Beweise dièses Satzes gehen wir von der folgenden Bemerkung
aus : Besteht fur irgendein e <C 2 und irgendwelche Zahlen t und t die

Ungleichung

(3) I % {t + x) -x (t) | | '«™+t) - e*W\ ^ e,

dann gibt es eine eindeutig bestimmte ganze Zahl g, fur die

(4) lv(« + x) — <p{t)~g-iA^f~
4) H. Bohr, Kl einer e Beitrâge zur Théorie der fastperiodischen Funktion

en, I, Kgl. Danske Videnskabernes Selskab, math.-fys. Meddelelser, X, 10.

56



ist ; ferner ist dièse Zahl g, wegen der Stetigkeit von çp (t), unabhangig
von t und x in jeder solchen zusammenhangenden Punktmenge der
/x-Ebene, auf welcher die Ungleichung (3) gilt. Mit Hilfe dieser Be-
merkung fuhren wir den Beweis in drei Schritten: Zunachst wird die
gleichmafiige Stetigkeit der Funktion 99 {t) aus der der (fastperiodischen)
Funktion %(t) e*W> gefolgert; sodann mit Hilfe der Existenz beliebig
grofier Verschiebungszahlen von ^ (t) die Konstante c definiert, und
endlich fur diesen Wert von c, jetzt erst mit voiler Ausnutzung der
Fastperiodizitat von ^{t), die Fastperiodizitat von (p(t) — et bewiesen.

1. Die gleichmafiige Stetigkeit von %(t) besagt: Zu jedem e > o gibt
es ein S S (s) ^> o, so da(3, sobald | x [ ^S. S, die Ungleichung (3) fur
aile t des ganzen Intervalles — oo<(/<^ 00 besteht. Wir wahlen e <^ 2 ;

nach dem soeben Gesagten folgt dann aus dieser Ungleichung, ebenfalls
fur | x | ^ S und aile t, die Richtigkeit einer Ungleichung (4) mit einer
passenden festen ganzen Zahl g; dièse mu!3 aber gleich Null sein, weil

fur x o die Ungleichung die Form \g • 2$i \^Ei a — <C^ annimmt.

Fur g o besagt (4) aber eben die gleichmafiige Stetigkeit von 99 {t).
Aus der gleichmafiigen Stetigkeit von çp [f) ergibt sich sofort die fol-

gende weitere Eigenschaft dieser Funktion : Zu jedem x ^> o gibt es ein

K K (x) ^> o, so dafi, sobald | k | <C x ist gleichzeitig fur aile /

MM-£)-<?« |</v
ist.

2. Um den Wert der Konstanten c zu defimeren, betrachten wir fur
irgendein t und irgendein s > o den Quotienten

a(ts)-q [iy s) —

wir werden beweisen, dafi q (t, s) fur s -> cxd gleichmafiig in t einem be-

stimmten Grenzwerte c zustrebt. Dazu genugt es zu zeigen, dafi fur
hinreichend grofies 5 der Unterschied zwischen der oberen und der

unteren Grenze von q {t, s) im Gebiete — °° <( ^ <!! °°j s ^> S beliebig
klein ist.

Sei 6 < 2 und % xx (e) > 1 eine (festgewahite) zugehorige Verschie-

bungszahl der Funktion ^ (/). Fur aile t besteht dann die Ungleichung
(3), also auch eine Ungleichung (4) mit einer gewissen festen, d. h. von
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t unabhangigen, ganzen Zahl g. Sei jetzt s > x eine beliebige Zahl ; um
den Quotienten q (/, abzuschatzen, schreiben wir s in der Form
s n x + k mit ganzem n und o ^ £ < x ; dann folgt aus

in Verbindung mit der Schlui3bemerkung von i. und der Ungleichung
(4) ohne weiteres fur aile t

99 (t + s) — <p (/) — n -g • 2311 ^ K{z) + n ~
also, nach Division mit s, wegen — rf^ —

q{t,s) —

Hieraus folgt aber, dai3 fur hinreichend groCes 5 der Unterschied
zwischen der oberen und der unteren Grenze von q (t, s) fur —• <?o <^ jf <^ oc

und s kleiner als z. B. 3-6 sein wird, womit die aufgestellte

Behauptung uber q (/, s) bewiesen ist.

3. Mit der gefundenen Konstanten c betrachten wir jetzt die Funktion

ip (t) <p {t) — et. Unsere Aufgabe ist, die Fastperiodizitat von ip (t) zu
beweisen. Bemerken wir zunachst, da!3 es hierfur hinreichend ist, den

Fall c O zu betrachten, wo \p (t) (p {t) ist ; die Funktion yj (t) steht
namlich in derselben Beziehung zur fastperiodischen Funktion e*W>

et?{t) e-tct wje ytj} zur Funktion <?»?<*>, und fur %p{f) ist offenbar der
Grenzwert

gleich Null.
Unter der Annahme c o beweisen wir die Fastperiodizitat von 99 (t),

indem wir zeigen, daf3 bei einem beliebig gewahlten a <^ 2 jede zu a

gehorige Verschiebungszahl der Funktion ^ (/) et(p{f) zugleich eine zu
3T,

a gehorige Verschiebungszahl von çp (t) darstellt. Sei also a 2 ; wie
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oben gezeigt, gibt es dann zu jeder Verschiebungszahl t x^ (e), d. h.

zu jeder Zahl t fur welche die Ungleichung (3) fur aile / besteht, eine

von / unabhangige ganze Zahl g gz so da6 die Ungleichung (4)
ebenfalls fur aile t besteht. Wir haben zu beweisen, daf3 hierbei immer

^• 0 sein muB. Ware dies nicht der Fall, d. h. gabe es ein x mit
gy£oy so wurde fur dièses x entweder fur aile t die Ungleichung

oder fur aile / die Ungleichung

gelten, also beidemal fur jede naturliche Zahl n die Ungleichung

also

c lim
'

«-> <=»

9 {t y-n

çp (t -\-

z

n

n

)-

T

- 9 M ^

)-9{t)

> nx

71
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gegen unsere Annahme

§4. Beziehungen zwischen Verschiebungszahlen und Fourier-
exponenten

In der Abhandlung F. II wurden (S. 105 bezw. S. 110) die beiden
folgenden Satze bewiesen, welche — unter Heranziehung der Fourier-
exponenten — eine notwendige bezw. eine hinreichende Bedingung an-

gaben, damit die Zahl x eine Verschiebungszahl sei.

S a t z A. Es set f(t)^>2AnelAn ezne fastperzodische Funktzon, und es

sei eine Anzahl N und eine »Genauzgkeitu S < si belzebzg gegeben* Dann
gtbt es ezn e e (N, 8) derart, da$ jede Verschzebungszahl x/ (e) dte N
dzophantzschen Unglezchungen

An x | < <ï(mod 2si)

befrzedzgt5)

5) Unter der Schreibweise \ a\<^b (mod c) verstehen wir wie ubhch, dafê eme ganze
Zahl g derart existiert, dafi \a—gc\<^b ist
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Satz B. Es set wtederum f (t) <^o 2 An etAftt etne fastpertodtsche Funk-
tion ; dtesmal set aber e^> o behebtg gegeben. Dann gtbt es etne Anzahl
N und etne Genautgkett S derart, da$ jede Zahl x etne Verschtebungs-
zahl Xf (e) tst, wenn ste mir dte N dtophanttschen Ungleichungen

j inx\<ô(mod2?i) {n= 1,2, ..,N)
erfullt.

Ferner erinnern wir an den folgenden Satz uber diophantische
Ungleichungen (F. II, S. 113), welcher aus einem allgemeinen Kronecker'-
schen Satze direkt abgeleitet werden kann.

Satz C. Es seten Al9 AN beltebtge réelle Zaklen, tind p etne Zahl,
dte ntcht tn der Forni n1A1Jr -\-n^AN mtt ganzzahltgen n^ dar-
stellbar tst. Dann gtbt es bet jedem 8^> o etne Zahl t, welche gletch-
zetttg dte N -\- 1 dtophanttschen Ungletchungen

1 Anx | < b (mod 2n) {n 1, N) und \ftt- si \ < — (mod 2n)

erfullt.
Mit Hilfe dieser drei Satze konnen wir sofort, durch eine schon 111

F. II vom Verfasser, und spater auch von Bochner (1. c.) angewandte
Schlufiweise, den folgenden Satz beweisen.

S a t z D. Es seten f (t) ^ I An eiA» l ttnd g(t) ^ I Bn elU» * zwet fast-
pertodtsche Funkttonen mtt den Moduln Mj- bezw. Mg Damtt Mg tn
Mf enthalten set, tst notwendtg wid htnretchend, da/3 dte Fastpertodtzttat
von g (t) tm folgenden Stnne von der Fastpertodtzttat von f(t) ,,majo-
ristert" wtrd: Zu jedem e1 ^> o gtbt es etn e2 > 0, so dafS jede Ver-

schtebungszahl Xf (£2) ztigletch etne Verschiebungszahl xg (sx) tst.

B e w e i s : 1. Zunachst zeigen wir, dal3 wenn Mg in My enthalten ist
— also jeder Exponent Mn als linearer homogener Ausdruck in endlich
vielen Exponenten yiv mit ganzzahligen Koeffizienten darstellbar ist -
so wird g (t) im obigen Sinne von f(t) majorisiert. Zu diesem Zwecke
bestimmen wir zunachst zu dem beliebig gegebenen et, nach dem Satze

B, ein Nx und ein S19 so daC jede Losung x der Ungleichungen

(S) \tMn\<S1 (mod 271) (n= 1, Nx)

eine Verschiebungszahl xg (e^) ist. Danach bestimmen wir, wegen der
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Darstellbarkeit der Zahlen Mn durch die Zahlen An ein N2 und ein J2,

so daf3 jede Lôsung der Ungleichungen

(6) | x An | < Ô2 (mod 2,t) (n •= i, iV2)

zugleich den obigen A^ Ungleichungen (5) genugt und also gewiG ein

xr (6j) ist. SchlieGlich bestimmen wir, nach dem Satze A, zu den Zahlen
N2, S2 ein e2, so daG jede Verschiebungszahl if fa) die N2 Ungleichungen
(6) befriedigt. Dann ist offenbar jedes t/ (e2) zugleich ein ig fa).

2. Danach zeigen wir umgekehrt, daG wenn g (t) im obigen Sinne

von f{t) majorisiert wird, so mu!3 Mg in Mf enthalten sein. Wir fuhren
den Beweis indirekt, nehmen also an, daf3 g (t) einen Fourierexponent
Mn ku besitzt, der nicht linear mit ganzzahligen Koeffizienten durch
endlich viele An darstellbar ist. In Satz A ist speziell enthalten, daG

wir ei so wahlen konnen, daG eine Losung 1 der Ungleichung

(7) | t// — si | < - (mod 2tz)

gewiG keine Verschiebungszahl igfa) sein kann. Zu diesem et gibt es

aber kein entsprechendes s2 (womit der Widerspruch erreicht ist). Denn
wie klein auch e2 gewahlt wird, konnen wir, nach Satz B, die Zahlen

iV und S so wàhlen, daG jede Losung x der Ungleichungen

(8) \xAH\<ô (mod 271) {n= i,...,N)

eine Verschiebungszahl if fa) ist. Nach Satz C haben aber die N + 1

Ungleichungen (7) und (8) eine gemeinsame Losung, d. h. es gibt ein

y (£2) >
welches kein ig fa) ist.

§5. Beweis des Satzes 2

Es sei f{t) f^o 2 AnetAnt eine fastperiodische Funktion, fur welche die

untere Grenze von \f(t)\ positiv ist. Wir schreiben f{t)-=zç[t)ei(P^t) mit

ç(t) \f{t)\ <p[f) ct + y>{i)

und haben zu beweisen,

I. da$ die beiden Moduln M9 und Mf in dem Modul Mf enthalten

sindf und
2. da0 die Sakularkonstante c eine Zahl aus diesem Modul ist.
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Da jede Verschiebungszahl x/ (e) a fortiori eine Verschiebungszahl
xp (e) ist, folgt sofort aus dem Satze D des § 4, dafi M9 in Mf enthalten
ist.

Ferner folgt aus dem genannten Satze D, dafi der Modul M^ der
fastperiodischen Funktion %(t) •= e*?W in dem Modul Mf enthalten ist;
denn, wie am Anfang des §3 erwahnt, gilt es bei beliebigem el9 und

k2
e2 —— Si (wo k und K die untere bezw. obère Grenze von I f(t) I be-

2a
zeichnet), da!3 jede Verschiebungszahl x/ (e2) zugleich eine Verchiebungs-
zahl xx («i) darstellt, so dafi %(t) von f[t) majorisiert wird.

Unsere Behauptungen ùber M$ und c sind also a fortiori dargetan,
wenn wir zeigen, da6 Mip und c m M^ enthalten sind.

In dem speziellen Fall c o konnen wir sofort einsehen, stets durch
Heranziehung des Satzes Z>, dafi My in M-^ enthalten ist ; denn am Ende
des Beweises in § 3 haben wir ja (fur den Fall c o) schon gezeigt,
dafi xp (f) (p (t) von % (/) ei(p{^ majorisiert wird ; es war ja (fur e <^ ri)

jede Verschiebungszahl xx (— s) zugleich eine Verschiebungszahl z<p{s).
71

Ferner ist klar, dafi wenn wir fur einen Moment die Richtigkeit der
Behauptung ùber c annimmt — also dafi c in M% enthalten ist — folgt
aus der vorangehenden Bemerkung, dafi auch in dem allgemeinen Fall
Cy£o der Modul Mi\> in M% enthalten ist. Denn es ist ja

eilf>(t) —- ei<P(t) e-ÎCt ~ y (fi e~tCt¦¦
^

und wenn schon c in M% enthalten ist, kann beim Uebergang von 2 (^)

zu ^ (t) e~ici (was einfach eine Erniedrigung aller Fourierexponenten von

% (t) durch die Grofie c bedeutet) der Modul offenbar nicht vergrofiert
werden.

Ailes ist also darauf zurùckgefùhrt zu zeigen, dafi die Sàkularkon-
stante c linear homogen mit ganzzahligen Koeffizienten durch endlicJi

viele der Fourierexponenten von % (t) ^ 2 aneiÀ'nt ausgedriickt werden

kann,

Dies geschieht dadurch, dafi wir zunâchst eine Relation zwischen der
Konstanten c und den Verschiebungszahlen xx herleiten (welche die fur

den reinperiodischen Fall gùltige triviale Relation c=. — n auf den

fastperiodischen Fall verallgemeinert), und danach die Beziehungen
zwischen Verschiebungszahlen und Fourierexponenten aus §4 heranziehen.
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Die erwahnte Relation besagt : Es sei g<2 beliebig gegeben ; dann

gilt fur jede der Verschiebungszahlen x — xx, (é) y^ o eine Gleichung der
Form

(9) c =- — nz \ mit ganzzahligem nz und | £f | £ • — ;

mit anderen Worten : Jede Verschiebungszahl x ~ x^ (fi) ist eine Losung
der diophantischen Ungleichung

(io) |^^| fi- - (mod 2^r).

Um dièse Relation (9) darzutun, brauchen wir nur auf die Ueber-
legungen von §3 zuruckzugreifen. Dièse ergeben uns sofort fur jedes
ganze m ^ o die Ungleichung

also

(p

<p

rmx)-

(m x) -

m

-<p(o) —

— <p{o)

x

•2*

2%

X
àt"Z

• fi

SI

2

X

SI

2

wobei nx eine (von m unabhangige) ganze Zahl bedeutet. Lassen wir
in dieser Ungleichung ni uber aile Grenzen wachsen, strebt der Quotient

— i~±-L gegen den Grenzwert c, und wir erhalten die gewùnschte
mx

Gleichung (9).
Nunmehr wenden wir die SchluOweise aus §4 an. Indem wir £ etwa

gleich 1 wahlen, bestimmen wir nach dem Satze B ein N und ein ô,

so dai3 jede Losung der diophantischen Ungleichungen

(11) | x kn | < ô (mod 25r) {n=i,...,N)

eine Verschiebungszahl xx(e) ist. Nach dem obigen muf3 also jede Losung
dieser Ungleichungen (11) zugleich die Ungleichung (10) (mit e 1) be-

friedigen, kann also gewifi nicht der Ungleichung

63



(12) \zc — ^r|< - (mod 2st)

genugen. Hieraus folgt aber nach dem Satze C des §4, daf3 c notwen-
digerweise eine lineare ganzzahlige Kombination der Grôfien Xly KN

sein mufi ; denn sonst gabe es ja nach dem genannten Satze eine ge-
meinsame Lôsung x der Ungleichungen (11) und (12). Also ist c in

enthalten, womit der Beweis zu Ende gefuhrt ist.

(Eingegangen den 9. Dezember 1931)
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