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Introduction

La determination des equations d'equilibre et de deformation dans l'etude
des coques conduit ä un certain nombre d'equations differentielles et aux
derivees partielles, dans lesquelles les inconnues sont les efforts interieurs,
respectivement les deplacements.

Dans la grande majorite des cas, les Solutions ne peuvent etre obtenues
a l'aide de fonctions elementaires. Cela est bien explicable. Dans le cas le plus
general, les rayons de courbure principaux de la surface mediane ainsi que les

charges exterieures ne sont en effet pas donnes sous forme explicite; le type
d'equation differentielle ou aux derivees partielles n'est donc pas integrable.

Dans certains cas, la Solution analytique est connue, mais son application
est tellement laborieuse qu'elle devient inutilisable du point de vue pratique.

Si de nombreux types de coques n'ont pas trouve une application pratique
plus etendue, cela est du au manque d'une methode de calcul, en particulier
pour determiner l'etat de deformation et des perturbations marginales.

Nous pensons ne pas nous tromper en disant que c'est l'application de
methodes numeriques appropriees qui a mis le calcul des coques a double
courbure ä la portee du constructeur.

A cet egard, il faut mentionner le memoire fondamental de A. Pucher [1]
qui a exprime les efforts interieurs d'une coque ä l'aide d'une seule fonetion
de contrainte et indique la transformation de l'equation aux derivees partielles du
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second ordre, que cette fonetion doit satisfaire, en un Systeme lineaire d'equations

aux differences [2].
Cette methode aux differences a une Interpretation analytique simple; eile

est en effet basee sur la parabole dInterpolation du second degre.
Unanimement apprecie, le procede de Pucher s'est largement repandu,

specialement au cours de la derniere decennie.
La nouvelle methode de resolution, par approximations successives, que

constitue la relaxation, marque un nouvel aspect du probleme sans en modifier
les principes [4].

II existe une certaine correlation entre le nombre de points du reseau pour
lesquels les differences sont formees et l'exactitude des resultats ainsi que le

travail necessaire ä la resolution du probleme. Aussi certains auteurs ont-ils
cherche ä amehorer la methode classique aux differences en essayant d'obtenir
une exaetitude plus grande tout en utilisant le moindre nombre de noeuds

possible.
Mentionnons tout d'abord la methode des polygones funiculaires proposee

par M. le Prof. F. Stüssi, des 1934, pour le calcul du flambage lateral des

poutres. Cette methode a trouve une large application dans divers domaines
comme l'instabilite elastique, les vibrations, les dalles, la torsion1) etc. A la
connaissance des auteurs de la presente etude, la methode n'a pas encore ete

appliquee au calcul des coques.
La signification statique de cette methode (comme son nom l'indique

d'ailleurs) est interessante a signaler; quoiqu'elle donne des approximations
excellentes, l'ordre de grandeur des erreurs n'a pas encore ete evalue, si ce

n'est sur la base d'equations dont les Solutions analytiques sont connues. Du
point de vue analytique, la methode est basee sur la parabole d'interpolation
du quatrieme degre quoique, pour les derivees d'ordre reduit, il intervienne
quelquefois un nombre de points egal ä celui figurant dans la methode
classique aux differences. En tout cas, eile necessite une certaine finesse d'application

de la part du calculateur.
M. le Prof. L. Collatz a developpe une autre methode amelioree: la methode

plurilocale. Elle est basee sur l'association intime de l'equation differentielle
ä integrer et du developpement en serie de Taylor de la fonetion, de maniere
ä negliger le moins de termes possible.

*) Voir ä ce sujet:
1. F. Stüssi: Die Stabilität des auf Biegung beanspruchten Trägers. Internationale

Vereinigung für Brückenbau und Hochbau, Abhandlungen, III, S. 401, Zürich, 1935.
2. P. Dubas: Calcul numerique des plaques et des parois minces. Ed. Leemann, Zürich,

1955.
3. F. Stüssi: Contribuicoes para a Teoria e o Cälculo das Estruturas. Säo Paulo, Brasil,

1955.
4. F. Stüssi: Entwurf und Berechnung von Stahlbauten. 1. Band, Grundlagen des

Stahlbaues, Springer-Verlag, Berlin/Göttingen/Heidelberg, 1958, S. 180.
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La methode presente un aspect mathematique, aussi son application n'offre
aueune difficulte et permet d'evaluer l'ordre de grandeur des erreurs. Par
rapport a la methode des polygones funiculaires, eile presente encore un
avantage: permettre de considerer des termes secondaires dans l'expression
du terme libre.

A notre connaissance, la methode a ete appliquee au calcul des plaques 2)

et des disques 3), mais pas encore de maniere systematique au calcul des coques.
M. Soare a applique la methode plurilocale au calcul du paraboloide ellip-

tique [11], [12].
L'objet de la presente etude est de presenter l'application de la methode

plurilocale au calcul de l'etat de membrane des coques de translation. Un
exemple de calcul complete la theorie developpee.

I. Equations generales

§ 1. Elements geometriques

Soient deux courbes planes (Px) et (P2) nommees courbes directrices. Leurs
plans sont supposes etre verticaux et mutuellement perpendiculaires. Lorsque
l'une des directrices se deplace parallelement ä elle-meme, en ghssant sur la
seconde directrice, eile decrit une surface de translation. Dans cette surface,
toutes les sections verticales paralleles aux courbes directrices sont donc
identiques, ce qui explique la simplicite de leur forme et la possibilite de
couvrir une surface rectangulaire dans le plan (fig. 1).

n)

G)

>s
l9*^^A

Fig. 1. Coque de translation.

2) R. Zurmühl: Behandlung der Plattenaufgäbe nach dem verbesserten Differenzenverfahren.

Z.A.M.M., H. 1/2, S. 1 (1957).
3) K. Klöppel, W. Schönbach : Wärmespannungen in rechteckig berandeten Scheiben.

Der Stahlbau, H. 5, S. 122 (1958).
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Si Ton prend l'origine des axes cartesiens au sommet de la surface, les

equations des courbes directrices sont de la forme

(A) «1 M*)> (A) Z2 M*/)

et l'equation de la surface s'ecrit

z z1(x)+z2(y). (1.1)

Pour l'etude qui suit, il est necessaire de preciser les derivees du premier
et du second ordre de la fonetion z, en utilisant les notations de Monge:

p tg<p
dz_

dx
dzx
Jx~' q tglfj

dz_

dy

r
c*z d2zx
dx2 dx2 '

cos 6 sin cp sin ifj,
d2z

s dx dy
0, t

dz2

d2z d2z9

dy2 dy2

(1.2)

(1.3)

(1.4)

Les angles cp, $ et 9 sont representes a la fig. 2. II est caracteristique pour
les surfaces de translation que le gauchissement soit nul (s 0); aussi toutes les

derivees mixtes deduites de (1.1) sont identiquement nulles.

§ 2. Les equations differentielles d'equilibre

Selon Pucher [1], les equations d'equilibre peuvent etre obtenues sous
une forme simple si l'on utilise, au lieu des efforts reels Nx, Ny, Nxy Nyx,
leurs projections Sx, Sy, T sur le plan (x,y) (efforts projetes) et, au lieu des

composantes Fx, Fy, Fz de la charge exterieure appliquee ä l'element de

coque, les composantes X, Y, Z rapportees au plan (x, y).

-£> _tf£Ndx
cosw.^cosw

yxN.
Nx 'xy

dyyx ^
Fig. 2. Equilibre de membrane d'un element de coque.
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Entre les grandeurs representees a la fig. 2 existent les relations:

X= ^sinV; 7= ^sin*/; Z= F*Shie Fjl+tg^ + tg^; (2.1)
COScpCOStp COScpCOSlp cos 9 COS </r ° r °

jy £ ^, Ar=Ä^? ^ ^ T. (2.2)* *COS(p w yCOSi/j xy yx \ /

L'equation de projection sur l'axe Oz a une forme algebrique qui, compte
tenu de s~0, s'ecrit:

rSx + tSy pX + qY-Z. (2.3)

Elle fournit directement l'une des inconnues lorsque l'autre est connue.
Cette relation peut etre ecrite sous l'une des formes

s,As«AAA <")

Comme l'effort de cisaillement T n'intervient pas dans l'equation (2.3) et
intervient seulement sous forme differentielle dans les deux autres equations
de projections, L. Broglio [3] fait remarquer que l'on peut ajouter une constante
ä son expression, sans modifier ni les equations d'equilibre, ni les valeurs de la
fonetion de contrainte F, determinee de la maniere developpee dans la
presente etude.

Lorsque l'etat de contrainte presente au moins un plan de symetrie, la
constante est nulle. Dans le cas le plus general, sa valeur doit etre determinee
ä partir de la condition du minimum de l'energie de deformation de la coque.

Si l'on exprime les efforts projetes ä l'aide d'une fonetion de contrainte F

d2F d2F d2 F
Sx wSXd*, 8w-—-S7ay, T—j-^, (2.6)

les equations de projections sur les axes Ox, Oy sont des identites et l'equation
(2.3) devient:

d2F d2F
yrdx2 dy2*l^ +r^ -P (2-7)

oü P represente la charge exterieure

-P pX + qY-Z + r$Xdx + t$Ydy. (2.8)

L'equation (2.5), qui determine la fonetion de contrainte F, represente
l'equation de base, en coordonnees cartesiennes, des coques de translation,
dans la theorie de membrane.
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La premiere et la deuxieme derivee donnent:

dP &F d3F dr d2F
£ L rp |

dx dx3 dxdy2, dx dy2 '

BP d3F d3F dt d2F (2.9)

dy dx%dy dyz dy dx2 '

82P &F diF a8r d3F d2rd2F
dx2 dx* dx2dy2 dx dxdy2 dx2 dy2'

d2P d*F d*F dt d*F dr d*F /rti„xt \-r I H (2.10)
dxdy dxzdy dxdyz dy dxz dx dyz'

d2P d^F d^F n8t d3F d2t d2F
— £ L y U 2- I

dy2 dx2dy2 dy4" dy dx2dy dy2 dx2'

Rappelons que r est fonetion seulement de x et t, seulement de y; on en a

tenu compte dans la derivation et on a suppose que z z± (x) + z2 (y) est une
fonetion continue et derivable au moins jusqu'au quatrieme degre y compris.

II. Conditions aux limites. Conditions d'equilibre global

§ 3. Conditions aux limites

Un aspect difficile de la resolution du probleme est constitue par la
determination des valeurs au contour. Les divers cas qui peuvent se presenter sont
assez varies, aussi est-il necessaire d'etudier, selon le cas, les conditions marginales

adequates.
Sans entrer dans les details, nous mentionnerons que pour certains types

d'appuis et de charge ou de formes de surfaces medianes, l'etat de contrainte
peut etre hyperstatique (ce qui entraine la necessite de l'etude des deformations)

ou meme incompatible avec l'hypothese de membrane.
Dans la pratique, la coque s'appuie souvent sur des tympans. Par suite

de leur mode de realisation, nous pouvons admettre que ces tympans sont
parfaitement rigides dans leur plan et parfaitement elastiques dans une direction

normale ä leur plan.

^^
//

V
w

Fig. 3. Dechargement de la coque, le long des tympans, par des efforts tangentiels.
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La consequence statique pour le bord correspondant de la coque est que,
le long de ce meme bord, les efforts longitudinaux (N ou S) doivent s'annuler.
La transmission des efforts de la coque aux tympans se fera ä l'aide d'efforts
tangentiels seulement (fig. 3).

Nous supposerons, dans ce qui suit, que la charge exterieure est normale
au plan xOy, c'est-ä-dire X=Y 0 et Z Z(x,y) (avec P Z). Le cas oü les

composantes X et Y sont differentes de zero devra etre examine avec soin,
afin de voir dans quelle mesure un mode d'appui uniquement ä l'aide de

contours simples est possible.
Afin de fixer les idees, supposons que la coque soit appuyee sur un tympan

x x0 (parallele ä l'axe Oy). Dans ce cas, conformement ä l'hypothese faite,
les efforts Sx doivent etre nuls, c'est-ä-dire qu'on aura sur le pourtour respectif

d2F(x0,y)
x0 fy2 >

L'autre effort resulte directement de (2.5) sous la forme

"••-(-fL; <3'2)

Puisque selon (3.1) la derivee seconde est nulle, la fonetion F doit avoir
une Variation lineaire sur le contour

F(x0,y) =A(x0)y + B{x0).

Commencons par le cas le plus simple, lorsque le Systeme geometrique, les

charges et l'appui sont symetriques par rapport aux deux plans (x, z) et (y, z).
Vu cette symetrie, la fonetion F prendra la meme valeur constante sur le

contour entier et pour simplifier, on pourra prendre

Ä(x0) B(x0) 0,

puisque les termes constants et du premier degre dans l'expression de F
n'influencent pas les valeurs de Sx, Sy et T.

Nous examinerons, dans la suite, le cas d'un seul plan de symetrie, soit

(y, z). La Variation de la fonetion F sur le contour est representee sur la fig. 4.

La valeur F doit etre determinee ä partir des conditions d'equilibre global
de la coque.

§ 4. Conditions d'equilibre global

Lorsqu'on applique les differences finies, il est necessaire, comme on le
demontrera plus loin, d'associer aux equations relatives aux points interieurs
du reseau, les equations d'equilibre global afin de pouvoir determiner l'etat
de contrainte.
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Commencons par le cas le plus general oü l'etat de contrainte est
symetrique par rapport ä un seul axe, soit Oy. II suffit donc de considerer une
moitie de la coque. En appelant

*ß la composante parallele ä Faxe Oz de la charge totale qui agit sur la coque,
^) la composante parallele ä Faxe Oy (pour les charges verticales $) 0),
d la distance du point d'application de la resultante *ß par rapport ä Faxe 0 x,

l'equation de projections sur Faxe Oz (la verticale) s'ecrit:

?(Ttg<p)y=lvlJx+ I\Ttg<p)y=_hlJx+ T(Ttg4,)x=Xody ~f; (4.1)
0 0 — lyl2

w

^»

2x

Fig. 4. Variation de la fonetion de contrainte F sur le contour, dans le casd'un^seul
plan de symetrie de l'etat de contrainte.

d'une maniere analogue l'equation de projections sur Faxe Oy:

(?Z\ _ (8F\
\OX J x=Xq } y==+iyj2 \CX J x=Xq t y=-y2

+ Zy/2

f (T)^dy-.
~hl2 \UU/ / x=x0, y=+ly/2

1
2

:

et enfin l'equation de moments par rapport ä Taxe Oa;:

J (TtgxP)x=Xoydy
-h/12

%d
'

2 '

(4.2)

(4.3)

Dans le cas oü il existe deux plans de symetrie, les relations (4.2), (4.3)
sont identiquement verifiees et (4.1) s'ecrit:

I\Ttg<p)v^l2dx+ )\TtgxP)x=Xody -|. (4.4)
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III. Application de la methode plurilocale

§ 5. Les relations generales

Afin de passer aux differences, on trace dans le plan (x, y) deux series de
droites paralleles aux axes et equidistantes, qui determinent sur la projection
de la surface reelle un reseau de points (fig. 5).

—Ax

y.h

o

m -79n m.n m+lyn
\ ' 1 ?—£

m-tn-1

-Ax

m,n-1 m+1,n-1

Fig. 5. Trace du reseau ä mailies egales.

Nous allons preciser par des indices doubles la position de chaque point
du reseau dans le plan (x, y). Le premier (0,1, 2, m, indique la succes-
sion des points sur des droites paralleles ä Faxe Ox, le second (0,1, 2, n,
indique la succession des points sur des droites paralleles ä l'axe Oy.

Developpons la fonetion F en serie de Taylor selon la formule generale

F (x — Ax,y — A y) ^ (; + *)! (-lyAx^H-l)«^]djnu+k)

oü la puissance represente symboliquement l'ordre de la derivation.
En appliquant cette formule pour les points du reseau autour du nceud

m,n (voir fig. 5), on obtient:

-Em+l,n
dF (Ax)2d2F (Ax)3d3FTP — A T U _ - L _ - U

m>n dx + 2 dx2 + 3 dx3 +

trois relations similaires pour (Fm_1<n-Fmt„), (Fm>n+1-Fm>n), (F^^-F^J:

An+l, m+l
8F A 8F (Ax)2 8*F <xÄxAV 8*F

(Ay)2 d2F (Ax)3 d3F (Ax)2Ay 83F
2! dy2 3! dx* 3! dx2dy

Ax(Ay)2 d*F {Ayf PF
3! dxdy2^ 3! dy*
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et trois autres relations similaires pour (Fm_ln+1-Fmin), (Pm+i>ri_i-Pmjri),
\^m—1, n—1 -*m, n) *

Les valeurs des derivees des membres de droite se referent au noeud m, n.
Nous allons multiplier chacune des relations precedentes par un coefficient

indetermine A, d'une maniere analogue les relations (2.9), (2.10), puis nous
allons additionner membre ä membre.

Soient &t et 02 la valeur de chaque membre de l'egalite ainsi obtenue.
Pour la partie gauche nous obtenons:

^1 *1 \*m+l,n~ *m,n) +^2 \^m-l,n~~ *m,n) +^3 \*m,n+l~ ^m,n)

+ *4:\-Fm,n-l~~ ^m,n) +^(%+l,w+l~\%) +^6 \-^m-l,n+l~ ^m,n)

+ K(Fm+l,n-l- Fm,n)+K(Fm-l,n-l- Fm,n) (5-l)
d2z d2z d2z dz dz

~A9ä^^Al0^^"All^~Al2^~Al3^~Al4Z-
Dans le membre de droite, nous grouperons les termes selon les derivees

successives de la fonetion F. On obtient ainsi:

A dF dF (Ax)2d2F rt AxAy d2F
02 aloAx-^ + aolAy-— + a2O-~-J----2- + 2a11-dx 01¦ * dy ™ 2! dx2 " 2! dxdy

(A y)2 d2 F (A xf dz F (Ax)2Ay d3 F
*02 2!

" V""80 3! da*^"*1 3! dx2dy
Ax(Ay)2 d3F (Ay)3 d3F (A xf d*F

+ Sai2 3! dxdy2
+ a°3 3\~Ty^ +ai0~^r dx*

(Ax)3Ay d^F (AxAy)2 g4F
4! dx3dy+ a%%

4! dx2dy2
+ 4a31 77 a^,3fl,A6a22 T\ a„25.,2 (5-2)

Ax(Ay)3 d*F (Ayfd^F (Axfd^F

(Jä!)My a5^ (^)3(/l*/)2 ^+ °«41 ^i fl^4fl,A1Ua32-5! e>a,4£?/ ^ 5! dx3dy2

(Ax)2(Ay)3 d*F Ax(Ayf d*F (Ayfd^F+ wa23 -{ dx2dy3
+ öaii 5! dxdy* + a°5~5T W ' ' '

Afin de simplifier l'ecriture, on introduira les notations suivantes:

4 X1 A5 — A6 + A7 — A8,

4X2 A5 + A6-A7—A8,

4X, A5+A6 + A7 + A8,
- '

4X4 A5—A6—A7 + A8.

Les expressions des coefficients «io,«oi> • • • ao4 <lui interviennent en (5.2)
s'ecrivent sous forme developpee

a10 X1-X2 + 4:X1,

a01 \-Xi + 4:X2.
*
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v 2 (d2t. dt \
a20 A1+A2 + 4:Xs + -rj-r^ \^An +—A13 +1ÄUJ,

flii 4I4, (5.5>

2 ld2r dr \
«02 A3 + A4 + 4Z3 +^^^^A9 +—A12 + rA14j,

a30 — a10 +
6

30-^10-rM/y.x3(Ax)

a21 4X> +21 ~ "^2_rM^2

(^-A10+a12j,

rj^(2^A10 + ai3J,

a12 4ZX +

«03 — «01 +

A x (A y)2

6 (dr
(Ayf \dx

(2f^A9 + rA12),

(£A10 + rA13),

(5.6)

24
«40 A1 + A2 + 4I3+ t A9,

_6_

(AxfAy"«31 4^4+/^xa aJ^10>

a22 4X3 + (z[^zl^2(rA9 + ail), (5.7)

^ 6

24
«04 A3 + A4 + 4X3 + ^-^rAn.

L'egalite <t>1=<!>2 serait rigoureusement exacte si, dans l'expression de <P2,

on considerait 1'infinite des termes des developpements en serie de Taylor.
Par contre, si l'on determine les coefficients A1?A2, A14 en sorte que les

coefficients a^ donnes par (5.4)—(5.7) soient nuls et si l'on neglige le reste
des termes du developpement en serie, la relation

0X O

represente la transformation de l'equation aux derivees partielles (2.7) en
equation aux differences finies relative au noeud m, n.

La valeur du reste (pour l'evaluation des erreurs) s'obtient sous la forme

(Ax)*Ayv d*F (Js)3(jy)2 &F
Mm,n ~V2 A2 + Axdx*dy 3 xdx*dy2^ ^

(5.8>
[Ax)2{Ayf d*F Ax(Ay)* d* F

+ 3 2dx2dy^ 6 xdxdy*
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§ 6. L'equation aux differences finies habituelle

Avant de passer ä la determination des coefficients indetermines A selon le
procede indique plus haut, nous choisirons plus simplement:

Ax A2 - (Ax)2'

r
Aa ~K~ (Ay)2' (6.1)

A5 A6 A7 A8 A9 A10 An A12 A13 0,

AM=1.

La relation (5.1) devient:

<f) 9 I n 4- ^m W — n (W 4- W \1 " l(A X)2 (A y)2\ m>n (A X)2
K m+1>n "1" *™-l,n)

r
(A1A2 m>n+1 m,n—1/ ^myti "

(6.2)

et represente l'equation aux differences finies habituelle qu'on obtient en
utilisant la methode de la parabole.

L'erreur qu'on fait en rempla9ant l'equation aux derivees partielles (2.7)

par l'equation aux differences finies (6.2) vaut:

|3kn|^(^)2 PF
dx* x=Z 12J

PF
dy*

(6.3)

oü xm_x S£S xm+1 et yn_x ^ £ ^ yn+1.

De la comparaison des relations (5.8) et (6.3), il ressort que 1'approximation
fournie par la methode plurilocale est de loin la meilleure.

§ 7. Deduction de Vequation aux differences finies

On peut maintenant passer ä la deduction des coefficients indetermines
Ax, A2 A14.

L'annulation des coefficients a1(s,aQ1, a04 conduit ä un Systeme de 14

equations lineaires et homogenes ä 14 inconnues. On peut verifier assez
aisement que le determinant prineipal du Systeme est nul, de sorte que l'une
quelconque des equations decoule des autres. Des lors, il reste comme inconnues

les rapports entre les coefficients A et l'une des valeurs, choisie arbitraire-
ment. Le plus commode est de choisir A14=l, parce que l'on peut toujours
supposer que la coque supporte des charges exterieures.

La matrice du Systeme d'equations est presentee dans le tableau 1.
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Les equations (a31) et (a13) sont equivalentes, de sorte qu'une seule est
distincte.

Pour determiner les valeurs des inconnues, il est convenable d'introduire
les notations suivantes:

1 d2r 1 f)2t

et de choisir les nouvelles inconnues (representant des coefficients sans dimensions):

(A*A2
x* - xi r

> (» 1,2,3,4),

A/ A; r ' (7=1,2, ...13),

On obtient sans difficulte les valeurs suivantes:

X*=A* =A1*2 A1*3 0. (7.2)

Pour determiner les autres valeurs, il est commode de choisir comme
inconnues de base JTf, Xg et Xf:

Axdr 12 + ?7*
\ *•* —-

r dx 144-i?*?7*'

\y dt 12 +
Vly 144-i2*T*'

(AyVAydt 12 + iZ*
~~ \Ax) r ^"' 1AA ^>*^7*' v'-°/

_
12 + 77* (Ay\2t 12 + i?*T* (Ay\2l

L3 144-.ß*T* U«/ r 144-i?*!7*'

X^^Xg et Xg* une fois determines, les autres inconnues resultent des
relations:

A*- 2X* 2X* \2(Ay\H U + T*
¦Ax --2^-2^-12^ 144-.fi* T*'

A* 121* 2X* 12(AyYt U + T*
¦

i* ot* <>Y* 12(12 + i?*).

12(12 + i?*)

(7.4)

(7.5)
A4* +2X*-2Z*-3 144-_fi*!F*'

X? +Xf+Xf+Xf;
A* -Z1*+Z* + Z3*;
A* +Z*-X* + X3*;

\* -Xf-X}+X};
(7.6)
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_(AxAy)2 12 + T*
9 " r 144-E*!7*'

(J^ 12 + ü?* (7/7)

11 r 144-Ä*?7**
Dans toutes les relations precedentes on introduira, pour r, t et leurs

derivees, les valeurs relatives au nceud m, n.
L'equation aux differences finies s'ecrira donc finalement:

^1 Fm+l,71 + ^2 -Ki-l,n + "S -*m,n+l + ^4 -*m,w-l + *o tfn+1,n+1 + ** tfn-1,n+1

+ M Fm+i,n-i + A*^_i,^.i - (A* + A2* + A3* + A* + 4Z3*) ^m,TC (7.8)

82Zm>n d2Zm>n\(Ay)2
dx2 + u a«/2

^m,n + A^ —aJ£'" + A
2 /

La valeur du reste est donnee par la relation (5.8). La determination du
Systeme d'equations aux inconnues Fmn ne presente aueune difficulte.

Le cas particulier du paraboloide elliptique conduit ä des formules beaucoup

plus simples [11], [12],

§ 8. Les expressions des derivees secondes

L'expression des derivees partielles du second ordre, qui determinent les
efforts projetes ä partir des valeurs de la fonetion F dans neuf points voisins
du reseau, decoule d'une maniere analogue.

Soit, par exemple, ä determiner d2Fm>njdx2. A cette fin, on dispose du
Systeme d'equations presente dans le Tableau 1, dans lequel l'une des relations
(a31) ou (a13) decoule de l'autre et dans lequel la relation (a20) doit etre eliminee.
En posant A14 1, on dispose de 12 equations pour les 13 inconnues 4) X1, A2,

A13. Une derniere relation peut etre trouvee en exigeant que deux termes
du reste disparaissent (par exemple le second et le quatrieme). II en resulte:

Xx X4 0; A9 A10 A12 A13 0

et A1 A2.

Le reste des inconnues s'obtient aisement et, avec ces valeurs, la relation
aux differences finies qui determine la derivee seconde s'ecrit:

K Vy2.
d2Fmj7l 1

d T2 (A t\2 wi+lf w ~"~ m—1,n ~t" -^m,n+1 ' -*m, n—l)

\-^m+lsn-\-l ' ^m—l,n+l "¦" ^m+l,n~1 ~r" ^m—l,n—l ""• "* Ara,n/J

j. gy iA x\2 V^m+1,n+1 ' An—1,n+1 ~ ^m+1,n-l ~~ An—1,n—l \*• ¦*¦ /

12 rm
~*~ ^ An, n—l ~ ^An,?W-l/ ~~i / a \% lAn, n+1 ~ " ^m,n ' An, n—l/

12 (Ay)2d2Z^n
tn m'n tn dy2

4) Les nouvelles inconnues sont differentes de celles du paragraphe precedent.
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D'une maniere absolument analogue on calcule d2Fmnjdy2. Par permuta-
tion convenable des termes et des indices, on obtient:

[io |
(A x) o rm\ o Ümin _

1
rg, y jp -p, -p v

^ r dx2\ du2 (A y)2 An+l,n t" %-l,n 1~ %,n+1 f An,n-l/

"" (¦^ro+l.n+l + ^m-l,n+l + Aw+l,n-l + An-l,n-l + ^ An,n)] ($-2)

r dnr (A vA2 ^An+1, n+1* A?t+l,w—1 An—1, n+1 %-1,n—1 » ^ An—1,n

_2F >
12tn (F -2F 4-F \-}r\7 {Ax?8*Zmn

* An+l,n/ r M#)2^An+l,n ^ An,n "f An-l,n/ r ^m.n r gx2 •

II est evidemment plus simple de deduire l'une des derivees secondes de la
relation (2.7), lorsque l'autre derivee a ete determinee par l'application de la
relation (8.1) ou (8.2). On peut ecrire par exemple:

d2F Z t d2F
dy2 ~

rm rm dx2

II faut encore observer que, par l'introduction des expressions des derivees
secondes (8.1) et (8.2) en (2.7), on ne retrouve pas exactement l'equation aux
differences finies (7.8), vu que les derivees ne presentent plus — apres leur
transcription en differences — autant de symetries que l'equation aux derivees

partielles (2.7).
* *

La determination de la derivee seconde mixte est un peu plus compliquee.

L'inconnue X4 qui multiplie Q „ en (5.2) ne peut plus etre nulle. Par

contre, afin que les equations (a31) et (a13) du tableau 1 soient compatibles, il
faut prendre

A10 0.

Cela montre que l'approximation obtenue par le remplacement de la derivee

seconde mixte par les differences finies est inferieure ä celle des deux autres
derivees, parce qu'elle contient des termes du quatrieme ordre.

Une condition Supplementaire, necessaire ä la resolution du Systeme d'equations

aux inconnues A et X, peut etre consideree:

X4 A
l

Ä (8.4)4 4AxAy x '

II en decoule immediatement:

Ai2 A13 0; A14=l. (8.5)

Pour le reste des valeurs, on choisit comme inconnues de base A9 et An
qui deviennent, avec les notations (7.1):
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A* <J *>'lldW A" - <J ^144-W" (8-6)

On obtient ensuite:

Ax dr 12 + 27*
Xx

(Ay)2 dx 144-2?*T*'

2 (J^)2 3y 144-E*!7*' V ;

r 12 + T* £ 12-fr-.fi*
3~ (J*/)2 144-ii* T* ~ JIx)2 144- i?*?7*'

^ -2^-2^ 12< 12+T*

A2 +2Z1-2Z3-

(Ax)2 144-AT*'
12t 12+y*

(Ax)2 1U-B*T*'
A - 21 H 12r 12 + J?*
A3 _ -^A2-^A3-p^ 144-i?*T*'

A4 + 2 A o — 2 Jl o — -

(8.8)

(8.9)

4 ^ 2 3 (Ay)2 144 -R*T*'
La derivee seconde mixte s'ecrit alors:

f77\ ^i ^Vn+i, n + A2 i^_ly ^ + A3 i^ n+1 + A4 ^ n_1 + A5 Fm+lf n+1

+ A6 Fm_ln+1 + A7 Fm+ltn_1 + A8 J^_ijtl_i — (Ax 4- A2 + A3 + A4 + 4 JT3) ^
• Af,™ ,*, A(

!^zm>w Ja^m>ra (8.io)
ra,n A9 0^2 -Aj¦ dx2 11] dy

IV. Deduction des efforts de membrane

§ 9. Valeurs des efforts sur le contour

En appliquant la relation (7.8) ä tous les points interieurs du reseau, on
obtient un Systeme d'equations lineaires ayant comme inconnues les valeurs
de la fonetion F aux points interieurs aussi bien qu'aux points du contour.

Si les valeurs marginales sont connues, le probleme a une Solution unique
et consiste dans le resolution d'un Systeme d'equations lineaires avec autant
d'inconnues. En appliquant les relations (2.6), on determinera les valeurs des
efforts dans tous les points interieurs du reseau.

Si la coque s'appuie sur quatre tympans, comme on l'a indique au § 3, les
efforts longitudinaux Sx et Sy resultent directement de l'equation d'equilibre
(2.3) — voir la relation (3.2). Lorsque l'intensite de la charge aux coins est
differente de zero, les coins sont des points singuliers (dans l'hypothese de

membrane).
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Un procede special doit etre utilise pour la determination des valeurs des

efforts tangentiels sur le contour, parce que les differences (8.10) necessitent
la connaissance des valeurs de F dans les points exterieurs.

Nous allons nous occuper du cas oü l'etat de contrainte est symetrique
par rapport aux deux axes de coordonnees.

Soit un point (m,i) situe sur le bord x x0 (fig. 6).

X
o,n+1

\P,n m,/i^yyyyyA
o,n-f

yyyy^

m-1,i+1 ^ m,i-h1 /r)+1,i+1

m-1,i <A ™>l fl7+f,i

i
my /-/ m-rfj-f

*

\ >3

A^
J 1

" 1
#7,0-2- \

m+1,o \> £
0

FiSy. 6. Nee

+ Ax —

uds dans

i
i la regic>n du bovd.

d2F •

Puisque SX}mi m^x 0, l'equation (8.2) devient:

Lm+l,i(-i)

(9.1)12(Jy)8y (Ax^yf^Z^+
r« ^-^ rM dx2 ¦

Tous les termes du membre de droite sont connus.
Une expression similaire peut etre ecrite pour un point (j, n) situe sur le

bordi/ 2/0.

L'equation du type (9.1) peut etre appliquee pour tous les points du
contour, y compris les coins. Ainsi peut-on ecrire autant d'equations que d'inconnues

moins une.
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La derniere equation peut etre deduite en exprimant 1 'equilibre global de la
coque, selon la relation (4.4). Les integrales doivent etre calculees numerique-
ment, par exemple avec la formule de Simpson.

Si l'on admet que le point m, n comcide avec le coin de la coque et que les
nombres m et n sont pairs, la relation (4.4) s'ecrit finalement:

Ax(4Tm)1tg<Pl + 2Tm)2tg<p2 + 4Tm}Ztgcp^
+ 4^m,n-ltg?n-l + ^,ntg9?n)+^
+ 4^3,ntg03+ ' * ' +2Tm_2^tge/rm_2 + 4 7Tm_ljntgJ/rm_1

+ 2Tm.ntg0J -|$.
Si l'on remplace maintenant les efforts tangentiels par les expressions

correspondantes fournies par (8.10), on obtient la derniere equation necessaire.
En raison de la symetrie par rapport aux deux axes, l'etude peut etre limitee
ä un quart de coque.

Pour le cas d'un seul axe de symetrie, le probleme se complique du fait
que, sur le bord, la fonetion F a une Variation lineaire, ce qui engendre une
inconnue supplementaire F (fig. 4). En raison de la symetrie simple, on peut
se limiter ä une moitie de coque. Par contre les equations d'equilibre global
doivent etre associees toutes trois.

§ 10. Singularites

Les valeurs des efforts aux coins peuvent etre determinees meme sans
connaitre la Solution generale des equations precedentes, en utilisant les

expressions des efforts en sections inclinees.
Avec les conditions marginales

(a angle des deux bords), on obtient

#a Sy sin2 oc + 2T sin a cos a 0,

Taß — Sy sin a cos a — T (cos2 a — sin2 oc).

Comme Sy est donne par la relation (3.2), il resulte des equations precedentes

r ^ ^tga.

Lorsque a 7i/2, c'est-ä-dire que les deux bords sont ä angle droit, la
formule donne des efforts tangentiels infinis au coin.

L 'equilibre ne peut en effet etre assure au coin par les efforts de membrane
Sx Sy 0. Comme le gauchissement de la surface est nul, les efforts tangentiels

devraient etre infinis ce qui est contraire au sens physique du probleme.
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Nous admettrons donc que, dans le voisinage des coins, les efforts
longitudinaux ne sont pas nuls, mais presentent des sauts qui impliquent des sauts

egaux, mais de sens oppose, des efforts tangentiels. En realite, ä la suite du
travail d'ensemble de la coque et des tympans, la presence des efforts normaux
aux coins fait que les efforts tangentiels restent finis; de plus, les charges sont
aussi transmises partiellement par flexion.

Pour satisfaire ä la condition de dualite des efforts tangentiels, M. Soare
[9] a propose que les corrections Sx et Sy soient egales. De (2.3) on deduit
alors:

" s» [-£ij; (1(U)S„

Soit Tc la valeur finie des efforts tangentiels aux coins. Si l'on representait
graphiquement la Variation de T le long d'un bord, par exemple x x0, il
resulterait une courbe semblable ä celle representee ä la fig. 7, qui pour x -> xQ

tend asymptotiquement vers l'infini. L'accroissement rapide des ordonnees se

produit sur un intervalle tres restreint dans le proche voisinage du coin (de
l'ordre 0,05 x0).

A proximite du coin, la courbe reelle s'eloignera de la courbe deduite de la
theorie de membrane et atteindra la valeur maximum Tc. L'intervalle sur
lequel a heu ce raccordement, et de meme l'allure de la courbe de raccorde-
ment, ne peuvent etre deduites theoriquement; de petites variations sont
depourvues d'interet pratique.

Pour simplifier, on peut admettre que la Variation est lineaire sur une
longueur £, respectivement £. La valeur de Tc se determine apres, en ecrivant
l'equation d'equilibre global (4.4).

H-f-l (10.2)

K5»

_L

K°

r-r~
x/2

Fig. 7. Raccordement des efforts tangentiels au coin.
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La discontinuite du coin sera ensuite raccordee sur les intervalles £, £.
D'autres Solutions ont ete donnees par M. G. Salvadori [6] et M. et

Y. Mihailescu [10].
Cette singularite disparait si l'intensite de la charge aux coins est nulle.

V. Exemple de calcul

§ 11. Coque de translation avec directrices circulaires

Soit ä determiner la fonetion de contrainte dans une coque en beton arme,
recouvrant une surface rectangulaire en plan. La surface mediane est une
surface de translation admettant pour courbes directrices deux arcs de cercle

(fig. 8 a, b).
Donnees numeriques: dimensions dans le plan: lx 22,50 m, ly — 18,00 m.
Fleches des deux tympans: /x /2/ ^/7,5 3,00 m.
Epaisseur de la coque: 8 8 cm.
Intensite de la charge: p 300 kg/m2 (supposee uniformement repartie en

projection horizontale). Composantes de la charge exterieure X=Y 0,

Z P p.

ö=8cm
fy^3,00m3.00*

z\
*o
to

CT^
t£>

fx=3,00m

02 12 2.2

0,1 i,i 2.1
xy

¦^ fu=uooao w 2,0b

AX-+
**&.##̂ ?

l =22.50m

Fig. 8. a) Surface de translation avec deux arcs de cercle comme directrices.
b) Reseau adopte.
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Avec les notations precedentes, les rayons des cercles directeurs sont
donnes par les relations

ll fx _
241

a"8t + ¥ " 24(T* 22,59 m;

L'equation de la surface mediane s'ecrit

&=J|_ + ^ 15,00 m.

z a + b— ial — x2— ib2 — y2.

Les derivees partielles successives ont pour expressions:

dz_

dx

d2z

dx2

|^ 3a2x(a2-x2)-V2;dx

x (a2 — x2)~112 ;

a2(a2-x2)-*2; t

d^r
dx̂ 3a2(a2 + 4x2) (a2-x2)-1'2;

dy
d2z

dy2

dt_

dy
d2t

y(b2-y2)-V2;

b2(b2-y2)-*2;

Zb2y(b2-y2)-V2;

3b2(b2 + 4,y2)(b2-y2)-7'2.

Dans le cas de quatre intervalles egaux (JV 4, Ax lx/4:, Ay lyj4), la
matrice du Systeme d'equations est presentee dans le tableau 2.

Les elements necessaires pour le calcul figurent dans le tableau 3 et les
coefficients A* et X* dans le tableau 4.

En introduisant les valeurs numeriques des coefficients X* et A* dans le
tableau 2, nous trouvons le Systeme d'equations dont la matrice est donnee
dans le tableau 5. Les Solutions F figurent dans les deux dernieres lignes.

Afin de mieux pouvoir apprecier 1'approximation donnee par la methode
plurilocale, on a calcule la valeur de F0 0 en divisant les portees lx et ly seule-

Tableau 5

F0,o Flt0 Fo,i *Vi Terme libre1)

+ 1,668 194 3

-0,609 978 5

-0,710 892 9

-0,129 815 0

- 0,652 344 5

+ 3,197 324 8

-0,305 184 5

-0,728 890 3

-0,682 160 5

-0,285 946 3

+ 3,614 562 0

-0,736 334 3

-0,333 689 3

- 1,405 475 1

- 1,582 407 2

+ 3,449 709 2

+ 0,500 000 0

+ 0,908 482 2

+1,000 000 0

+ 0,908 482 2

+ 1,133 019 5

+ 0,070 813 7
+ 0,875 476 8

+ 0,054 717 3
+ 0,869 612 5

+ 0,054 350 8
+ 0,676 583 8

+ 0,042 286 5 2)

i) Multiplicateur V (A y^
¦¦

ro
2) Multiplicateur pal%.

16 pal2y.



34 A. A. BELES - MIRCEA SOARE

ment eti deux intervalles (Ax lx/2, Ay ly/2), selon la formule

F» -2(A*\t^X*) °,0706085^.

Si Ton admet que les erreurs sont proportionnelles ä (Ax)5 et (Ay)5, la
valeur probable de i^00, calculee avec la methode d'extrapolation de Richard-
son, s 'eleve ä

Fffi 0,070 820 3 pal2.

Les calculs ont ete repetes en utilisant les equations aux differences finies
habituelles (paraboles du second degre) avec iV^ 2, 4, 6 intervalles.

Les valeurs de F une fois connues, les derivees secondes, exprimant les

efforts, peuvent etre deduites tout aussi simplement. De la sorte on a calcule
la valeur de l'effort longitudinal £^0,0-

Les resultats sont compares dans le tableau 6.

Tableau 6

N

Valeur de Fo,o/pall Valeur de Sx,o,o/pa

Methode de la
parabole

Methode
plurilocale

Methode de la
parabole

Methode
plurilocale

2

4
6

00

0,06365
0,06820
0,06960
0,07085

0,07061
0,07081

0,07082

-0,5092
-0,5147
-0,5160
-0,5171

-0,5170
-0,5170

-0,5170

On voit de cette maniere 1'approximation excellente que fournit la methode
plurilocale, meme avec un nombre tres reduit d'inconnues.
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Resume

Les auteurs exposent d'abord brievement les equations d'equilibre ele-

mentaire et d'equilibre global pour une coque de translation, en se limitant
ä l'etat de membrane; ils traitent egalement les conditions au contour. Ils
donnent ensuite une Solution numerique ä l'aide de differences finies.

Cette nouvelle methode, appelee par les auteurs methode plurilocale, est
basee sur une association plus intime de l'equation aux derivees partielles ä

integrer et du developpement en serie de Taylor de la fonetion inconnue.
Par rapport ä la methode aux differences finies habituelle, basee sur la

parabole d'interpolation du second degre, la methode plurilocale permet une
approximation bien meilleure, meme pour un nombre reduit de nceuds.

La theorie est illustree par une application numerique; il s'agit d'une

coque de translation dont les deux directrices sont des arcs de cercle.

Zusammenfassung

Nach einer kurzen Darstellung der elementaren und allgemeinen
Gleichgewichtsgleichungen der Membrantheorie für Translationsschalen sowie der
Randbedingungen geben die Autoren eine numerische Lösung des Problems
vermittelst der Differenzengleichungen.

Die neue Methode, von den Autoren als Mehrstellenverfahren bezeichnet,
beruht auf einer engeren Verbindung der zu integrierenden partiellen
Differentialgleichung mit der Entwicklung in eine Taylor-Reihe der unbekannten
Funktion.

Im Vergleich mit der gewöhnlichen Differenzenmethode, wo die Inter-
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polation auf einer Parabel zweiten Grades beruht, führt das Mehrstellenverfahren

zu einer besseren Genauigkeit, auch für eine geringe Knotenzahl.
Die Autoren geben eine Anwendung der Theorie auf eine Translationsschale

niit zwei kreisförmigen Leitkurven.

Summary

After a short presentation of the elementary and over-all equilibrium equations

in the membrane theory of translational shells, as well as of the boundary
conditions, a numerical Solution by means of finite differences is given.

The new method, called by the authors the multilocal method, is based on a
close association between the partial equation which must be integrated and
an expansion in Taylor series of the unknown function.

In comparison with the usual method of finite differences, based on a
second degree parabola for interpolation, the multilocal method allows a better
approximation even for a reduced number of knots.

An application of the theory to a translational shell with two circular
directrix is given.
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