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Ici

Le voilement des plaques planes sollicitees dans leur plan

Das Ausbeulen der Platten

Buckling of plates

CH. MASSONNET
Charge de Cours ä l'Universite de Liege

Dans les recherches experimentales sur le voilement des plaques, il
est extrememenl difficile de noter le moment precis oü l'on atteint la charge
critique de voilement. Cette difficulte est due ä ce que tout montage
experimental est necessairement imparfait : la plaque possede inevitablement
une certaine courbure initiale et le dispositif de mise en charge applique
toujours les forces avec une certaine excentricite.

II en resulte qu'il se produit toujours un voilement par divergence
precede de grandes deformations. Or, au für et ä mesure que croissent
celles-ci, il croit aussi dans le feuillet moyen de la plaque des tensions de
membrane que la theorie usuelle ignore, et qui perturbent le phenomene
de voilement. Ces tensions de membrane empechent la plaque de prendre
de grandes deformations transversales, de sorte que la courbe de la fleche
transversale en fonction de la charge presente l'aspect de la figure 1, sans
point d'inflexion bien marque.

Les circonstances que je viens de rappeler brievement ont ete
particulierement mises en evidence dans tous les essais executes pour etudier
la stabilite des ämes de poutres ä äme pleine, en particulier ceux de
MM. Gaber, Moheil, Wästlund et Bergmann. La perturbation introduite
par les tensions de membrane est particulierement genante dans les poutres
soudees, parce que la soudure produit inevitablement des gauchissements
des pifeces d'essai.

Dans les experiences sur plaques isoiees, telles que celles de MM. Sey-
del, Lahde et Wagner, Kollbrunner, les circonstances sont plus favorables,
mais l'instant exaet du voilement reste cependant difficile ä noter.

Avant d'entreprendre des essais nouveaux sur poutres soudees, j'ai
essaye de me rendre compte theoriquement de l'ordre de grandeur des
tolerances qu'il faudrait imposer ä la planeite des ämes pour obtenir des
charges critiques de voilement suffisamment marquees.

Le probleme non lineaire de la flexion des plaques aecompagne de
grandes deformations obeit ä deux equations simullanees aux derivees
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Fig. 1. Allure generale de la courbe de la fleche
transversale en fonction de la charge.

partielles du quatrieme ordre, dues ä von Kärmän ('). II est aise de gene-
raliser ces equations pour le cas oü la plaque presente une courbure
initiale. Appelons :

w0(x,y)
io, (z, y)

F(i,y)

h

D
Eh3

12(1 — V)

7t

la deformee initiale de la plaque ;

sa deformee additionnelle elastique ;

la fonction de tension definissant l'etat de tension de
membrane ;

l'epaisseur de la plaque;

sa rigidite ;

la charge transversale par unite d'aire ;

le coefficient de Poisson.

On trouve les equations suivantes

AAF E 3?(ui0-J-ui,)|* 3*(u;0 + u© 3*(ui„ + w,)
dxdy dx' dy'

(/9;U)q\2 d'wa d'w0
\\dxdy) dx'

'
dy'

l\l\w. Ji_
~D

3!F d'(w0 + w,) d'F d'iw, -f- u>,)
(1)

3y' ox dx' 3y'2

_0d*F ai(w0-ftü,)
dxdy dxdy

L'analyse exacte d'une plaque rectangulaire legerement courbe par
ces equations etant en dehors des possibilites pratiques, j'ai examine le
cas plus simple d'une plaque circulaire legerement courbe, encastree sur
son pourtour et soumise ä des forces radiales de compression p uniformement

reparties (fig. 3). Dans ce probleme, la deformation presente la symetrie
de revolution et la seule variable independante esl le rayon r, de sorte

que le laplacien A se reduit ä

ds 1 d
~ct7r^rT"lF '

(') Voir, par exemple, ä ce sujet S. Timosiik.nko, Theorie de la Stabilite elastique. Beranger,
1943, pp. 310 et 311.



VOILEMENT DES PLAQUES PLANES 293

Les equations generales (1) prennent alors la forme plus simple
' d* 1 d Wd'F 1 dF\_ v \ d'(w0-^w,) 1 d(tü0-j-tü,)
dr2 + r

' dr [ dr2 + r
'

dr

1 d \ I d'w, 1 dw
dr' r dr \ dr2 r di

2L +

dr' r dr
t

d'w0 1 dw0 j
"*" dr2 r dr j

h

D

r 1 dF d^ui. + to,)
/i ~r r dr dr'

©
d'F 1 d(w0-\- tu,)
dr2 /• dr

(2)

Les tensions principales de l'etat de tension de membrane sont radiale
et circonferentielle ; elles valent respectivement

1 dF d'F
ffr • —j— et <J — —j-r-z- dr dr2

Les conditions aux limites sont

dw
w —, — 0

dr
\ sur le bord (r R) (3)

1 dF i
<rr — — p, \

7- dr '

si l'on compte les forces p positivement en compression.
Le probleme de voilement correspond evidemment ä q 0 ; il a ete

resolu en adaptant au cas d'une plaque legerement courbe la methode pro-
posee par Friedrichs et Stoker pour une plaque parfaitement plane (2). Je
renvoie ä leur memoire pour le detail de la methode et ne donnerai que les

renseignements strictement indispensables.
Le rayon de giration d'une section droite de la plaque vaut

\ EhEh |/12(1-V)
ä condition de poser

_ 1

Y_ 1/12(1-71*)"'
Introduisons le rapport

h

(4)

qui est l'inverse du «degre d 'eiancement» de la plaque.
Bapportons le probleme ä la nouvelle variable independante sans

dimensions
Ar

a=-R-> (»)

oü A est une constante provisoirement indeterminee.

(2) K. 0. FniEDnicBS, et J. J. Stoki-h, Journ. of Appl. Mech., mars 1942. pp. 7 a 14.
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Adoptons comme fonctions inconnues, ä la place de F et wt les
quantites sans dimensions

1 1 dF 1 R dw0
et k -rr— • — • —— (i)AVE 7- d7- A© r dr

Caracterisons la deformee initiale de la plaque par la fonction

1 R dw0
A T| 7' dr

Integrons une fois les equations (2) — avec des constantes
d'integration nulles — puis introduisons les notations ci-dessus ; il vient

F-S-f'-SJ-W».
I ±"£(*£)+«c*+«-- i

Les conditions aux limites (3) s'ecrivent ä present

k 0

(9)

•it- poura= A (10)

ä condition de poser
/'

AVE (11)

Comme on ne desire determiner que l'allure du phenomene de
voilement, il s'indique de choisir comme deformee initiale de la plaque une
forme aussi simple que possible. Si l'on adopte la deformee parabolique

u>, BtiR(1—gj-J, (12)

on constate que la fonction k0 se reduit ä la constante

2 B
0 — ~1J

ce qui simplifie sensiblement les calculs ulterieurs.
La fleche initiale de la plaque vaut dans ce cas

/0=Br1R=Byh,
d'oü

B=-4-. (13)
y/i

Pour resoudre le Systeme d'equations (9), on represente k et n par des
series de puissances. Le probleme etant symetrique par rapport au centre
de la plaque, ces series ne contiennent que des puissances paires de a et
sont de la forme

*= £ *„««", fc= £ k„?2
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En les introduisant dans les equations (9), et en egalant les coeffi-
cients des memes puissances de a dans les deux membres, on obtient les
formules de recurrence suivantes pour n et k :

27i(2n + 2)T:„ l ]? fcifc;.+ Aäfcn_, j
''+J' n~1 '

(15)

2n (2n + 2)/c„ - V n,kj _-HJL *„_,
1+3 n-i A J

On peut se donner arbitrairement les valeurs des deux premiers coef-
ficients k0 et tz0 des series (14). On calcule ensuite les coefficients suivants
ä l'aide des formules (15).

II reste ä determiner la constante A ; eile se determine ä l'aide de la
premiere condition aux limites (10)

k=0 pour a=A, (10)

qui s'ecrit explicitement
0 ko4©qA2 + fc2A4+/©A6+.... (16)

A est la plus petite racine de cette equation transcendante. On doit la
determiner par tätonnements. Une fois A trouve, on calcule la valeur de
la fonction tu pour a A, puis l'intensite de la force de compression p
appliquee au bord de la plaque par la relation

p AVETc(a A)

La charge critique de voilement de la plaque parfaitement plane
vaut O

pcr 14,68 t)2 E,

de sorte que l'on a

p A*7t(cl A)

Per 14,68 '

Enfin, la fleche de la plaque en son centre vaut

/=7jR f kotda -flR^kB^-\-ki~-{-kt~+...)
d'oü

La convergence des series (14) diminue au für et ä mesure que le

rapport augmente. Pour obtenir une precision süffisante, on doit
Per

pousser les calculs jusqu'aux coefficients d'ordre 10 pour les valeurs de

voisines de 1 et jusqu'ä ceux d'ordre 20 pour =2.
Per Per

(3) Ce resullat est etabli dans la plupart des trailes d'elasticil6; voir par exemple S. Timoshenko,
Theorie de la Stabilite elastique, p. 355.
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Les calculs numeriques ont ete effectues pour 35 couples differents de
coefficients k0 et tc0

Comme resultat de ces calculs extremement laborieux, on peut tracer,
pour chaque valeur de la courbure initiale de la plaque, la courbe de Variation

de la fleche relative —=- en fonction de la charge relative -^—
T/1 Per

Rappeions que
I

y —- _ 0,303 pour l'acier)r
1/12(1 —V)

Le diagramme de la figure 2 represente une serie de ces courbes, cotees

en valeurs de la fleche initiale relative —— II resulte de ce diagramme que,

:0,25, le point d'inflexion dememe pour la faible courbure initiale —j-
la courbe est ä peine marque et l'apparition de l'instabilite tres malaisee
ä saisir.
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Fig. 3 (ä gauche). Plaque

circulaire encastree

soumise ä des
forces radiales de
compression.

Fig. 4 (ä droite). Loi
de Variation du carre
de la frequence en
fonction de la charge.

Si l'on admet que les resultats precedents sont applicables ä une plaque
carree de 1 metre de cöte et 5 millimetres d'epaisseur, il faudrait, pour y
observer un phenomene d'instabilite nettement marque, que —j- soit de

l'ordre de 0,10, c'est-ä-dire /0 de l'ordre de

0,10yh 0,10X0.303X5 0.1ö mm,
ce qui est extremement malaise ä realiser pratiquement.

Par exemple, dans les essais de MM. Wästlund et Bergmann (4), le

rapport
/.

est compris entre 1,2 et 6 et vaut 3,5 en moyenne. II est

donc comprehensible que ces auteurs n'aient pu mettre en evidence l'ap-
parition de la charge critique.

La methode statique habituelle ne convenant donc decidement pas pour
determiner la charge critique de voilement, j'ai pense ä utiliser une
methode vibratoire que j'avais developpee theoriquement dans un memoire
paru en 1940 (5). Cette methode non destructive est basee sur le fait que
la frequence propre de Vibration d'un Systeme elastique, charge de forces
capables de produire son instabilite, diminue lorsque croissent ces forces
et s'annule au moment precis oü le flambage se produit. La loi de Variation

du carre de la frequence en fonction de la charge a generalement Failure

de la figure 4. Ce procede a ete utilise experimentalement sous une
autre forme par M. Kollbrunner pour mesurer la charge critique de flambage

des arcs.
Cette methode ne peut s'appliquer teile quelle ä l'etude du voilement

d'une plaque legerement courbe, parce que les tensions de membrane qui
croissent dans le feuillet moyen avec les deplacements transversaux de ce
feuillet, au für et ä mesure que la charge augmente, ont un effet stabili-
sateur. On peut donc prevoir que la frequence de Vibration, apres avoir
decru, doit passer par un minimum puis recommencer ä croitre, comme
l'indique la courbe en pointille de la figure 4.

Le probleme est de savoir de combien la courbe experimentale s'ecarle

(4) G. Wästlund et St. Bercmann, Buckling of webs in deep steel I girders, Stockholm, 1947,
205 pages.

(*) Ch. Massonnet, Les relations entre les modes normausr de vibralion et la stabilite' des
svstimes elastiques (Bulletin des Cours et Laboratoires d'essais du Genie civil, t. 1er, n08 1 et 2,
Hege 1940, 353 pages).
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de la courbe theorique et si l'on peut encore deduire de cette courbe la
charge critique avec une precision süffisante.

Pour obtenir des renseignements quantitatifs ä ce point de vue, j'ai
repris les calculs relatifs ä la plaque circulaire comprimee radialement,
que j'ai etudiee plus haut. II est assez simple de calculer, par la methode
de Ritz, la frequence propre des petites vibrations de la plaque autour de
sa position d'equilibre legerement courbe, en tenant compte de l'effet des
tensions de membrane.

En repetant ces calculs pour toute la serie de valeurs des forces de
compression p envisagees plus haut, on arrive ä tracer le diagramme de la
figure 5, qui donne la Variation du carre de la frequence relative de
Vibration avec la tension relative de voilement, pour diverses valeurs
de la courbure initiale de la plaque.

On voit que, pour —=- inferieur ä un, on peut obtenir une bonne

valeur de la charge critique en extrapolant la courbe experimentale de
frequence parallelemenl ä la courbe theorique et en cherchant son inter-
section avec l'axe des abscisses.

J'espere pouvoir ausculter prochainement, par cette methode, les dif-

fw.
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0,2 OA o,e 0,8 1,0 1,2 1A1,4 i* 2.0 2? 2.4-

Fig. 5. Variation du carre de la frequence relative de Vibration avec la tension
relative de voilement pour diverses valeurs de la fleche initiale relative ©-.
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ferents panneaux d'une poutre ä äme pleine soumise par des verins
hydrauliques ä de nombreuses combinaisons differentes de charges.

Pour terminer, je voudrais completer la discussion qui precede par
quelques constatations qui decoulent de la comparaison de la theorie usuelle
du voilement avec les essais et les observations faites sur les ouvrages
construits.

En ce qui concerne l'allure du phenomene de voilement, il faut
distinguer soigneusement les plaques maintenues ou meme raidies sur leurs
bords — comme les panneaux de poutres ä äme pleine — et les plaques
comportant un ou plusieurs bords libres. Les considerations qui suivent
ne s'appliquent en principe qu'ä la premiere categorie de plaques.

II semble qu'on ait ete hypnotise jusqu'ici par la theorie lineaire du
voilement des plaques, qui ne fournit cependant qu'une description
incomplete (sinon erronee) du phenomene reel.

Les experiences faites sur des poutres ä äme pleine completes montrent
que la charge critique theorique de voilement, non seulement peut etre
difficilement mise en evidence, mais encore ne constitue pas necessairement
une limite dangereuse. A l'appui de cette affirmation, je citerai les faits
suivants :

a) Quand on lit la lilterature technique consacree au voilement, on
constate que les coefficients de securite proposes ont ete sans cesse en
decroissant depuis 1,8 et 2 ä l'origine jusqu'ä des valeurs proches de l'unite
(essais de MM. Wästlund et Bergmann);

b) II existe de nombreux ponts ä äme pleine de grande hauteur oü
l'äme manifeste en service un debut de voilement variable avec I'intensite
des charges, l'insolation, etc. Ces ouvrages ne s'en comportent pas moins
parfaitement;

c) On autorise couramment en construction aeronautique de larges
depassements de la charge critique theorique el il n'en resulte aucun
inconvenient;

d) Enfin, meme dans le cas de plaques libres sur certains de leurs
bords, on peut constater que le voilement n'entraine pas necessairement
la rupture. Le professeur Hartmann rapporte des essais de flambage d'une
poutre en T ä parois minces comprimee axialement (6) dans lesquels il s'est
manifeste d'abord un voilement de l'äme en plusieurs ondes ; mais ce
voilement s'est bientot stabilise et la rupture de la piece a eu lieu par flambage

d'ensemble en une demi-onde.
En resume, meme si le voilement theorique de l'äme se produit dans

le domaine elastique, la rupture d'une poutre ä äme pleine par insuffisance
de l'äme est un phenomene complexe oü interviennent entre autres la
courbure initiale de l'äme, la rigidite de son encadrement et les proprie-
tes plastiques du metal. La charge critique theorique, qui ne tient pas
compte de toutes ces circonstances, ne saurait donner ä eile seule une idee
exacte de la resistance reelle d'un panneau d'äme. II est d'ailleurs pcril-
leux d'appliquer directement ä des panneaux d'äme les resultats experi-
mentaux obtenus sur des plaques isoiees articulees sur leurs bords, parce
que les conditions aux limites sont tres differentes dans les deux cas.

II est parfaitement possible que des panneaux d'äme presentant une
courbure initiale appropriee, voulue par le construeteur, soient plus resis-
tants qu'un panneau parfaitement plan. Ce point meriterait d'etre eclairci
par des recherches experimentales.

(6) F. Hartmann, Knickung, Kippung, Beulung, pp. 175 a 183, Vienne, F. Deulicke, 1937.



300 Id. CH. MASSONNET

Resume

II est tres difficile de realiser des essais mettant en evidence la charge
critique de voilement des ämes de poutres ä äme pleine. Ce fait provient
de la naissance, dans le feuillet moyen de la plaque, de tensions de membrane

qui perturbent le phenomene.
L'auteur donne les equations generales du voilement non lineaire

d'une plaque ä legere courbure initiale. Par l'etude d'une plaque circulaire
comprimee radialement, il montre que la charge critique n'apparait que si
la plaque est d'une planeite exceptionnelle.

L'auteur propose ensuite une methode vibratoire non destructive pour
determiner la charge critique. L'etude vibratoire de la plaque circulaire
montre que ce procede a des chances de donner de bons resultats.

En terminant, l'auteur souligne toute la complexite du phenomene de
voilement des ämes et fait des reserves concernant la signification des

charges critiques deduites de la theorie lineaire des plaques.

Zusammenfassung

Es ist sehr schwierig, Versuche zur Bestimmung der kritischen Beullast

der Stege von Vollwandträgern durchzuführen. Dies rührt davon her,
dass in der Mittelebene der Platte Membranspannungen entstehen, die den
Vorgang stören.

Der Verfasser stellt die Grundgleichungen des nichtlinearen Ausbeulens

einer Platte mil leichler Anfangskrümmung auf. An dem Beispiel der
radial gedrückten Kreisplatte zeigt er, dass die kritische Last nur dann in
Erscheinung tritt, wenn die Platte aussergewöhnlich eben ist.

Der Verfasser schlägt dann zur Bestimmung der kritischen Last eine
zerstörungsfreie Methode mittels Schwingungen vor. Die Untersuchung
der Kreisplatte zeigt, dass dieses Verfahren Aussichten auf gute Ergebnisse

hat.
Der Verfasser unterstreicht abschliessend die Mannigfaltigkeit des

Ausbeulvorganges von Stegblechen und macht Vorbehalte gegenüber den
kritischen Laslwerten, die aus der linearen Plattentheorie abgeleitet
werden.

Summary

It is very difficult to create tests which will show the critical buckling
load of the web of full-web girders. This fact arises from Ihe creation,
in the middle plane of the plate, of membrane stresses which perlurb the
phenomenon.

The author ciles general equations of the non-linear buckling of a

plate having a slighl initial curvature. By sludying a radially compressed
circular plate he shows that the critical load will only appear if Ihe plate
is of exceplional planeness.

The author then proposes a non destructive vibratory method to
determine the critical load. The vibratory study of the circular plate shows
that it is likely that Ihis method will give good resulls.

In conclusion, the author stresses the whole complexily of the
phenomenon of buckling of plates and makes some provisos regarding the
significance of critical loads deduced from the linear theory of plales.
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