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Aus dem Unterrichte in der Mathematik

~ Zwanglose methodische Betrachtungen
von K. Keller, Winterthur. .

Praktische Vorteile beim Rechnen.

Die Umrechnung englischer Miinzen in Dezimalen von Pfund (£).
Um shillings (s) und pence (d) in Dezimalen von £ auszudriicken, mul-
tipliziert man die s mit 5 und erhiilt Hundertstels-Pfunde, die d mit 41/¢
und erhilt Tausendstels-Pfunde; denn

1
1 S:Q6£:0,05 £ und

L % 4
1 d=540% = 5000 % = 1000 %
7.B. £10.12.8 = £ 10,
, +5.12= 60
4446 .8 = 333 ..
£10,6533 .

Umgekehrt dividiert man die Hundertstels-Pfund durch 5 und er
halt die s, die Tausendstels-Pfund durch 4'/s und erhalt die d.
7.B. £107632—=£10.15.3

76:5=—=15 s
13,2 ... 1L
20

Die Umrechnung von Fahrenheitgraden in Zentesimalgrade und
umgekehrt geschieht nach der Formel:

b
n? F:(n—32)ﬁq~o(}

Da aber %: 0,685 ..

O o (R L ¢
=3ty oteaot
g0 braucht man von der Differenz n— 32 nur die Hilfte zu nehmen

und zu dieser den 10.und den 100. Teil zu addieren.
74 —32

Z.B. WOF =" = (2142140210 C)
933 C
- —6 — 32
Ferner —6° F=——7——=(—19—19—0,190 C
—_9110C

Fir die Vefwandlnng von Celsiusgraden in solche des Fahrenheit-
schen Thermometers haben wir die Formel:

n°C=-g—n—|—32° F
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C [3

Da aber —;—:2——%, so haben wir von dem Zweifachen der Cel-

siusgrade den 10. Teil davon zu subtrahieren und zur Differenz 32 zu
addieren.
Z.B. 86°C=("2—"72-}32°F=968"F
cund —200C=(—40— —4)}- 320 F=—4°F

Umformungen der Proportionen.
Pag. 10, Bodmer III.

Zur Befestigung der Lehre von den Proportionen in der 2, Klasse
diirfte es angezeigt sein, statl der Aufgaben 60, 61 und 62, welche im
Grunde Gleichungen mit mehreren Unbekannten sind, durch eine Zu-
sammenfassung in allgemeinen Zahlen die Umformungen einer Pro-
portion darzustellen, etwa in folgender Weise.

Wenn die Proportion a:b=c:d richtig isi, so ist auch

a2t bh.z=e 1d und%:-g::c:d
21e zb, =e.z:dz unda:b:%:%
B)a.z:b.z:c.)-':d.yLlnd-z-L—:—b—=E:—g-

' Z -z ¥y
V8.2 b =0.%;d und%:b:%:d
b- g b P - |0 unda:éxcz-(-i-
- Z Z
Glaz b =g :—CL und & i b=c¢ : dz

Z Z

7 a :b.z:% d unda:%—:cz d

8) (a4hb):b=(c4+d):d
Die letzte Umformung 8) fehlt im Buche. Sie ist aber notwendig
bei der Bildung des Volumens des Pyramidenstumpfes, wenn man die
quadratische Gleichung umgehen will; z. B.
G:o =th-tx2:z
VG:Vg=h+x :x
(]/G Vc)']/ozll - X
wodurch eine Gleichung vom 1. Grade entsteht, aus welcher die Un-
bekannte x berechnet werden kann,
Auch bei Berechnung der Linge des geometrischen Erdsch'tttens
leistet die Umformung 8) wertvolle Dienste.
In der folovenden Figur (siehe Mondfinsternis in Wettstein, Geo-

graphie, pag. 193 ergibt sich aus der Ahnliehkeit der Dreiecke S A C
und EB C:

SC : EC= AS « BE
(SC — EC) : EC=(AS — BE) : BE
- 1_3]'
: Bl AS — BE
und wenn der Sonnenabstand = 149 Mill km,
der Erdradius —= 6350 km,

der Sonnenradius = 696000 km gesetzt wird,
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=rund 1400000 km

=rund 3 > den Mondabstand

geom. Mondsch. I5C — km

Zeichenregel fiir die Multiplikation.

Wenn bei der Multiplikation die Faktoren auch negativ sein kon-
nen, so lassen sich bei 2 Faktoren 4 [Fille unterscheiden:

1) (45)X (-}4) oder allgemein (4-a).(-}-h)

2) (—5) X (+4) (—a +b
3) (-£8) X (—4) (+a)e(—
4) (—H X (—4) (— a) b)

Wenn sich die zwei ersten Fille leicht auf die Addition zuriick-
filhren lassen, so versagt diese Art vollstindig bei den zwei letzten
Fillen, wenn der Multiplikator negativ ist; denn so verstindlich es dem
Schiiler ist, dass der Multiplikand 4 mal als Summand gesetzt werde,
so unverstandlich und nichtssagend ist ihm, "dass der Multiplikand
minus viermal als Summand gesetzt werde. Da kann folgende Ableitung

von Riefli (Bern) gute Dlenste leisten :
ad. 2 Das Produkt von a—a mit b muss gleich 0 sein. Da nun

das Produkt von a mit b=ab, so muss —a rmt b =-—ab sein, um
--ab zu vernichten. —a.b=—ab.

ad. 3) Das Produkt von a mit b — b muss gleich 0 sein. Da nun
a mit b=ab, so muss a mit —b=—ab sein, um |- ab zu vernichten.
a.—b=—ab. ‘

ad. 4) Das Produkt von —a mit b—b muss gleich 0 sein. Da
nun —a . b= —ab nach 2), so muss —a mit —b ﬁlelch |- ab sein,
um — ab zu vernichten. —a.—b=-|-ab.

Hieraus ergibt sich erst, dass die Faktorenverwechslung allgemein
gestattet 1st. -
Das Abkiirzen der Briiche,
Pag. 52, Bodmer IIL

Nr. 435 b) E: Ii, erweitert mit —1 gibt
_—l@=h
T
B |
Nr. 435 ¢) ;’f___d:f : ;‘1{ :1-), erweitert mit — 1
a1
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Die Anwendung auf Gleichungen erfolgt in Nr. 265, pag. 63.

(a—b x=b—a
_b—a
~a—b
—1 (b—4a)
" b—a
=—1
Die Erweiterung eines Bruches mit —1 ist bei besondern Gleich-

ungen des 1. Grades angezeigt, wenn der gewohnliche Weg auf eine
quadratische Gleichung fiihren wirde, z. B.

o==j 6~—5x__1 (der 2. Bruch wird mit

Bx—7T- T—8x — 1 erweitert.)

x—0 B—6 4

=T  Ix—=T

x—b5—bx}6=38x—7
x=28

Zinseszinsen-Rechnung.

1) Berechnung des Endwertes eines Kapitals k zu p %o in n Jahren
mit Zins und Zinseszins.

k = urspriingliches Kapital; ki, ks, . .. kn seien die Kapitalwerte
nach 1, 2...n Jahren.

Es ist der Kapitalwert nach 1 Jahr

kp
ki =k+ 50 k@{wﬂo—k'uwmn14lm
ko = ki —F%Tg—k (1+100)—kv v =kv?

ks = ko —]—I%%a—k (1+100— ==k . v =kV®

i{n —k .yn

Setzen wir in dieser Formel k=1, so wird bei 4%

4
1{1 == (1+I*0—6) :1,04
kw=1@+ﬂif:ﬂ0@=1mm
100 ’ H
a
ks =1 (1 -+ 1%6) 1,04° =—1,124864 etc. d. h. gleich den Werten
in Tabelle a bei 4% auf pag. 31 von Bodmer Ill. Ahnlich erhalt man

die Aufsinsungsfaktoren fir jeden andern Zinsfuss.

Mit Hiilfe der Aufzinsungsfaktoren in Tabelle a pag. 81 kénnen
die Aufgaben 138—148 gelost werden, In der Tabelle fir 8120 ist
ks zu korrigiéren in 1,187686.

Z.1B Nr. 145;

Wert nach 100 Jahren = 31,191408 . 50 000 = Fr. 1 559 570. 40
Wert von Fr. 1559570,40 nach 50 Jahren — 5,684927 .15569570,40 Fr.
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1 559 570,40
7294 855
7797 852000
779 785 200
124 765 632
6238 282
1408 613
31191
10917

8710086,8356 = Fr. 8 r?10 086, 84
2) Berechnung des Anfangswertes, wenn der F Endwert gegeben ist.
Da nach 1) knp = kvn, so ist '

kn '
der Anfangswert k e und wenn ky =1,

1 .
k = wobei v wie frither =1 —1—100

So ist bei 3!/2% z B, wenn der Endwert nach 6 Jahren =1, der
Anfangswert k= %
11,0358
und da nach Tabe] e a 1,036 =1,22925633, 80 ist
ke==1:l 22.]25538 =0,8135006
So sind in Tabelle b die Abzinsungsfaktoren bei 8'/2 und 4 % bhe-
rechnet und darnach sind die Aufgaben 149—152 zu rechnen. Z. B.
Nr. 152: Endwert 15000 Fr. in 40 Jahren zu 3'2%. Anfangswert — 2
Fir 1 Fr. Endwert ist der Anfangswert =0,2525725 Fr,
n 15000 . I " =15000.0,2525725 Fr.
252,572 ' .
51
2h2b 725
1262 863

3788, 3788588 = Fr. 3788, 09

3) Berechnung des Endwertes von n jihrlichen gleichen und zu
Anfang jedes Jahres gemachten Zahlungen.

Zahlung =
1. Jahr Endwert nach 1)=v, wobei v=1 - [_100
%o — (V1) v=v |-v?
3. ” ” = (V ‘{‘“ Ve ‘l— 1) N=V _}.— ve __|__ y3
n. " . Co=v4-vi4vif, yn
Die Werte v, v3, v3, ... etn, sind die Aufnnsungstd[\toren in Ta-

belle a. Durch for Loesetz,te Addition derselben erhilt man die Werte
in Tabelle ¢, z. B. bei 49 Ver zinsung:

1. Jahr Endwert =1,04 .

2 » = 1,044-1,0816 =2,1216

3. n = 1,04--1,0816 -|- 1,124864 — 3,246464

Diese Ijndwerte gleicher jahrlicher Zahlungen sind in Tabelle ¢

fiir eine Anzahl Jahre und fiir 312 und 4 % belechnet Darnach sind
die Aufgaben 153—159 zu berechnen. Z. B.

Nr. 154) Endwert = 500 . 29,269471 Fr. = Fr. 14634,74
Nr. 1567) Jihrliche Linlage =x Fr.; dann besteht die Gleichung
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X . 5,0600152 = 1000, woraus
1000
X = 5,560152
— 180,18 Fr,

4. Berechnung der Annuitit (Jahresleistung) bei
Tilgungsplidnen (Amortisationen).

Aufgaben 160—163 des obligatorischen Lehrmittels.

Da die Berechnung der allgemeinen Formel fiir Annuititen fiir
Schiiler der Sekundarschule zu schwierig ist, stiitzt sich die Losung der
obigen Aufgaben auf die Formeln in 1) und 3). Z. B. Aufgabe 160 c.

Nach 5 Jahren:

Schuld = 200000 . 1,216253 (Tabelle a) = F'r. 243 330. 60
Guthaben = 12000 . 4,416323 412000 (Tabelle ¢)= , 64995. 88

Restschuld nach 5 Jahren (seit Beginn der Schuld,
also am 1. Januar 1899 — Fr, 178 334. 72

Nach 25 Jahren:
Schuld =200 000 . 2,665836 == Fr. 683167.20
Guthaben == 12000 . 40,645908 - 12 000 = , 499750. 90
Restschuld nach 25 Jahren, also am 1.Januar 1919 == Fr. 33416. 30
Da in der Tabelle das Jahr 24 fehlt, so muss die Zahl 40,645908
in Tabelle ¢ fiir 24 Jahre berechnet werden. Man erhilt sie nach.3),
indem man von 43,311745 in Tabelle ¢ fiir 25 Jahre 2,685836 in Tabelle
-a-flir 25 Jahre subtrahiert, wobei zu beriicksichtigen ist, dass in Tabelle ¢
die letzte Ziffer aufgerundet ist. Kine Berechnung auf 8 Dezimalen er-
gibt namlich in Tabelle ¢ 25 Jahre 43,31174462
a2 2,66583633
Differenz = 40,64590829
= 40,645908
Aufgabe 161. Annuitit =x Fr. Dann besteht die Gleichung
X . 30,969202 — 80000 . 2,191123
' X = 0660,13 _
Aufgabe 162. Annuitit—=x Fr  Diese beginnt erst nach dem
1. Jahre, wachst daher in 14 Jahren an auf x.18,295681 (Tabelle ¢, bei
14 Jahren und 3!/2%6). Dazu kommt noch die 15. Annuitit x. Die
Gesamtleistung in 16 Jahren ist somit x . 18,295681 -}- x und wenn diese
die Schuld amortisieren soll, so besteht die Gleichung
x . 18,295681 |- x == 140000 . 1,035 (Tabelle a, 15 Jahre)
x . 19,295681 — 234 518,86
| x = 12155,50
Probe: Fr.12155,60 jihrliche Zahlungen wachsen in 74 Jahren
zu 3'2% an auf 12155,50 . 18,295681 = 222 393,15 Fr.
-+ 15. Annuitit = 12155,60
234 548,65 Fr.
Differenz —= 021 ,
herrihrend davon, dass die in den Tabellen berechneten Werte
fir Kapitalien in der Hohe von iiber 100000 Fr. 2 Dezimalen zu wenig
haben.

n n

%
¥

Bemerkung: Die vorstehenden Ausfiihrungen wollen nicht eine
erschopfende Behandlung der Zinseszinsenrechnung sein, sondern nur
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eine Andeutung, wie dieselbe mit Schiilern der 3. Klasse der Sekundar-
schule behandelt werden konnnen. Die allgemeine Behandlung dieser
Aufgaben setzt die Kenntnis der Logarithmen voraus, wie aus folgen-
dem ersichtlich ist.

Wenn k das Anfangskapital, ka das Endkapital, p der Zinsfuss,
n die Anzahl der Jahre, so lisst sich, wenn drei dieser Grissen ge-
geben sind, die 4. immer bestimmen. So ist nach 1)

kn==kvn und hieraus

1) log kn==logk 4 nlogv

2) logk =log kn— nlog v

3) s 100' kln —log k
0g v

Aus I{n =k.vn fO]gt

kn und wenn beiderseits die n. Wurzel

VI =—— i
k ausgezogen wird,

H

v oder 1 -|- 100—: ]—;{H

! /_k
I\
— —
4) p==100 (l/ o )

' Bei Anwendung der logarithmischen Formeln ist man dann nicht
durch die Tabellen behmdut die nur eine beschrinkte Zahl von Zins-
fissen und Jahren angeben konnen. So miisste dann die Aufg. 145
(siehe in Abschnitt 1) nicht in zwei Teilen gerechnet werden, zuerst
fiir 100 und dann noch fir 50 Jahre, sondern man finde nach 1)

log kyso0 == log k -}~ 150 log 1,035
— 4,6989700 - 150 . 0,0149403498
— 6,9400225
k150 ._8710087 76. Fr.
Die Differenz von Fr.0,92 gegeniiber dem Resultat in 1) ist

leicht erklirlich aus dem Umstande, dass in den Tabellen (1—|—1%0)n

nur auf 6 Dezimalen berechnet ist, was bei einer Multiplikation mit
50000 um 2 Dezimalen zu wenig ist, um die Einer richtig zu erhalten,
Das Resultat ist daher in jener Berechnuncr um oblgen Betrag von
0,92 Fr.zu klein

Terminrechnungen.
Aufgaben 71—76 in Bodmer III.

1) Bestimmung des mittleren Zinsfusses. Folgende Kapitalien
sind simtlich fir m Monate zu verzinsen: k¢ F'r. & py %0; ke Fr.a pa %o;
ks Fr. & p3 . Zu welchem mittleren Zinsfuss wurden diese Kapi-
talien denselben Zins abwerfen?

Der mittlere Zinsfuss x muss so gewihlt werden, dass der Zins
des Gesamtkapitals zu x ®o in 7 Monaten gleich ist der Summe der
Einzelzinse der drei Kapitalien. Iis besteht somit die Gleichung:

(ki-f-ke4-ks).x. m__ ki p1 m ]nz p2 m+k3 ps m

10012 =100.12 1100 12 T 100, 1g° Woraus

ki p1 ke p2 |- ks ps
o ky -} ke - ks
Sind n Kapitalien zu n verschiedenen Zinsfiissen, so erhalten wir
analog wie oben die allgemeine Formel:




— U0 —

Mittlerer Zinsfuss x = kipttkspaf-....knpn
k1 -f-ka-.. .. liu

Dieser Bruch wird im praktischen Rechnen durch 100 abgekiirat,
Wenn z. B, k1 =900 Fr., ke =1000 Fr. und ks=1200 Fr., p1 =4,5 %o.
p2=4,75 %o und p3z=>52%o, so ist x durch foloende Darstellung leicht
erhéltlich:

900 Fr. & 45 %o 40,6 9.45 =405
1000 , & 4,75% 47,5 10.4,75 =475

1200 , ad5 %% 60 ete.
3100 Fr. 148 : 31 =4,77 "
240
230
2. Berechnung der mittleren Verfallzeit. Es seien die Kapitalien
ki, ke, . ... kn alle zu p %o zu verzinsen, ki, zahlbar nach ti, ke nach
tz, .. .. kn nach tn Tagen. Welches ist der mittlere Zahlungstermin

fiir alle Summen ?

Soll die Bezahlung aller Summen nach x Tagen stattfinden, so
muss x so gewithlt werden, dass der Zins der Gesamtsumme in x
Tagen zu p %o gleich ist der Summe der Einzelzinse in den verschie-
denen Verfallzeiten. Es besteht somit die Gleichung:

(ki1 ke-]-... kn)p.x  kipt ke ple “knptn
100, 360 =100.360 T 100 asoJ_r '100, 360’ oraus
k1t1+k2t2~|—....kntn

Mittlere Verfallzeit =

kit kef... .k

Auch dieser Bruch wird wie in 1) durch 100 abgekiirzt, wodurch die
Darstellung vereinfacht wird; z. B.

600 Fr. zahlbar nach 90 Tagen 540 (6. 90 =540)

400 " - 160 " 600 etc.
700 . " v R - 1890
1700 Fr. 3030:17 =178,2

=179 Tage

Sind endlich die Zinsfiisse und Zahlungstermine verschieden, so
berechnet man nach 1) zuerst den mittleren Zinsfuss und dann nach
2) die mittlere Verfallzeit.

Iy P1 -[—ke P2 —l— ... knpn

ki -Fke4.. .. kn

Dann ist die mittlere Verfallzeit x so zu wihlen, dass der Zins
des Gesamtkapitals zum mittleren Zinsfuss in der gesuchten Zeit x
gleich ist der Summe der Einzelzinse der verschiedenen Kapitalien.
Es besteht somit die Gleichung:

kl p1+ ke pa-|-....kn p.ll_ X

Der mittlere Zinsfuss ist nach 1)=

(ko ko k) T Tk 100,560 —
kip1tr _!"_i_‘z_ pe ta kn Pnin
100 560 1T100.860 T * 100 30’ “oraus i
kiptti-}|kepete-f-.... knpntn
o kl p1 —l— 1{2 P2 "I— ok npPn

Es seien zu bezahlen: 400 Fr. & 60 nach 120 Tagen; 800 Fr.
4 5% nach 180 Tagen; 1200 Fr. & 4°o nach 240 Tagen. Wann und
zu welchem Zinsfuss kénnen diese Summen auf einmal bezahlt werden?
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Mittlerer Zinsfuss: Fr. 400 & 6 %o 24
. 800 a 5 40
s 1200 & 490 48
Fr. 2400 112: 24 —42/8 %s
foti i 400.6.120--800.5.180-}-1200.4.240
Mittlere Verfallzeit — 4006|8005 1 1200 .4
=192,8 Tage
=193 Tage.
Die Formel 3) ist nur der Vollstiindigkeit wegen aufgefiihrt; Auf-
gaben hiefir sind in der Aufgabensammlung keine.

Berechnung des Inhaltes eines unregelmissigen Polygons.

- g e e W e o e ww e W

1:200

Anlage eines Schemas:

Parzelle | Ordinaten | Summe Abszissen Doppelter Tuhalt ' Bemerkungen
_.i_ ki
A 0] 6 6 3 18
B 6 2 8 4 32
C 2 4 6 13 78
D 4 1 0 4 — b 20
K 0 T T — 3 21
I 710 7 18 126 !
38 264
— 8 41
30:2=15| 213:2=106,5 m?*

Kontrolle: Jede Ordinate muss zweimal in der Rechnung vor-
kommen; denn sie gehort zwei Figuren an, wofern nicht eine Selte
des Polygons auf der Diagonale senkrecht steht.

Die Summe der Abszlssen ist das Doppelte der grossen Diagonale,

16
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Bemerkung. Samtliche Kiguren, in welche das Polygon durch
die Ordinaten auf die Abszissenachse zerfillt, werden als Trapeze be-
trachtet, auch die rechtwinkligen Dreiecke und als solche berechnet.
Anstatt bei jedem Trapez das Produkt aus der Summe der Parallelen
(Ordinaten) und der Hohe (Abszisse) durch 2 zu dividieren, wird diese
Operation erst am Schlusse an der Summe der Produkte vorgenom-
men; daher der Titel doppelter Inhalt. Die Parzellen D und E liegen
ausserhalb des Polygons und miissen daher, weil sie bei C und F' mit-
gerechnet werden, subtrahiert werden.
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