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Aus dem Unterrichte in der Mathematik

Zwanglose methodische Betrachtungen
von K. Keller, Winterthur.

Praktische Vorteile beim Rechnen.
Die Umrechnung englischer Münzen in Dezimalen von Pfund (£).

Um shillings (s) und pence (d) in Dezimalen von £ auszudrücken,
multipliziert man die s mit 5 und erhalt Hundertstels-Pfunde, die d mit 4V6

und erhält Tausendstels-Pfunde; denn

1 s ^j<£ 0,05 £ und

d
1

j. 25 4V«
1 a~ 240 6000 ^ — 100U

Z. B. £ 10 .12 8 £ 10,

_|_ 5.12= 60

4- 4Ve. 8 333

£ 10,6333

Umgekehrt dividiert man die Hundertstels-Pfund durch 5 und er
hält die s, die Tausendstels-Pfund durch 41/« und erhält die d.

Z.B. £ 10,7632 £ 10.15.3
76:5 15 s

13,2 : 41/« —ê—==8 d
2o

Die Umrechnung von Fahrenheitgraden in Zentesimalgrade und

umgekehrt geschieht nach der Formel:

n» F (n — 32) |oC

Da aber
-g-

0,555

~~ 2 ' 2 10 r 2 100
1 ' ' '

so braucht man von der Differenz n —32 nur die Hälfte zu nehmen
und zu dieser den 10. und den 100. Teil zu addieren.

Z. B. 74» F
74^ (21 + 2,1 + 0,21» C)

23,3» C

Ferner — 6» F - 6 ~ 32
(—19 —1,9 — 0,19)» C

— 21,1» C

Für die Verwandlnng von Celsiusgraden in solche des Fahrenheit-
schen Thermometers haben wir die Formel:

n«C=4n-l-32» F
n 1

à à Ilàià à à NàmM
/-UANAI086 mLtdoâisede ô6tra.cànZ6ii

von K. l<sll6n, V^intsrtkur.

pralitiscke Vorteile beim kecknen.
Ois OmrsoiurunA onAiisoiîsr iicknnson in Oo^i/nnion von /^/nnck (^).

Om Zkiliings (s) unà psnes (à) in Os?>ms.Isn von àu8^uàrûoicsn, inul-
tipii^isrt man àis s mit S unà srààlt iàunàsrt8tsIs-Okunàs, àis à mit 4V°
unà srkâlt I'àussnà8ts>8-Okunàs^ àsnn

1 8 —à--S —0,05 unà

l o ^ o^ ^-"240 6000 ^ ^ 1000

2. O, 10 .12 8 ^ 10,

.^5.12^ 60
41'° 8 — 333

^ 10,6333

Om^àsimt àiviàisrt man àis Ilunàsàtà-Okunà àurak 5 unà er
kàlt àis 8, àis à'gnssnàà-Okunà àurok 4>/s unà srtiàit àis à.

IZ. O. ^ 10.7632--^ 10.15.3
76:5^-158

13,2: 4-/° ^^^---3 à
2o

Ois Omrseknung von /-a/lren/isiiAnaÄön in ^snissi/nniAnaÄe nnck

nmAs^s/ini AS8skiskt nàeti àsr Oormsl:

n» O---(n —32, ^oL

Oà àbsr ^ — 0,555

"2^2 10 ^ 2 100 ^ '

so bl'iiuokt man von àsr Oiiksrsn?. n —32 nur àis Ilìiikis ?u nslimsn
unà /u àisssr àsn 10. unà àsn 100. à'sil ?u àààisrsn.

/. O. 74° O ^^ 2.1 4" 0.21° L)

— 23,3° O

Osrnsr — 6° O ---^^ l—13 —1.9 — 0,13)° O

— — 21,1° O

Oiir àis Vsrxvs.nà>nnK von Osl8iusZraàsn in 8olsks às8 Oàkrsnàsit-
ssksn Itisrmomstsrs Iisksn «ir àis Oormsi:

n«O-^^-n4-32° O
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9 2
Da aber —=2 — —, so haben wir von dem Zweifachen der Cel-

ö lU
siusgrade den 10. Teil davon zu subtrahieren und zur Differenz 32 zu
addieren.

Z. B. 36° C (72 — 7,2 -f 32)° F 96,8° F
• und — 20" C (— 40 — — 4) -f 32)« F — 4» F

Umformungen der Proportionen.
Pag. 10, Bodmer III.

Zur Befestigung der Lehre von den Proportionen in der 2. Klasse
dürfte es angezeigt sein, statt der Aufgaben 60, 61 und 62, welche im
Grunde Gleichungen mit mehreren Unbekannten sind, durch eine
Zusammenfassung in allgemeinen Zahlen die Umformungen einer
Proportion darzustellen, etwa in folgender Weise.

Wenn die Proportion a : b ==c : d richtig ist, so ist auch

1) a z :: b z c : d und a
z

b>

z
c : d

2) a : b c z : dz und a :: b c
z

d

z

3) a z : b z c y : d.y und
a
z II-o|

s
c

y
'

d

y

4) a z :: b =c z : d und
a
z

: b —
c
z

d

5 a ; b ,z c : dz und a :

b
_

z
c :

d

z

6) az : b =c _

d

z
und

a

z
b c : dz

7) a u c
: b z —

'/
: d und a :

t
'/

cz : d

8) (a + b) : b (c + d) : d

Die letzte Umformung 8) fehlt im Buche. Sie ist aber notwendig
bei der Bildung des Volumens des Pyramidenstumpfes, wenn man die
quadratische Gleichung umgehen will; z. B.

G

VG
{VG—Vg)

fh -(— x 2 : x3

|Ag h -|- x : x

Yg — h : x
wodurch eine Gleichung vom 1. Grade entsteht, aus v/elcher die
Unbekannte x berechnet werden kann.

Auch bei Berechnung der Länge des geometrischen Erdschattens
leistet die Umformung 8) wertvolle Dienste.

In der folgenden Figur (siehe Mondfinsternis in Wettstein,
Geographie, pag. 193, ergibt sich aus der Ähnlichkeit der Dreiecke SAC
und EBC:

SC : EC AS : BE
(SC —EC) : EC (AS — BE) : BE

^ SE.BE
~~ AS — BE

und wenn der Sonnenabstand 149 Mill km,
der Erdradius 6350 km,

der Sonnenradius 696000 km gesetzt wird,

- 234 —

9 2
Ou s.6sr—— 2—-^, so 6u6sn wir von dsm iîwsifg.06sn dsr Lsl-

siusKruds dsn 19. l'sil duvon 7U su6trs,6isrsn und 7ur Oi1ksrsn7 32 7u
uddisrsn.

k. 36° O --- (72 — 7,2 -j- 32)° p ^ 96,S°
- und — 20° O --- (— 40 — — 4) 32)° p — 4° p

Ornlkormunxen cler Proportionen.
pg.A. 10, Voâmei' III.

Our ksksstiAunz dsr Os6rs von dsn pioportionsn in dsr 2. Ulusso
dürkts ss unZS7siAt ssin, statt dsr ^,ulKa6sn 60, 61 und 62, wsloks im
Orunds OIsiekunASN mit mskrsrsn On6skanntsn sind, dursk oins Ou-

«ammsiàssuNA in allKsmsinsn Oaldsn dis OmliormunZsn oinsr pro-
portion dar7ustsllsn, stwa in lolAsndsr IVoiss.

Msnn dis proportion a.'à —o.'<7 rioktig ist, sa ist auo6

1) a.7 >
^ 6.7.— S : d und à 6^ s : d

2) a : b —0.7 ' d7 und a 5 6--- 0 d

3) g., : 6.7 —s. V l d.)- und
a
7

6^
7

o

>
'

d

>

4> a 7 ^>6 — 0.7 - d und
a
7

: 6 — 7
d

b n ^ 6.7 —s : d/ und g, 6^
7

0 ^

d

7

6) U7 6 —o
d

7
und

U

7
6 ---- o : d7

7) s. u v
l 6.7 — — d und a ^

6
07 : d

8) (adi d) : 6^(o4^d) : d

Ois lst7ts Omkormung 8) Isklt im kuolm. 8is ist u6sr notwsndiA
ksi dor kildunZ dss Volumsns dss l'^rumidonstumpkss, wenn man dis
^uadratisoks OlsiokunZ umZsksn will; 7. O.

O -(k-^-x^ : x2

/Z 6 -j- x : x

/s — l> : x
wodurok oins KIsiokunA vom 1. Orads sntstsdt. aus woloksr dis On-
bàannts x 6srsoNnst wsrdsn kann.

ào6 lisi ksrsoknunA dor OànZs dss Asome^reseäen Ordsokattsns
lvistst dis OmkormunA 8) wortvolls Oisnsts.

In dsr kolAsndsn piZur (sioks lVIondlmstsrnis in >Vsttstsin, Osa-
Zrapkis, pa». 193, srKidt siok aus dsr ànliokksit dsr Orsisoks 8 it O
und O k (p

8O: OO--- 6.8 : KO
(8O —OO) : OO^ià8 —KO) : KO

8O KO" à.8 — KO
und wsnn dsr 8onnsna6stand — 149 lVlill km,

dsr Ordradius — 6350 km,
dsr 8onnsnradius — 696000 km g-ssàt wird,



tu i u i?n 149000000.6350,
geom. Mondsch. EC ^föö km

rund 1400000 km
— rund 3 X den Mondabstand

Zeichenregel für die Multiplikation.
Wenn bei der Multiplikation die Faktoren auch negativ sein können,

so lassen sich bei 2 Faktoren 4 Fälle unterscheiden:
1) (+ 5) X (+ 4) oder allgemein (-|- a). (-f- b)

2)(-5)X(+4) (-a).(+b)
3) (+5)X(-4) H-a).(-b)
41 (— 5) X (— 4)

_

(—a).(-b)
Wenn sich die zwei ersten Fälle leicht auf die Addition zurückführen

lassen, so versagt diese Art vollständig bei den zwei letzten
Fällen, wenn der Multiplikator negativ ist; denn so verständlich es dem
Schüler ist, dass der Multiplikand 4 mal als Summand gesetzt werde,
so unverständlich und nichtssagend ist ihm, 1 dass der Multiplikand
minus viermal als Summand gesetzt werde. Da kann folgende Ableitung
von Rüefli (Bern) gute Dienste leisten:

ad. 2 Das Produkt von a — a mit b muss gleich 0 sein. Da nun
das Produkt von a mit b ab, so muss — a mit b — ab sein, um
-|- ab zu vernichten. —• a b — ab.

ad. 3) Das Produkt von a mit b — b muss gleich 0 sein. Da nun
a mit b ab, so muss a mit •— b — ab sein, um -|- ab zu vernichten,
a. — b — ab.

ad. 4) Das Produkt von — a mit b — b muss gleich 0 sein. Da
nun — a b — ab nach 2), so muss — a mit — b gleich -f- ab sein,
um — ab zu vernichten. — a — b -f- ab.

Hieraus ergibt sich erst, dass die Faktorenverwechslung allgemein
gestattet ist.

Das Abkürzen der Brüche.
Pag. 52, Bödmet- III.

Nr. 435 b) p——, erweitert mit — 1 gibt
b — a

_ — 1 (a — Id

a — b

4.V 4. 4. (x —-1 ^ •

Nr. 435 c) — — erweitert mit — 1
3 — 3x 3 (1 — x)

- 4(x —1)
3 (x — 1)

—P/s '

Zoom, Nonässk, OO —̂
140000000, 6350

680000
— runà 1400000 km
— runä S X àn IVlonàukstunà

Zloickenrexel kür die lVIuItiplikstion.
>Vsnn ksi äsr dluliipükution äis ll'uktorsn uusk noZutiv soin là-

non, so lusson siel» bsi 2 Aktors» 4 Oüils untsrsoksiäsn:
1) 5) X 4) oàsr ullZomsin (->- à). (-j- k)

>Vsnn sioli äis /.^voi srstsn ll'ülls loiokt uuî äis ^.ääition ^urüok-
lülirsn lusssn, so vsrssgt àioss à't vollstünäi^ boi äsn 7.vvsi làton
I^üllsn, xvonn äsr Nultipiikutor nsZutiv ist; äsnn so vsrstünäliok ss äsm
8s!>ülsr ist, äuss äsr Nultiplikunä 4mul uls Lummunà Assàt wsräs,
so unvsrstunäliok unä nioktssuZonä ist ikm, äuss äsr Nuitiplikunä
minus visrmul uls Lummunà Zssàt ^vsräo, Ou kunn iolASnàs HääsitunK
von /îâsM (Osrn) Auto Oisnsts lsistsn^

uä, 2 Ous Oroäukt von u — u mit b muss Zlsiok 0 ssin, Ou nun
äus Oroäukt von u mit l> —ud, so muss —u mit d —— ub ssin, um
-s- ud 7u vornioktsn, —- u, l> — —

uä, 3) Ous Oroäukt von u mit b — 5 muss ^Isieli 0 ssin, Ou nun
u mit b — uk, so muss u mit -— l> — — u5 ssin, um ub 7.u vsrniebton.
u. — b — — ub,

uà, 4) Ous Oroàukt von — u mit b — 5 muss Zlsiok 0 ssin. Ou
nun — u b — — ub nuek 2), so muss — u mit — b glsisb ub soin,
um — ub xu vo>'nisktsn, — u, — b — à

läisruus srZibt sieb srst, äuss àis l'uktorsnvsrxvsobsIunA uligomsin
Zsstuttot isl.

2) (-S)X(-l-4)
3) <->-5,X l-4)
4) l-5)X(-4)

(— à) s-î- 5)
(-1- u), - b)
(— u). (— 5)

0»s /Vbliür^en der Srücko.
52, Loâmsi- III.

dir, 435 b) ^^, srvvsitsrt mit — 1 gibt
5 — u

— 1 — b)

u — 5

c> ^- 4(x-1)^ 3lx-1>

srvvsitsrt mit —l
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Die Anwendung auf Gleichungen erfolgt in Nr. 265, pag. 63.

(a — b x b — a
b — a

X~ a~^b

_
—1 (b —a)

b — a

Die Erweiterung eines Bruches mit — 1 ist bei besondern Gleichungen

des 1. Grades angezeigt, wenn der gewöhnliche Weg auf eine
quadratische Gleichung führen würde, z. B.

7x — 5 '

61— 6x (der 2. Bruch wird mit
Sx — 7 7 — Sx —1 erweitert.)
7x — 5 öx — 6

3x — 7 3x — 7

7x — 5 — 5x-|-6 3x— 7

x 8

Zinseszinsen-Rechnung.

1) Berechnung des Endwertes eines Kapitals k zu p °/o in n Jahren
mit Zins und Zinseszins.

k ursprüngliches Kapital; ki, Isa, • • kn seien die Kapitalwerte
nach 1, 2 n Jahren.

Es ist der Kapitalwert nach 1 Jahr

kl k+jw==k(1+îw)==k v' wennl+roö=Y
k2 kl + Töo kl 0+îoô) kv • v kvî

k3 k2 + Too k2 0 + ïoo) kv2 •v kv3

kn k v"

Setzen wir in dieser Formel k l, so wird bei 4°/o

k< 1(1+Ho)=1'04
k2 10 + löö)'= 1'04'= 1)0816

k3 1 ^1 + 1.043 1,124864 etc. d. h. gleich den Werten

in Tabelle a bei 4 °/o auf pag. 31 von Bodmer III. Ähnlich erhält man
die Aufsinsungsfaktoren für jeden andern Zinsfuss.

Mit Hülfe der Aufzinsungsfaktoren in Tabelle a pag. 31 können
die Aufgaben 138—148 gelöst werden. In der Tabelle für S'/a °/o ist
kö zu korrigiêren in 1,187686.

Z. B Nr. 145:

Wert nach 100 Jahren —31,191408. 50000 Fr. 1559570.40
Wert von Fr. 1559 570,40 nach 50 Jahren =5,584927.1559 570,40 Fr.

— 236 —

Ois àwsnàunZ auk OIsiokunZsn srkolZt in dir. 265, pa.j>'. 63.

(a — b x —b — a
b — a

^a"^k
^ — 1 (d —a)

d — a

Ois Oinvoitsrung sinss Lrusliss mît — 1 ist ksi bssonàsrn OIsiok-
ungsn àss 1. Oraàss anASxsiZt, vvsnn àsr gs^voknlisds >VsZ auk sins
cjuaàratisoàs OIsistiunA küdrsn xvllràs, x. L.

7x — 5 —bx tàsr 2. Oruok v-irà mit
3x —7 7 —3x^ —1 srwsitsrt.)
7x — 5 sx — 6

3x —7^3x —7^
7x — 5 — 5x-î-6 —3x— 7

X —8

XingesTinsen-kecknunx.

1) OsrsolmunA àss k?»ct«?ertss sinss Xapitals li /m p °/o in n àalrrsn
mit Nns unà Ansssxins.

Ii — ursprünAliekss Xapital; li», I<2, lc» ssisn àis Xapitalxvsrts
nasO 1, 2 n lakrsn.

Os ist àsr Oapital>vsrt naek 1 àalir

^ >vsnn^m^

Lz ^ I<2 4- >"2 st -^) ^ I<v-. v --- Ov-

lin — li V»

Lstxsn v?ir in àisssr Oormsl li —1, so vvirà bsi 4°/»

kz --- 1 ^1 1,04^ — 1,124864 sto. à. k. Zlsiok àsn IVsrtsn

in 'katsllo g. ksi 4 °/o ant paZ. 31 von Ooàmsr III. Xknlisk srkâlt man
àis ^ìu/Âmsu?îA»/âo,'S7î kür jsàsn anàsrn ^inskuss.

IVlit Oülks àsr ^ukxinsunZskali toron in à'atsllo g. paK, 31 liônnsn
àis àkZabsn 138—148 Kslàst vvvràon. In àsr l'akstls kür 30s °/o ist
ks xu IcorriKièrsn in 1,187636.

O dir. 145

XVsrt naà 100 àkrsn —31,191408. 50000 —Or. 1559570.40
>Vsrt von Or. 1559 570,40 naeii 50 .laliren —5,584927.1559 570,40 Or.
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1559 570,40

__
7 294 855

7 797 852000
779 785 200
124 705632

0 238282
1 403 613

31191
10917

8 710 086,835 Fr. 8 710086,84

2) Berechnung des Anfangswertes, wenn der Endwert gegeben ist.
Da nach 1) kn=kvn, so ist

der Anfangswert k — und wenn kn 1° vn

k =—, wobei v'wie früher 1 4-vn i 100
So ist bei 3a/b °/o z. B., wenn der Endwert nach 6 Jahren 1, der

Anfangswert k —
und da nach Tabelle a 1,035° 1,22925533, so ist

k 1:1,22925533 0,8135006
So sind in Tabelle b die Abzinsungsfaktoren bei 3Va und 4 °/o

berechnet und darnach sind die Aufgaben 149—152 zu rechnen. Z. B.
Nr. 152: Endwert 15000 Fr. in 40 Jahren zu 3lh<>lo. Anfangswert

Für 1 Fr. Endwert ist der Anfangswert =± 0,2525725 Fr.
„ 15000 „ „ „ =15000 0,2525725 Fr.

252,5725
51

2525 725
1262 863

3788,588 Fr. 3788,59
3) Berechnung des Endwertes von n jährliehen gleichen und zu

Anfang jedes Jahres gemachten Zahlungen.

Zahlung 1

1. Jahr Endwert nach 11 —v, wobei v l r 100
2. „ „ (v-|-l). v v-f-v2
3. „ „ (v -f v2 -(- 1). v =='v -f- v2 vs

n. „ „
' v -|- v2 -|- v3 -f-... vn

Die Werte v, v2, v3, etc. sind die Aufzinsungsfaktoren in
Tabelle a. Durch fortgesetzte Addition derselben erhält man die Werte
in Tabelle c, z. B. bei 4 °/o Verzinsung:

1. Jahr Endwert 1,04
2. „ „ =1,04-|-1,0816 2,1216
3. „ „ =1,04-|-1,0816 -|-1,124864 3,246464

Diese Endwerte gleicher jährlicher Zahlungen sind in Tabelle c
für eine Anzahl Jahre und für 3Vz und 4 °/o berechnet. Darnach sind
die Aufgaben 153.—159 zu berechnen. Z. B.

Nr. 154) Endwert 500 29,269471 Fr. Fr. 14634,74
Nr. 167) Jährliche Einlage x Fr.; dann besteht die Gleichung

- W7 -
1559 570,40

7 294 355
7 797 852 000

779 785 200
124 705632

6 238282
1 403 613

31191
10917

8 710 086,8358 710086,34

2) IZsrsoknunA dss ^n/anAS«?s?°tss, wenn dsr vndxvsrt KSKsbsn ist,
Os, naek 1) k»—Icvn, so ist

à- àt'unKsvvsrt ìi ^^ und vvsnn — 1

k — >vobsi v wig krüksr — 1-1-
V» > Igg

80 ist ksi 3^/s °/o v,, vvsnn dsr vndvvsrt nuok 6 dàkrsn —1, dor

ààng'swsrt k ^
und à ng,ok vukslls à 1,035° —1,22925533, so ist

k ----1 :1.22925533 ^ 0.8135006
80 sind in 7Âàs//s à dis ^4öAÄsunAs/«/cto/>ö» ksi 3^/2 und 4 °/o Ks-

rssknst und d^rnusk sind dis àkZàksn 149—152 rseknsn, ^i, L.
^Ir, 152^ vndvvsrt 15000 vr, in 40 dàkrsn !-u ààMvvsrt —?

vur 1 k?:-, vnd>vsrt ist dsr àkanZ'sn'srt^ 0.2525725 vr,
„ 15000 „ „ ---15000 0.2525725 ^,

252,5725
51

2525 725
1262 863

3788.588 --- k?r, 3788,59
3) vsrseknunA dss ààs^os 00^ n /â/èr/ie/ie» A^sie/ie^ «nci

/4n/anA ^sciss ^/«/î?°ôs Asinnektsn ^ukIunZsn,
ZinklunA — 1

1, àkr vndvvsrt nàek 1>--v, vvobsi v —1-v-à.
^100

2, „ „ ^-(v-j-1). v-^v-j-v-
3, „ — (v4-v--j-1), v—v-^-v-^v-
ii, „ >,

' --- v v- -I- v° -j-,, â v»
vis Worts v, v°, v°, sto, sind dis àuvjnsunAsàictorsn in là-

bslls à, Vuroti kortgssstxts Addition dsrsslksn srkâlt man dis Worts
in ivaiês e, v, ksi 4°/« VsràsunZ!

1, dakr vnàsrt — 1,04
2, ^ l,»4->-1,0816 ^2,1216
3- ^ » ^1,04-j-1,0816->-1,124864 —3,246464

visss vndvvsrts Zlsioksr Mkriisksr Zgàlungsn sind in vàkslls 0
Mr sins àûàld àin's und kür 3^2 und 4 °/o ksrssknst, vg.rnaoli sind
dis ^utAàdsn 153,—159 ^u ksrssknsn, 15, v,
5Ir, 154> vndvvsrt — 500 29,269471 vr, — vr, 14634,74
>1r, 157) .làkriieks lÂàgs —x vr,z dnnn ksstskt dis VIsiskunA
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x 5,550152 1000, woraus

1000
X

—5,550152
180,18 Fr.

4. Berechnung der Annuität (Jahresleistung) bei
Tilgungsplänen (Amortisationen).

Aufgaben 160—163 des obligatorischen Lehrmittels.
Da die Berechnung der allgemeinen Formel für Annuitäten für

Schüler der Sekundärschule zu schwierig ist, stützt sich die Lösung der
obigen Aufgaben auf die Formeln in 1) und 3). Z. B. Aufgabe 160 c.

Nach 5 Jahren:
Schuld 200 000 .1,216253 (Tabelle a) Fr. 243 330. 60

Guthaben 12000 4,416323 -j-12000 (Tabelle c) „ 64 995.88
Restschuld nach 5 Jahren (seit Beginn der Schuld)

also am 1. Januar 1899 Fr. 178334. 72
Nach 25 Jahren:

Schuld 200 000 2,665836 Fr. 533167. 20
Guthaben 12 000 40,645908 -f-12 000 „ 499 750. 90

Restschuld nach 25 Jahren, also am 1. Januar 1919= Fr. 33416.30
Da in der Tabelle das Jahr 24 fehlt, so muss die Zahl 40,645908

in Tabelle c für 24 Jahre berechnet werden. Man erhält sie nach 3),
indem man von 43,311745 in Tabelle c für 25 Jahre 2,665836 in Tabelle
a für 25 Jahre subtrahiert, wobei zu berücksichtigen ist, dass in Tabelle c
die letzte Ziffer aufgerundet ist. Eine Berechnung auf 8 Dezimalen
ergibt nämlich in Tabelle c 25 Jahre 43,31174462

„ „ a 25 „ 2,66583633
Differenz 40,64590829

40,645908
Aufgabe 161. Annuität =x Fr. Dann besteht die Gleichung

x 30,969202 80 000. 2,191123
x 5660,13

Aufgabe 162. Annuität x Fr Diese beginnt erst nach dem
1. Jahre, wächst daher in 14 Jahren an auf x. 18,295681 (Tabelle c, bei
14 Jahren und Slh"lo). Dazu kommt noch die 15. Annuität x. Die
Gesamtleistung in 15 Jahren ist somit x 18,295681 -|-x und wenn diese
die Schuld amortisieren soll, so besteht die Gleichung

x 18,295681 -f x 140000 .1,03516 (Tabelle a, 15 Jahre)
x. 19,295681 234548,86

x 12155,50
Probe: Fr. 12155,50 jährliche Zahlungen wachsen in 14 Jahren

zu 3'/ä °/o an auf 12155,50.18,295681 222 393,15 Fr.
-f-15. Annuität 12155,50

234548,65 Fr.
Differenz 0,21 „

herrührend davon, dass die in den Tabellen berechneten Werte
für Kapitalien in der Höhe von über 100000 Fr. 2 Dezimalen zu wenig
haben.

* **

Bemerkung : Die vorstehenden Ausführungen wollen nicht eine
erschöpfende Behandlung der Zinseszinsenrechnung sein, sondern nur
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x 5,550152 — 1000, >vorsus

1000
^ ^ 5,550152

—180,18 Or.

4. kereeknunx tier Annuität sàabresleistunx) bei
OiixunKspiânen Amortisationen).

^.ukZsbsn 160—163 àss obiigstorisoksn Oskrrnittsis.
Os àis LsrsoknunK 6si' siiZemsinsn Oormsi kür ilnnuitsi.sn kür

Loküisr àsr Lskunàsrsokuis /u soliwisriA ist, stütnt sioii àis OosunZ àsr
okiZsn ^.uk^sksn suk àis Oormsin in 1) unà 3). ü, O. ^.ukZsks 160 o.

Ksok 5 Iskrsn:
Sskuià 200 000 ,1,216253 (l'sbsiis à) --- Or. 243 330. 60

Outksksn — 12 000 4,416323 12 000 (Osksiis s) — „ 64 095.88
kìsstsokuià ns.sk 5 àskrsn (ssit LsKinn àsr Lokuiài

siso sm 1. Isnusr 1899 —Or. 178334. 72
Oisok 25 Iskrsn:

soimià — 200000 2,665836 — Or. 533167. 20
Outkàbsn---- 12000 40,645908-)-12 000 — 499 750.90

ksstsokuià nseii 25 àskrsn, slso sm 1. àsnusr 1919—Or. 33416.30
Os in àsr l'sbsiis àss àskr 24 kskit, so muss àis Aski 40,645908

in l'sbsiis s kür 24 àskrs bsrssknst vvsràsn. ìVIsn srksit sis nsok 3),
inàsm man von 43,311745 in l'sksiis o kür 25 Iskrs 2,665836 in 'l'sbsiis
s kür 25 .iàki'S subtrskisrt, vvobsi nu bsrüsksioktigen ist, àsss in l'sbsiis s
àis Istnts Akksr sukZsrunàst ist. Oins OsrsoknunK suk 8 Osnirnsisn sr-
gibt nswiiok in l'sbsiis o 25 àskrs 43,31174462

„ s 25 2,66583633
Oikksrsnn — 40,64590829

----- 40,645908
áukKsbs 161. Annuität—X Or. Osnn bsstskt àis OisiokunK

x 30.969202 30 000. 2,191123
x---5660,13

^.ukAsks 162. Annuität — x Or Oisss bsZinnt srst nsoii àsm
1. àskrs, lvsokst àsksr in 14 Iskrsn sn suk x. 18,235681 (l'sbsiis s, ksi
14 lskrsn unà ZOs''/«). Osnu kommt nook àis 15. ^nnuilst x. Ois
OsssmtisistunK in 15 àskrsn ist somit x 18,295681 -)-x unà xvsnn àisss
àis Lokuià smortisisrsn soii, so ksstskt àis OisioilunZ

x 13,295681 x -----140000 1,035»° (l'sksiis s, 15 àskrs)
x. 19,295631----234 548,86

x---- 12155,50
Oroàs/ Or. 12155,50 )skrlieks ^skiunZsn vsokssn in / k Iskrsn

nu 3>/-°/° sn suk 12155,50.18,295681---222 393,15 Or.
-)-15. Annuität— 12155,50 „

234548,65 Or.
Oikksrsnn — 0,21 „

ksrrûkrsnà àsvon, àsss àis in àsn Osksiisn ksrssknstsn IVsrts
kür kkspitsiisn in àsr klöks von üksr 100000 Or. 2 Os/.imsisn nu wsniA
ksbsn.

»

ös/n6o/c»SA.' Ois vorstsksnàsn ^uskükrunAsn vvoiisn niskt sins
srsokôpksnàs OskànàiunZ àsr AinsssninssnrsoknunA ssin, sonàsrn nur
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eine Andeutung, wie dieselbe mit Schülern der 3. Klasse der Sekundärschule

behandelt werden könnnen. Die allgemeine Behandlung dieser
Autgaben setzt die Kenntnis der Logarithmen voraus, wie aus folgendem

ersichtlich ist.
Wenn k das Anfangskapital, kn das Endkapital, p der Zinsfuss,

n die Anzahl der Jahre, so lässt sich, wenn drei dieser Grössen
gegeben sind, die 4. immer bestimmen. So ist nach 1)

kn kv« und hieraus
1) log kn log k -(- n log v
2) log k — log kn — n log v

log kn — log k
3) n ~ iöi^

Aus kn k vi folgt
kn und wenn beiderseits die n. Wurzel

v" "

k ausgezogen wird,

' Bei Anwendung der logarithmischen Formeln ist man dann nicht
durch die Tabellen behindert, die nur eine beschränkte Zahl von Zins-
fü.ssen und Jahren angeben können. So müsste dann die Aufg. 145

(siehe in Abschnitt 1) nicht in zwei Teilen gerechnet werden, zuerst
für 100 und dann noch für 50 Jahre, sondern man fände nach 1)

log ki6o log k -f-150 log 1,035
4,6989700 -f 150 .0,0149403498
6,9400225

k«o 8710087,76 Fr.
Die Differenz von Fr. 0,92 gegenüber dem Resultat in 1) ist

leicht erklärlich aus dem Umstände, dass in den Tabellen

nur auf 6 Dezimalen berechnet ist, was bei einer Multiplikation mit
50000 um 2 Dezimalen zu wenig ist, um die Einer richtig zu erhalten.
Das Resultat ist daher in jener Berechnung um obigen Betrag von
0,92 Fr. zu klein

Terminrechnungen.
Aufgaben 71—76 in Bodmer III,

1) Bestimmung des mittleren Zinsfusses. Folgende Kapitalien
sind sämtlich für m Monate zu verzinsen: ki Er. à pi °/o; li2 Fr. à p2°/o;
k;t Fr. à pg °/o. Zu welchem mittleren Zinsfuss würden diese Kapitalien

denselben Zins abwerfen?
Der mittlere Zinsfuss x muss so gewählt werden, dass der Zins

des Gesamtkapitals zu x °/o in 7 Monaten gleich ist der Summe der
Einzelzinse der drei Kapitalien. Es besteht somit die Gleichung:

(k'T-f-ks-l-ksl.x.m ki pi m ka ps m kg p3 m
100 .12 100 .12 100 12 + 100 .12' woraus

ki pi kg p2 -f- lt3 P3x- ki+ka + k3
Sind n Kapitalien zu n verschiedenen Zinsfüssen, so erhalten wir

analog wie oben die allgemeine Formel:
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oins ^.nàsutunA, vvis àissslks mit Lskülsrn àsr 3. Kiasss àsr Lsliunàar-
sokuls kokanàslt vvsràsn liönnnsn. Ois allAsmsins LskanàlunK àisser
^.ukZaksn sstxt àis Ksnntnis àsr Ooyciret/imen voraus, >vis aus kolKsn-
àsm srsioktligii ist.

>Vsnn I< àas ^.nsanAskapital, k» àas Onàliapital, p àsr ^inskuss,
n <iis ^niiakl àsr lalirs, so lässt sisk, >vsnn àrsi àisssr Orösssn Zs-
Ksksn sinà, àis 4. immsr ksstimmsn. 8o ist naoti 1)

lin —liv» unà kisraus
1) lo^Iin —loZIi -s-nloZv
2) loZIî — IoK k» — n lo» v

lox? lin — >o? li

^.us lin—ìi.v» kolZt
lin unà >vsnn dsiàsrssits àis n. >Vur?sl

' ji ausgs^ogsn wirà,

Osi 7t.nwsnàunA àor loZaritlimissksn Oormsln ist man àann niskt
àurok àis l'adsllsn bslûnàsrt, àis nur sins bssslirânlits 2lakl von 2iins-
küsssn unà lakrsn anAsksn liönusn. 8o müssts àann àis l^ukA. 145

isisks in ^.bssknitt 1) niokt in />vsi ^oilsn Ksrssknst wsràsn, iiusrst
für 100 unà àann nook für 50 .Iakrs, sonàsrn man kânàs nask 1)

IoK lilso — lo? k -s- 150 lo? 1,035
— 4,6383700 150.0,0149403498

6,9400225
liiso^«710087,76 Or.

Ois vikksron?! von Or. 0,92 ASZonüksr àsm kssultat in 1) ist

loislit srlilarliok aus àsm Omstanàs, àass in àsn l'aksllsn ^1

nur auk 6 Osniinalsn bsrsoimst ist, was ksi sinsr Multiplikation mit
50000 um 2 Osiîimalsn iiu wsniZ ist, um àis Oinsr riotitiZ xu srkaltsn.
vas Ossultat ist àaksr in .jsnor OsrsolmunK um obiZsn kstraZ von
0,92 Or. nu lilsin

^erminrecknunxen.
àfZabsn 71—76 in Ooàmsr III.

7) TZeà'mniiâ/ è mettksren OolAsnàs Kapitalien
sinà sämtlisk tür m 54onäts ^u vsr^insoni lii Or. à pi °/o; ks Or. à pz"/«;
liz Or. à pz °/o. ?.u wolelism niâ/oren wûràsn àisss Kapi-
talisn àsnsolbsn ^lins abvvsrksn?

Osr mittlsrs Anskuss x inuss so Asvväklt wsràon, àass àsr ^ins
àss Ossamtkapitals ^u x °/° in 7 ànaton Zlsià ist àsr Lumms àsr
Olniislüinss àsr àrsi Kapitallsn. Os ksstskt somit àis OIsiskunZ:

<Iii -s- liz -I- lizl. X m lii pi m lis PS m ^
kg pz m

100 .12 ^ 100 .12
>

100 12 î igg ^ 12' "<"'àus

^ ìii pi -^^2 ps -s- liz p z

8inà n Kapitallsn /.u n vsrselnsàsnsn Ansküsssn, so srkaltsn xvir
analoA wio obsn àis alIZsmoins Oormsl:
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Mittlerer Zinsfuss x ^ P* ~t~ka P-Lib • • kn pn
ki -|- K2 -\- kn

Dieser Bruch wird im praktischen Rechnen durch 100 abgekürzt,
Wenn z. B. ki 900 Fr., k2 1000 Fr. und k3 —1200 Fr., pi 4,5°/o.
p2 4,75°/o und p3=5°/o, so ist x durch folgende Darstellung leicht
erhältlich :

900 Fr. à 4,5 °/o 40,5 9 4,5 — 40,5
1000 „ à 4,75 °/o 47,5 10 4,75 — 47,5
1200 „ à 5 o/o 60 etc.
3100 Fr. 148:31 =4,77 0/0

240
230

2. Berechnung der mittleren Verfallzeit. Es seien die Kapitalien
ki, k2, kn alle zu p °/o zu verzinsen, ki, zahlbar nach ti, k2 nach
t2, kn nach tn Tagen. Welches ist der mittlere Zahlungstermin
für alle Summen?

Soll die Bezahlung aller Summen nach x Tagen stattfinden, so
muss x so gewählt werden, dass der Zins der Gesamtsumme in x
Tagen zu p °/o gleich ist der Summe der Einzelzinse in den verschiedenen

Verl'allzeiten. Es besteht somit die Gleichung:
(ki -f k-2 kn) p x kipti k2pt2 knptn

100 360 ~ 100 360 100 360 T ' " ' 100 360 ' woraus

Mittlere Verfallzeit x —JlgJg^ kn tn
ki -|- lt2 kn

Auch dieser Bruch wird wie in 1) durch 100 abgekürzt, wodurch die
Darstellung vereinfacht wird; z. B.

600 Fr. zahlbar nach 90 Tagen 540 (6.90 540)
400 „ „ „ 150 „ 600 etc.
700 „ „ „ 270 1890

1700 Fr. 3030 : 17 178,2
=179 Tage

Sind endlich die Zinsfässe und Zahlungstermine oerschieden, so
berechnet man nach 1) zuerst den mittleren Zinsfuss und dann nach
2) die mittlere Verfallzeit.

Der mittlere Zinsfuss ist nach 1) P' ^jüiJ-cj.-1 k" P"
ki -(- k2 kn

Dann ist die mittlere Verfallzeit x so zu wählen, dass der Zins
des Gesamtkapitals zum mittleren Zinsfuss in der gesuchten Zeit x
gleich ist der Summe der Einzelzinse der verschiedenen Kapitalien.
Es besteht somit die Gleichung:

kl Pi -f k2 P2 + kn Pn X

(ki-f k24-'. ...kn). kl_|_kg_|_... kn
'

100 360

JiLlTiL i P2 tg
_|_

k» P» t»
100 360 ' 100 360 + " * 100 360 '

ki pi ti -|- k2 p2 ta kn Pn tn
— kl pi -f-ka pa-|- • •. kn p»

Es seien zu bezahlen: 400 Fr. ä 6°/o nach 120 Tagen; 800 Fr.
à * 5 °/o nach 180 Tagen; 1200 Fr. à 4°/o nach 240 Tagen. Wann und
zu welchem Zinsfuss können diese Summen auf einmal bezahlt werden?
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I<i -j- kz -s- kn
Oisssr Lnuoii winà im pnàktiseksn kìselmsn àunok 100 ukKskunxt,

>Vsnn x, ö. ki —900 k^n,, ks —1000 i?r, unà ^ — 12001^1',, pi —4,5°/°,
ps —4,75°/° unà pz—5°/o, so ist x àunek koixsnäs OsrstsIIunF Isiokt
srtiâitiiok:

900 1?r, à 4,5 °/o 40,5 g 4,5 — 40,5
1000 à 4,75°/» 47,5 10,4,75-47,5
1200 „ à 5 °/° 00 sis,
3100 k'i-. 143:31^4,77°/°

240
230

Z, Zsnse/miMA cisn mitt/snsn k^sn/a/^ölt. IZs ssisn àis Kupitulisn
ki, ks, lin ulis xu p °/° xu vsrxinssn, ki, xatilbun naoti ti, kg nusti
tz, kn nssk in l'âAsn, 5VsIst>ss ist àsn mittlsns ^utilunKstsnmin
lim ulls Lummsn?

Loll àis IZsxâiàunA ullsn Lummsn nueti x l'uKsn stuttànàsn, so
muss x so Asnâklt >vsràsn, àuss àsn Tins àsn Ossumtsumms in x
l'u^sn xu p °/° Zlsiok ist àsn Lumms àsn IZinxsixinss in àsn vsnssliie-
àsnsn Vsrlàllxsitsn. Ls dsstskt sornit àis OIsiskunK:

(kl-j-ks-j-„ kn> p X klptl kzpts lîn p tn
100 360 100,360 ^ 100 360 ^ 100 360 ' ""''â

à'tt/sns ^sn/«/àeit s? — —-k. ^ ^ kn tn
1-1 -j- ks ->- kn

^,usk àisssn knusk ivirà vvis in 1) àurok 100 udZskunxt, >voàuno1> àio
OurstsIIunA vsnsinkàskt >^inà; x, L,

600 k'n, xniàkun naok 90 l'uAsn 540 >6, 90 — 540)
400 ^ ^ ^ 150 „ 600 sto,
700 „ „ 270 ^ 1890

1700 kn 3030 : 17 ^ 178,2

— 179 ss^o

Linci snàiisk àis ^ms/üsss »nÄ ^a/î/unAstonmms osn.^a/nsc/sn, so
bsnsoimst mnn nàsli 1) xusrst àsn mittlsi'sn ^instuss unà ànnn nnsk
2) àis miitlsi'g Vsniàllxsit,

Osr mittlsns Xinstuss ist nnsli 1) —
- k» 0»

ki ks -s- kn

Dann ist àis mittlsrs Vsntâilxsit x so xu wâlàsn, ànss àsn ?ins
àss Ossnmtkâpitnls xum mittlonsn ^instuss in àsn Kssuoktsn èisit x
ßlsieli ist àsn Lumms àsn kinxsixinss àsn vsnsotiisàsnsn Kàpitulisn,
Ls bsstskt somit àis OIsielnmK:

kl pi ks ps ^ kn pn x
(ki >-li2 4-',,,,!<n)," ' '

100,360
kl?l ti ks ps tz Kn pn t»
100 360 ^ 100 360 ^ ' 100 360 '

!<i pi ti ^ ks ps ts â ^^ ki pi-j-Iig pg-j-,,,, k» p»
IÜS ssisn xu ksxntilsn: 400 k^n. à 6°/o nusii 120 I^NASn; 300 ?r.

5 5°/° rmsti 130 InKsn; 1200 li'r, à 4°/o nusk 240 l's.ASn, >Vann unà
xu xvslsiism ?insmss kvnnsn àisso Lummsn -mt sinmni bsxutàt vvsnàsn?



Mittlerer Zinsfuss: Fr. 400 à 6 °/o 24

„ 800 à 6 °/o 40

„ 3200 à 4 °/o 48

Fr. 2400 112: 24 i2k "in

Mittlere Verfettet
400 '6 '/"f400,64-800.5 + 1200.4

—192,8 Tage
198 Tage.

Die Formel 3) ist nur der Vollständigkeit wegen aufgeführt;
Aufgaben hiefür sind in der Aufgabensammlung keine.

Berechnung des Inhaltes eines unregelniässigen Polygons.

Parzelle Ordinalen Summe Abszissen Doppelter Inhalt Bemerkungen

+ —

A 0 6 6 3
'

18

B 6 2 8 4 32
C 2 4 6 13 78
D 4 0 4 — 5 20

E 0 7 7 — 3 21

F 7 0 7 18 126

38 254

— 8 41

30 : 2 15 213; 2 IOC ,5 ms

Kontrolle: Jede Ordinate muss zweimal in der Rechnung
vorkommen; denn sie gehört zwei Figuren an, wofern nicht eine Seite
des Polygons auf der Diagonale senkrecht steht.

Die Summe der Abszissen ist das Doppelte der grossen Diagonale,

16

iViittlsrsr Ainskuss- Dr. 400 à g °/o 24

„ 800 à 5 °/° 40

„ 1200 à 4°/« 48
Dr. 2400 112: 24 ^ 4^/z °/s

eilà- '
—192,8 4'ngs
—193 I'gM,

Ois Dormsl 3) ist nui' à' Vollstiinàigksit vvsgsn nukgstükrt- ^uk-
gnksn liiskür sinà in àsr àifgnbsnsninmlung ksino.

lZereeknunx cles Inknltes eines unrexelmâssixen poisons.

Ikiiiàlê Oràlimteii Kumme llnWlKs I«luli Ilemeckiuixsi,

-k —

â. 0 K 6 3
'

18

L 6 2 8 4 32

L 2 4 S 13 73
D 4 0 4 — 5 20

D 0 7 7 — 3 21

D 7 0 7 18 12S

38 254

— 8 41

30 : 2 --- IS 213- 2---1« ,ö

Xontrolls: àsàs Oràinnts muss ^ivsimnl in àsr kssknung vor-
Icommsn? cisnn sis gekört ?vvsi Digursn an, votsrn niskt sins Lsits
àss Doh'gons nul àsr Diagonals ssnkrsekt stskt,

Dis 8umms àsr ^kss-isssn ist àas Doppslts àsr grossen Diagonals,

IS
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Bemerkung. Sämtliche Figuren, in welche das Polygon durch
die Ordinaten auf die Abszissenachse zerfällt, werden als Trapeze
betrachtet, auch die rechtwinkligen Dreiecke und als solche berechnet.
Anstatt bei jedem Trapez das Produkt aus der Summe der Parallelen
(Ordinaten) und der Höhe (Abszisse) durch 2 zu dividieren, wird diese
Operation erst am Schlüsse an der Summe der Produkte vorgenommen;

daher der Titel doppelter Inhalt. Die Parzellen D und E liegen
ausserhalb äes Polygons und müssen daher, weil sie bei C und F
mitgerechnet werden, subtrahiert werden.

— A2 —

Làtiiolis bÜAursn, in vvslsbs 6ns pol^xon àurel,
àie Oi-üinntsn nus 6is ^bsxisssnnebse ^srkâiit, >ver6sn nls ï'rnps^s bs-
trnobtst, nneb 6is I'sebivvinkIiZen Oi'sisàs unà nls solobs bsrsebnst^
Anstatt ksi ^jsàem li'nps? àns proàikt nus àsr 8umms àsr parallelen
(Orüinatsn) unà 6sr blöke (^.bsàss) àureb 2 ^u üiviäisrsn, wirâ àlsse
Operation oust am 8eklusss an 6er 8umms àer Produkte vorZenom-
men; daksr der l'itel doppelter Inkalt. Ois Parzellen O und IZ lisKsn
ausssrkalb des polxZons und müssen daksr, vsii sis bei O unà mit-
^srscîknst vsrdsn, subtrakisrt werden.
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