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Einführung in die Algebra
durch graphische Veranschaulichung.

Von Emil G a s s m a n n und Karl V o 1 k a r t, Winterthur.

Der Lehrplan für zürcherische Sekundärschulen verlangt
schon von der ersten Klasse an Einführung in die allgemeinen
Zahlzeichen. Die Forderung ist insofern berechtigt, als in der
Geometrie die Verwendung des Buchstabenrechnens nicht um-,
gangen werden kann. Wenn aber nur gelegentlich ein paar
Aufgaben an die Kapitel im Rechenbuch angehängt werden, so
ist der Erfolg verhältnismässig gering; denn es fehlen den
Schülern die Grundbegriffe und das Bewusstsein der
Zweckmässigkeit der Buchstabenrechnung.

Wir möchten im Folgenden dazu anregen, die Einführung
in die Algebra mit Hülfe graphischer Darstellungen zu
versuchen. Wir versprechen uns hiervon in erster Linie eine
klarere Auffassung des allgemeinen Grössenbegriffes und eine

fruchtbringendere Behandlung der Algebra überhaupt.
Als Bild für die allgemeine Zahl benutzen wir die

Strecke. Durch Messen erhalten wir einen zahlenmässigen
Ausdruck für ihre Grösse. Die Strecke hat gegenüber der
Masszahl den Vorteil grösserer Einfachheit, sie gestattet eine
unmittelbare Anschauung der Grösse, mit der. wir operieren,
was bei der zahlenmässigen Darstellung nicht der Fall ist
(Beispiel: Was ist grösser, 23/7 oder 2,43?). Ferner kann die
vorkommende Operation durch geometrische Konstruktion
ausgeführt werden. Dadurch wird die Einsicht in die Allgemeingültigkeit

algebraischer Sätze wesentlich erleichtert.

Addition und Subtraktion.

•< a h >-

'•<
a — 1) >-< 1) >-'

MkàuliZ ill à
äured V6ra.nselia.u1ielmu^.

Von D mil O a s s m a n n un6 K n rì Volk a rt, Wintertkur.

Der Veilrplan für l-ürckerisclie 8ekun6a!scku ten verlangt
sckon von 6er ersten Klasse an Dinkükrung in 6ie allgemeinen
^akl?eicken. Die Dor6erung ist in8okern bereclitigt, als in 6er
Oeometrie 6ie Verwen6ung 6e8 lZuckstabenrecknens nickt um-,
gangen wer6en kann. Wenn aber nur gelegentlick ein paar
Aufgaben an clie Kapitel im Keckenbuck angekängt wer6en, 80

ist 6er Vrkolg verkaltnismässig gering; denn es keklen 6en
8ckü!ern 6ie Orun6begrikke unci 6as Bewusstsein 6er Vweck-
mâssigkeit 6er Vuckstabenrecknung.

Wir möckten im Kolgen6en 6a^u anregen, 6ie Vinkükrung
in 6ie Algebra mit klülke grapkiscker Darstellungen ?u ver-
suctien. Wir versprecken uns kiervon in erster Vinie eine
klarere Auffassung 6es allgemeinen Orössenbegrikkes un6 eine

krucktbringen6ere IZekan6Iung 6er Algebra überkaupt.
^KIs LiI6 kür 6ie allgemeine 2^akl benulM wir 6ie

8 trecke. Durck iVlessen erkalten wir einen /aklenmässigen
/kus6ruck für ikre (àrosse. Die 8trecke kat gegenüber 6er
.Vass?.aki 6en Vorteil grösserer Vinkackkeit, sie gestattet eine
unmittelbare /Vnsckauung 6er (6 rosse, mit 6er wir operieren,
was bei 6er ^aklenmassigen Darstellung nickt 6er Kali ist
^IZeispiel: Was ist grösser, 2 V? o6er 2,43?). Derner kann 6ie
vorkommen6e Operation clurck geometriscke Konstruktion aus-
gekükrt werclen. Da6urck wir6 6ie Vinsickt in 6ie Allgemein-
gültigkeit algebraiscker 8àe wesentlick erleicktert.

/ìâûition uiiä Subtraktion.

a ' !-<!>>

^ a ^ k >) ^
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Durch eine Reihe von Aufgaben kann den Schülern diese

Darstellungsart geläufig gemacht werden:

1. Darstellung des Verwechslungsgesetzes auf der Geraden:

a + b + c + d c + a + d + b= etc.

a + b — c + d a + d -|- b — c ~
2. Den Umfang geradlinig begrenzter Figuren abwickeln

(Quadrat; Rechteck; gleichseitiges, gleichschenkliges und
beliebiges Dreieck usw.). Darstellung durch Buchstaben.

3. Addition und Subtraktion von Zahlen vermittelst zweier
Messlineale (Vorübung für die Verwendung des

Rechenschiebers).

4. Geradlinige Darstellung von Eisenbahnstrecken, Flüssen,
Strassen usw. nach der Karte und Berechnung der wahren
Länge. (Zerlegung in möglichst geradlinigen Teilstrecken und
Abtragen vermittelst des Messzirkels auf einer Geraden.)

5. Lösung event, graphische Darstellung folgender
Aufgabentypen :

3 x + 4 x — 5 x a + b + 2 a + 3 b

5 c + (4 c — 3 c) 5 n + 2 m — (2n — m)

Multiplikation und Division.

Immer noch linear lässt sich die Multiplikation und Division

von Polynomen mit ganzen resp. durch ganze Zahlen
veranschaulichen.

-< a-Rh >~< a + b >-.< a + b >
I—; 1 1 1 1 1 1

a b a b a b

I 1 1 1- 1 1 1

< 3 a >< 3 b >

3 (a I - b) — 3 a -f 3 b

-< 2a >
I — I 1 1 1

-< b >< a—b >< a—b >-5 b >-

2 (a — b) — 2 a — 2 b

a b

a T i>
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Durck eine deike von .'kukgaben kann den Sckülern diese

Darstellungsart geläukig gemackt werden!

1. Darstellung des Verwecbslungsgeset^es auk der (geraden:

n 1) ^ o ^ d — c ^ a d b — sie.

a b ^ c ^ d — à K d 1) -- e —

2. Den blmkang geradlinig begren/.ter biguren abwickeln
((Quadrat; deckteck; gleickseitiges, gleicliscbenkliges und be-

liebiges Dreieck usw.). Darstellung' durck gucbstaben.

Z. Addition und Subtraktion von Salden vermittelst Zweier
iViesslineale (Vorübung kür die Verwendung des decken-

scbiebers).

4. (geradlinige Darstellung von bisendabnstrecken, blüssen,
Strassen usw. nacb der Karte und Lerecbnung der wakren
bange. (Verlegung in möglickst geradlinigen VeiIstrecken und
Abtragen vermittelst des Vless?irkels auk einer (geraden.)

5. bösung event, grapkiscbe Darstellung folgender /kuk-

gabentvpen!

3 x 4 x ^ 5 x — a - s - b 2 a d 3 b —

5 o (4 e 3 e) ^ 5 n 2 m (2 n m) —

Multiplikation und Division.

Immer nock linear lässt sicb die Viultiplikation und Divi-
sion von bolvnomen mit ganzen resp, durcb gan?.e labten
veranscbaulicben.

-< a^b x a 4- 1i >-< a -b l>

>—^ l l l >

a b a b a b

î î >- l >

-< 3a X 3 b >-

3 (a I - b) — 3 a -K 3 b

-< 2a >
l

-< b X a—b X a—b X b >-

2 (a b) — 2 a ^ 2 b

a >>
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2 2 2

Die veranschaulichten Sätze können von den Schülern selbst

sprachlich gefasst werden.
Das Aufgabenmaterial für die gewonnenen Sätze wird

durch folgende Musterbeispiele angedeutet:

1. 7 (c I- d)
3 (4a -I- 2n + 1)

(4a + 6b) : 2

6 (d - v - 7)

2. Gleichungen:

x + 2 5

x - 7 3

4 x + 6 18

2 x - 10 0

5x +
6 x —

10 r
'

3

5y
9y

14 s

etc.

6 x — 6 I 4 - x 13

28

24

x
T

3 x
"

4

f 3 x
2

6 etc.

In der zweiten Klasse kann man einen Schritt weiter
gehen. Die Flächenberechnung weist uns hier den Weg. Die
graphische Darstellung zeigt uns unmittelbar das Ergebnis
folgender Aufgaben :

A

2a.b=b =2 ab

a 2 b 2 ab
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2 2 2

vie veranscbaulickten 8at?e können von clen 8cbülern selbst

spracblick Mkasst werclen.

vas cVukMbeiimateiial kür clie gewonnenen 8àe wircl
clurek kolgencle iVIusterbeispiele angedeutet!

1. 7 (e l 6) ^
3 (à > 2 n > 1)

(4a^ 6b) : 2

6 (à - v - 7) ^
2. (ZIeicbungen:

x -b 2 ^ 5

x - 7 ^ 3

4 x b 6 ^ 18

2 x - 10 0

5 x
6 x ^
10 r

3

5^
9^ ^

14 s

à.
6 x — 6 4 - x ^ 13

^ 28

24

x
V

3x
4

4-
3x
Z

6 à.
In der weiten Klasse kann man einen 8cbritt weiter Ze-

ben. Oie bläcbenbereebnung weist uns bier cien >Veg. vie
grapbiscbe Oarstellung ?.eigt uns unmittelbar cl as Ergebnis kol-

Zencler ikukgaben!
x

2a.b— d ^ 2 ab

a. 2 b 2 ab
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2a 3b 6 al)

Auch die Multiplikation einer Summe oder einer Differenz
lässt sich leicht darstellen.

(2x+y) 3 z =;

ac
h c

ä b >

xz xz i yx

xz xz i yx 6xz-

xz xz i yx

2 x + v -

(a —b) c

a — b -4—b—>-

yA^y/sxz'iV"}
>

ac — bc

Der nächste Schritt führt zu folgenden Aufgaben:

A

(a+b)(c+d)= " ac (- ad

& + bc |- bd

— 153 —

2a. 3d — 6 ad

^uck à Multiplikation eine,- 8uinme oeler einer Oikkeren^

läsLt sied leicdt clarstelleir

(2x-^^)3?.^

ae
t» e

A d >

X/ X/ ^x

X/. X/ i/x ^6x?'

X6 X5

2x-l-v -

(a — b) e

a — d -<—k—^

MUM
MMM

— ae — de

Der näckste Lcdritt küdrt koigenclen ^uk^abenl

^

(a-!-b)(e^ct)^ ae d a6

^ de dä

V
îì ^ ì) >
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(a hb) (a+b)
\~/UnV?/ U\i~/U\^>J-)/>V/4Vis\v

byL\b/U\b/L\ \y/UN \>2>J)b/U\

^X\sb/U\b/U\b/U\b/U\b/U\

Üif,
a^Vj5Si^l
b/U\VX\~byU\/-<\c
X'fùfc'fMX'fùWfù*!.

b/U\b/U\b/U\b/U\

^SùslâÉMâ

ab

ab b-

+ 2ab + b2

h

(a—b) (a + b)

41

a2 h ab

-ab-b2

Im Anschluss hieran ergibt sich die Frage nach der Länge
oder Breite eines Rechteckes, wenn der Inhalt bekannt ist. Das
führt zur Aufstellung einer einfachen Gleichung und zur
Division.

Bezeichnet man die unbekannte Grösse mit x, so erhält man
Gleichungen wie:

a x

x

nr
m
a

a x

x

(a + b) x

x

b c

b c

a

v
V

a + b
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(abb) (a ^b)
àWAKWWKM'W

bx >>^/ !>7Íx>/)v>»-!-,^. -/1,

!^-?/bx^/ b-X ^-7/ >> >^)ì-7/ i>

îà^^x-ì.^^^7/!-Xì-7/!>.ì?/^7/î-Xì-7/!-X.

Mààìî'èà'
WMM.VKtzìchM

ê'MMMM
bx>^>.^ì?/bx^<^

^ì-7/^^/bx^/bx

>MìMàà-

^
!!>»

kìh I)-

"b2ab>-b^

>.

(a—b) (a I- b)

'I

a^ ^ ab

-ab-b-

Im /^nsckiuss kieran ergibt sick clic I^raM nack ber kânM
ober Lreite eines làkteckcs, wenn ber Inkalt bekannt ist. Das
tükrt xur tkutsteliunA einer einkacken (aleickun^ unb xur Oi-
vision.

kexeicknet man clie unbekannte Lrösse mit x, so erkält man
OleickunKen wie:

a. x

x

— m
nr

a

a. x -
x -

(a b b)x ^

x -

b. c

b c

a

v
V

a 'b b
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worauf etwa folgende Beispiele gerechnet werden können:

» 3x 15

7x + 10 80

4x — 3 25

3x 2x + 5

2x — 4 x + 6

3 (x + 5) — 2x + 17

2 (3x — 2) 5 (x — 1) | 4

a x aä

a-x a2 + ab

Den Abschluss bildeten Gleichungen wie folgende:

x
2

g-h
2

J

P "+• Pi

h

2 J

h

J

2 J

P PPi"

3x

-r *

ax
x

4b
4 a

In der dritten Klasse käme dann die Behandlung der
negativen Zahl. Die Einführung kann z. B. geschehen mit der
Skala eines Thermometers. Wir wollen nur einige Fragen
andeuten :

Mittagstemperatur 16°. Wie gross war die Temperatur am

Abend, wenn die Abnahme 11° betrug? Wie gross am Morgen,
wenn die Abnahme über Nacht wieder 80 betrug? Wie gross
am Mittag, wenn die Temperatur um 10° zunahm?

Wie lauten diese Rechnungen in der arithmetischen
Zeichensprache?

16-11 5 5-8 —3 -3 + 10 4-7

155 —

voraus etwa kolMiide IZeispiele »erecluiet werden können:

3x ^ 15

7x^10^80
4x — 3 25

3x. ^ 2x -I- 5

2x — 4 x -l- 6

3 (x b 5) — 2x !- 17

2 (3x — 2) 5 (x — 1) 4

ax — a-

mx — a- ad

Den /Vbscbluss bildeten (ZleickunZen wie folgende:

x
2

2 ^ 4

p î pi

tr

2.1

b

4

2 4

p t I>v

3x

ax ^ ^
4 a

In der dritten Klasse käme dann die kebandlunA der ne-

<>ativen i^abk Die binkübiunA kann V. Kescbeben mit der
8kaia eines Ibermometers. Wir wollen nur einige brauen
andeuten :

iVìittâAstemperatur 16". Wie Zrnss war die Temperatur am

/Vbend, wenn die /tbnakme 11" betrug? Wie Zross am Normen,
wenn die /ebnakme über blacbt wieder 8" betrug? Wie Zross
am Nitta», wenn die lemperatur um 16" ^unalim?

Wie lauten diese KecknunZen in der aritkmetiscken ^ei-
cbenspracbe?

16-11-^5 5-8-^—3 -3410^17
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Wie gross wird die Kälte, wenn die Temperatur abends
7 0 Kälte beträgt und die Kälte um 40 zunimmt?

— 7 + (-4) -11
nimmt die Kälte wieder ab (z. B. um 8 °) so haben wir

— 11 -(-8) -3
Wie gross ist die Temperaturdifferenz zwischen Morgen

und Mittag, wenn sie betrug:
um 7 Uhr — 4 °, um 12 Uhr + 2 »

— 10° — 1 0

— 14" +30
2 - (-4) 6

— 1 — (—10) 9

3 — (-14) 17

Hat man noch die Multiplikation mit negativen Grössen

behandelt, so kann man beliebige Polynome miteinander
multiplizieren oder durcheinander dividieren; auch schwierigere
Gleichungen ersten Grades lassen sich nun lösen.

— 15b —

Wie Kross wirb die Kälte, wenn die Temperatur abends
7 o Kälte beträgt und die Kälte um 4 ° Zunimmt?

— 7 -b (-4) ^ -11
nimmt die Kälte nieder ab ö. um 8") so baben xvir

— 11 -(-8)^-3
Vt-'ie Zross ist die lemperaturclikkeren? ?viscken lVlorZen

und lViittaK, wenn sie betrug:
um 7 ldkr — 4 », um 12 ldkr -j- 2 »

— 10° —1»
— 14° -b3°
2-(-4) -^6

— l — i—10)^9
3 — 14) ^ 17

bist man nock die lVlultiplikation mit negativen tdrössen

kebandelt, so kann man beliebige Polynome miteinander mul-
tipli^ieren oder durcbeinander dividieren; auck sebwieriZere
(uleicbunMn ersten (drades lassen sick nun lösen.
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