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j
Herbert Breger

Mathematik:

Wissenschaft
im Wandel
der Geschichte
Die Mathematik beansprucht eine Wissenschaft zu sein, die —

losgelöst von geschichtlicher Entwicklung - endgültige Aussa-
gen macht. Dagegen lassen sich jedoch historische, aber auch
wissenschaftstheoretische und innermathematische Argumente
anführen.

Kein Philosophie-Studium ist denkbar ohne die Lektüre von
Descartes, Kant und Hegel; kein Soziologie-Studium ohne die
Lektüre von Marx, Dürkheim und Weber. Man wird aber kaum
einen Mathematiker finden, der im Laufe seines Studiums
Newton, Euler oder Gauß gelesen hätte. Es gibt wohl keine
Wissenschaft, die ihrem eigenen Selbstverständnis nach der
geschichtlichen Betrachtungsweise ferner stünde als die Mathe-
matik. Sie beansprucht, eine Wissenschaft zu sein, in der die
Individualität des Mathematikers und das historisch Spezifi-
sehe seines Beitrags im fertigen Aufbau der Mathematik ver-
schwinden kann. Unausgesprochen steht oft die Vorstellung
dahinter, daß es sozusagen einen Himmel der mathematischen
Ideen gibt, der von den Mathematikern schrittweise entdeckt
wird, ebenso wie die Seefahrer der frühen Neuzeit Amerika,
Indien und Australien entdeckten. Wenn Newtons Auffassung
der Differentialrechnung von einem modernen Lehrbuch
abweicht, dann sei dies für die Mathematik ebenso belanglos,
wie der Irrtum des Kolumbus, der Indien entdeckt zu haben
glaubte, für die Geographie belanglos ist.
Als wichtiges Element gehört ferner zum mathematischen
Selbstverständnis, daß es in der Mathematik keinen (bzw.

| keinen wirklich ernstzunehmenden) Streit der Schulen wie
'

etwa in Philosophie und SozialWissenschaften gibt; jeder sol-
che Streit müsse sich vielmehr durch verbindliche Klärung
der Voraussetzungen und schlüssige Beweise entscheiden las-

sen.
Die Mathematik beansprucht ja, klare und eindeutige überhisto-
risch gültige Kriterien für die Richtigkeit oder Falschheit eines
Satzes zu haben. Wie Münchhausen behauptete, sich an seinem
eigenen Schopf aus dem Sumpf ziehen zu können, so möchte
die Mathematik sich einzig und allein aus ihrer eigenen inneren
Systematik und mit ihren eigenen Beweismethoden begrün-
den. Wenn viele Geistes- und Sozialwissenschaftler versuchen,
ihre Wissenschaften zu mathematisieren, so ist dies nicht zu-

letzt auf die begreifliche Faszination durch das mathematische
Selbstverständnis zurückzuführen. Dabei wird der Autoritäts-
anspruch der Mathematik in andere Wissenschaften transpor-
tiert, um deren innere Probleme scheinbar schlüssig zu ent-
scheiden. Im folgenden sollen drei Einwände gegen das mathe-
matische Selbstverständnis vorgebracht werden, und zwar ein
wissenschaftstheoretischer, ein wissenschaftshistorischer und
ein im engeren Sinn mathematischer.

Der Begriff der mathematischen Strenge

Grundlegend für jede wissenschaftstheoretische Erörterung
über Mathematik ist der Begriff der mathematischen Strenge.
Jeder Mathematiker ist überzeugt, daß er zumindest auf seinem
Spezialgebiet relativ schnell entscheiden kann, ob ein ihm vor-
gelegter Beweis streng ist oder nicht. Dennoch ist es schwierig,
ja praktisch unmöglich, allgemeine Kriterien aufzustellen.
Natürlich, ein strenger Beweis darf nur logisch zulässige Folge-
rungen aus explizit formulierten Voraussetzungen ziehen; diese

Voraussetzungen können entweder früher bewiesene Sätze
oder Axiome (deren Widerspruchsfreiheit erwartet wird) sein.
Doch die Präzisierung dessen, was logisch zulässig ist, und erst
recht der Versuch, die Widerspruchsfreiheit von Axiomen-
Systemen zu beweisen, haben die Mathematik in arge Schwie-
rigkeiten verstrickt (vgl. dazu weiter unten in diesem Artikel).
Vollends verwirrend wird die Lage, wenn wir uns — scherz-
haft formulierte, aber durchaus ernst gemeinte — Äußerungen
prominenter Mathematiker vor Augen führen: Nach Whittaker
kann Euklid - der jahrhundertelang als Muster mathematischer
Strenge gegolten hatte — wissenschaftlich nicht ernst genom-
men werden, und nach Russell ist Booles „Laws of Thought"
(1854) das erste Buch, das je über Mathematik geschrieben
wurde. Demnach wären also viele Beweise von Descartes und
Leibniz, von Newton und Euler, von Lagrange und Gauß nur
stümperhafte Versuche, die keinen Anspruch auf mathemati-
sehe Strenge erheben dürfen? Obwohl doch diese Beweise von
Zeitgenossen und vielen späteren Mathematikern als Glanzlei-
stungen mathematischen Denkens gefeiert worden sind?
Die Probleme mit dem Begriff der mathematischen Strenge
lassen sich nur lösen, wenn man annimmt, daß dieser Begriff
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Brief des Physikers Mariotte an Leibniz vom 23.4.1679: „Ich habe vergessen, Ihnen mitzuteilen, daß, wenn -2 mal ~6 gleich +2 mal +6, das heißt 12

ist, sich dann ~2 zu +2 verhalten muß wie ~6 zu +6, und das erscheint mir absurd." (Handschrift aus der Niedersächsischen Landesbibliothek Hannover

selbst historischen Wandlungen unterworfen ist: Was von den
Mathematikern einer Epoche als strenger Beweis akzeptiert
wird, kann in einer anderen Epoche als lückenhafter oder fal-
scher Beweis abgelehnt werden.' Werfen wir beispielsweise
einen Blick auf die Geschichte der Differentialrechnung!
Newton (und die sich an ihm orientierende Schule englischer
Mathematiker im 18. Jahrhundert) führte seine Beweise mit
Hilfe der Vorstellung bewegter Punkte. Vom Standpunkt der

heutigen Mathematik aus, die nur Beweise mittels des Grenz-

wert-Begriffs akzeptiert, lag Newtons Mathematik also eine un-
mathematische Vorstellung, der physikalische Bewegungsbe-
griff, zugrunde. Leibniz begründete die Differentialrechnung
mit Hilfe der These, daß jede Gleichheit eine unendlich kleine
Ungleichheit sei. Daß hier der für die Mathematik so wichtige
Unterschied zwischen gleich und ungleich tendenziell ver-
wischt wird, ist ausgesprochen schockierend für den heutigen
Mathematiker. Tatsächlich wird der heutige Mathematiker da-

zu neigen, Leibniz mißzuverstehen, indem er wie folgt argu-
mentiert: Nach Leibniz gilt nicht nur die triviale Aussage
x x, sondern außerdem auch x x + dx, wobei dx unend-
lieh klein ist. Subtrahiert man nun die beiden Gleichungen, so
ergibt sich dx 0; es gibt also gar keine unendlich ldeinen
Größen, und der Leibnizsche Versuch der Begründung der
Differentialrechnung fällt in sich zusammen. Diese Argumen-
tation trifft aber Leibniz' Überlegung nicht, denn Leibniz
meint so etwas wie ein dynamisches Gleichheitszeichen (das
ebenso die Gleichheit wie die unendlich kleine Ungleichheit
aussagen kann), und die angeführte Argumentation setzt das
übliche statische Gleichheitszeichen voraus. Der richtige Um-
gang mit einem solchen dynamischen Gleichheitszeichen mag
lange Übung und ein tiefes mathematisches Verständnis erfor-
dem, aber wie jeder Mathematik-Student im ersten Semester
weiß, ist auch der richtige Umgang mit dem modernen Grenz-
wertbegriff nicht gerade im Handumdrehen zu lernen. Jeden-
falls wurde Leibniz durch seine Methode zu keinem einzigen
Satz geführt, der im Sinne der heutigen Mathematik falsch
wäre.
Ein dritter Weg zur Grundlegung der Differentialrechnung
wurde von Euler beschritten. Euler erklärte ausdrücklich, daß
die Differentiale dx, dy nicht unendlich klein, sondern schlicht
und einfach Null seien. Das hinderte ihn aber nicht, Brüche

aus Differentialen (also Ausdrücke der Form §) zuzulassen und
ihnen einen bestimmten Wert zuzuschreiben. Obwohl sich also
Euler des gräßlichen Vergehens schuldig gemacht hat, durch
Null zu dividieren, wußte er doch seine Methode so zu hand-
haben, daß seine Ergebnisse im Sinne der heutigen Mathematik
richtig sind.
Die Strenge eines Beweises ist mithin nichts Endgültiges, son-
dem selbst erst Resultat eines längeren historischen Prozesses,
und nichts spricht für die Annahme, daß dieser Prozeß im
20. Jahrhundert zum Stillstand gekommen ist. Man geht da-

von aus, daß die mathematische Strenge in ständigem Wachs-

tum begriffen sei: Wenngleich absolute Strenge nie erreichbar
ist, so werden doch die Beweise immer „strenger". Zwar kön-
nen für richtig gehaltene Beweise eines Tages doch für lücken-
haft und ergänzungsbedürftig erklärt werden, aber das Niveau
der Beweisstrenge befindet sich in kontinuierlichem Anstei-
gen. So ist die angeschlagene Vorstellung des kontinuierlichen
Fortschritts der Mathematik, in der es niemals einen Schritt
zurück geben kann, auf höherer Ebene doch wieder gerettet.
Neuerdings^ freilich ist auch diese Vorstellung in Zweifel ge

zogen worden: Es lassen sich für ein und dassselbe mathemati
sehe Gebiet oder Problem (z.B. Konvergenz stetiger Funktio
nen) unterschiedliche mathematische Theorieansätze entwik
kein, deren Grundbegriffe sich wechselseitig ausschließen, die

aber dennoch jeweils in sich schlüssig aufgebaut sind. Zu diesen
unterschiedlichen Theorien gehören dann auch unterschied-
liehe Kriterien, wann ein Beweis „streng" ist.

Auffassungsweisen mathematischer Objekte

Wer je mathematische Texte früherer Jahrhunderte liest, ist

irritiert: Die Texte sind vertraut und sind gleichzeitig doch
sehr fern; sie scheinen über denselben mathematischen Bereich

zu handeln wie ein modernes Lehrbuch und doch von anderen
Dingen zu sprechen. Man kann sich angewöhnen, das Gelesene
sofort in die Begriffs- und Gedankenwelt der heutigen Mathe*
matik zu übersetzen. Aber wie bei jeder Übersetzung etwas
verloren geht, so läßt auch diese Übersetzung gerade das Spe*
zifische der alten mathematischen Texte verschwinden. Das

Gefühl der Irritiertheit vermag aber gerade die Erkenntnis det

Mathematik früherer Epochen (und damit das Verständnis von
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Mathematik überhaupt) zu fördern. Tatsächlich hat sich näm-
lieh die Auffassungsweise mathematischer Sätze und Objekte
immer wieder gewandelt. Ein ganz einfaches Beispiel dafür ist
der Wandel von der geometrischen zur algebraischen Auffas-
sungsweise: Für die Griechen und in der frühen Neuzeit war
nur das wahrhaft mathematisch, was in geometrischer Be-

zeichnungsweise formuliert war; heute hat dagegen die Alge-
bra (im weitesten Sinne) den Vorrang.
Ein weiteres Beispiel ist das Problem, eine Zahl zu finden, die
mit sich selbst multipliziert 2 ergibt.^ Es ist leicht zu bewei-
sen — und schon Aristoteles kannte diesen Beweis —, daß es
keinen Bruch jj, wobei p und q ganze Zahlen sind, mit dieser
Eigenschaft gibt. Was bedeutet dieser Beweis? Für Aristoteles
war es selbstverständlich, daß damit bewiesen ist: Es gibt keine
Zahl, deren Produkt mit sich selbst 2 ist. Für den heutigen
Mathematiker ist es selbstverständlich, daß der Beweis zeigt,
daß -s/2 eine irrationale Zahl ist. Wer hat recht? Man kann
diese Frage offenbar nicht durch einen Beweis zwingend be-

antworten, vielmehr setzt die Beantwortung eine Entscheidung
voraus: die Entscheidung, ob man per Beschluß neue, nur ge-
dachte Objekte einfuhren will, die die gesuchte Eigenschaft
haben und die man auch „Zahlen" nennt, oder ob man diesen
Beschluß für mit dem Wesen der Mathematik (als einer Wissen-
schaft mit idealem Wirklichkeitsbezug) unvereinbar hält. Bei
dieser Entscheidung stoßen also verschiedene Auffassungen
vom Wesen der Mathematik und dem Wesen mathematischer Ob-
jekte aufeinander. Man kann sagen, daß die moderne Auffas-
sung zweckmäßig ist, aber Zweckmäßigkeitsgründe haben
offenbar nicht den Charakter eines zwingenden Beweises.
Als letztes Beispiel seien die unterschiedlichen Auffassungen
über die in der Geometrie zulässigen Kurven genannt. Die
Antike hatte nur die Kegelschnitte als legitime Untersuchungs-
Objekte betrachtet, weil nur diese sich mit Zirkel und Lineal -
und das hieß: exakt — konstruieren lassen. Descartes erklärte
auch solche Konstruktionen für exakt, die mit mehreren auf-
einander sich bewegenden Linealen durchgeführt werden konn-
ten; er kam daher dazu, alle algebraischen Kurven in der Geo-
metrie zuzulassen (algebraische Kurven sind Kurven, die sich
durch Polynome beschreiben lassen, also z. B. x^ + 2xy - 5).
Die transzendenten Kurven (z.B. y sin x, y log x, y a*)
schloß er dagegen aus der Mathematik aus. Es muß betont wer-
den, daß Descartes durchaus transzendente Kurven kannte und
mit ihnen umzugehen wußte. Dennoch gehörten diese Kurven,
weil sie nicht exakt konstruiert werden können, seiner Ansicht
nach in die Mechanik und nicht in die Mathematik. Wir kön-
nen heute transzendente Kurven ebensowenig exakt konstru-
ieren wie Descartes, aber wir haben das Descartessche Krite-
rium der Exaktheit abgeschwächt und fassen transzendente
Kurven durchaus als'mathematisch legitime Objekte auf.
Es gab also historisch unterschiedliche Auffassungen über die
Mathematik, über ihre Objekte und über die zulässigen Kon-
struktionsmethoden. Natürlich kann man die Mathematik frü-
herer Epochen so interpretieren, daß sie mit der heutigen
Mathematik vereinbar ist, ja als Spezialfall der heutigen Mathe-
matik erscheint, aber es handelt sich dabei eben doch um ein
Zurechtstutzen vom heutigen Standpunkt aus. Der Versuch,
hie Mathematik früherer Epochen als bloßen Spezialfall der
heutigen Mathematik darzustellen, basiert im Grunde auf
einem zirkulären Argument: Weil die Mathematik angeblich
nur geradlinig Fortschritte macht, sind alle Auffassungsweisen
früherer Epochen, die von der heutigen Auffassungsweise ab-
Weichen, unwichtig und unreif. Es zählt nur das, was sich in
hie heutige Mathematik einfügen läßt. Aber eben durch diese
Eminterpretation und diese Einfügung entsteht ja allererst
has anfangs vorausgesetzte täuschende Bild eines geradlinigen,
eindimensionalen mathematischen Fortschritts.

Mathematische Grundlagendiskussion

Der dritte Einwand gegen das mathematische Selbstverständ-
nis ergibt sich aus der Grundlagendiskussion in der Mathema-
tik des 20. Jahrhunderts. Hier hat sich besonders deutlich ge-
zeigt, daß der Mathematik das Kunststück des Münchhausen,
sich am eigenen Schöpfe aus dem Sumpf zu ziehen, nicht ge-
lingt: Es gibt keine unbestrittene Grundlegung der Mathema-
tik, vielmehr müssen bei der Grundlegung Annahmen gemacht
werden, die selber nicht mehr beweisbar und damit im Mei-
nungsstreit sind. Die Grundlagendiskussion hatte sich um 1900
an den Antinomien der Mengenlehre entzündet; schlagend
hatte sich an diesen Antinomien gezeigt, daß selbst harmlos
scheinende Begriffe (wie z.B. die Menge aller Mengen) wider-
sprüchlich sein können. Die als widersprüchlich erkannten Be-

griffe zu eliminieren und im übrigen einfach weiterzumachen
wäre offenbar nur ein der Mathematik unwürdiges Flickwerk
gewesen; zumindest anfangs waren sich alle Teünehmer der
Grundlagendiskussion darin einig, daß eine prinzipielle Lösung
gefunden werden muß, die hinreichende Sicherheit vor dem
Auftreten neuer Antinomien bietet. Den radikalsten Lösungs-
Vorschlag machten die „intuitionistischen" Mathematiker: Sie
lehnten erstens das Unendliche als fertige, abgeschlossene Ge-
samtheit, das „Aktual-Unendliche", ab und erklärten nur das

„Potential-Unendliche", d.h. die Möglichkeit, zu jeder Zahl 1

hinzuzuzählen, für mathematisch zulässig. Zweitens lehnten sie
den ehrwürdigen logischen Grundsatz „tertium non datur" in
der Anwendung auf unendliche Mengen ab. Der Grundsatz
besagt, daß entweder eine Aussage oder ihre Verneinung rieh-
tig ist, eine dritte Möglichkeit gibt es nicht. In einer Gruppe
von 100 Personen finde ich entweder niemanden, der Peter
heißt, oder es gibt (mindestens) eine Person dieses Namens,
tertium non datur. So selbstverständlich dieser Grundsatz für
endliche Mengen ist, so wenig selbstverständlich ist er für un-
endliche Mengen. Während ich mir nämlich bei der Gruppe von
100 Personen nacheinander alle vornehmen kann, um festzu-
stellen, ob jemand Peter heißt, ist ein entsprechendes Verfah-
ren bei unendlichen Mengen nicht möglich. Eine unendliche
Menge ist sozusagen ein großes schwarzes Loch, in dem man
das Gesuchte vielleicht nicht findet.
Nach Meinung- des Intuitionisten Brouwer ist der Grundsatz
des tertium non datur logisch gleichwertig mit dem Axiom
der Lösbarkeit jedes mathematischen Problems; ein solches
Axiom sei aber unzulässig, weil es mathematische Probleme
geben könne, die unentscheidbar sind.
Die intuitionistische Position hat den beachtlichen Vorteil,

intuition i<5M frORMALISM
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daß sie große Sicherheit vor dem Auftreten neuer Antinomien
bietet, aber sie hat den schwerwiegenden Nachteil, daß große
Teile der bisherigen Mathematik gestrichen werden müßten,'*
weil viele Beweise den Kriterien intuitionistischer Strenge
nicht genügen. Insbesondere müßte die Cantorsche Mengen-
lehre aufgegeben werden; in Übereinstimmung mit der großen
Mehrheit der Mathematiker erklärte Hilbert 1926 trotzig: „Aus
dem Paradies, das Can for uns gesc/ta/jfen, so/i uns niemand ver-
freihen können."' Hilbert entwickelte deshalb gegen die In-
tuitionisten das Programm, die Widerspruchsfreiheit der Mathe-
matik zu beweisen und damit ein für allemal die Grundlagen zu
sichern. Auch Hilberts Programm kam nicht ganz ohne außer-
mathematische Voraussetzungen aus, vor allem aber hat es seit
1936 keinen nennenswerten Fortschritt mehr erzielt. Hinzu
kommt, daß einige überraschende Sätze von Gödel gezeigt
haben, daß Hilberts Programm den ursprünglichen Zweck gar
nicht erfüllen kann. So befindet sich die Grundlagendiskussion
in der heutigen Mathematik in einem recht trüben Zustand:
Die Debatte stagniert seit fast einem halben Jahrhundert; die
Intuitionisten haben zwar einen konsequenten Lösungsvor-
schlag, aber die überwältigende Mehrheit der Mathematiker
gegen sich; diese Mehrheit behilft sich mit einer pragmatischen
Verwendung der Cantorschen Mengenlehre (bzw. modifizier-
ter Spielarten davon) und hofft im übrigen, daß irgendwem
irgendwann doch noch eine akzeptable Lösung einfallen werde.
Die Frage nach einer Lösung scheint irgendwo in der inner-
mathematischen Arbeitsteilung, in der es Topologen, Zahlen-
theoretiker, Logiker, Wahrscheinlichkeitstheoretiker, Algebrai-
ker, Funktionalanalytiker usw. gibt, verloren gegangen zu

sein. So sehr diese Arbeitsteilung ihre Berechtigung hat, so
verblüffend ist es doch, daß man an fast allen Universitäten ein
Studium der „exaktesten aller Wissenschaften" absolvieren
kann, ohne je etwas von den Problemen der Grundlagende-
batte gehört zu haben.
Es ist schwer verständlich, wie sich das eingangs geschilderte
mathematische Selbstverständnis mit der Tatsache verträgt,
daß es in der Mathematik eben doch seit Jahrzehnten einen
Streit konkurrierender Schulen gibt, in dem die Mehrheit über-
dies dem Vorwurf ausgesetzt ist, unexakte Methoden zu ver-
wenden. Eine Entscheidung in diesem Streit ist nicht abseh-
bar — wenn man nicht die Einflußlosigkeit der winzigen kri-
tischen Minderheit als eine faktische Entscheidung nehmen
will. Freilich wäre gerade diese Art der Entscheidung eines
Problems mit dem mathematischen Selbstverständnis am
allerwenigsten vereinbar.
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