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Abschétzung der Strémungs-
kréfte im Querprofil

Cornel Beffa

Zusammenfassung

Strémungskréfte in Querprofilen weichen je nach Gerinne-
geometrie mehr oder minder vom Mittelwert ab, der ge-
wéhnlich zur Dimensionierung verwendet wird. Der vorlie-
gende Beitrag schldgt ein Berechnungsverfahren vor, das
erlaubt, unter Normalabflussbedingungen die rdumliche
Verteilung der Strémungsgréssen abzuschétzen. Ein Ver-
gleich mit gemessenen Wandschubspannungen bestétigt
die Gute des Modells. Anwendungen fir offene und ge-
schlossene Profile zeigen den Einsatzbereich des Modells
auf. Glatte und rauhe Profile sowie Profile mit variabler
Rauhigkeit kénnen untersucht werden. Ferner liefert das
Modell detaillierte Informationen Uber die Verteilung turbu-
lenter Strémungsgrdssen, welche in der Gewdsserdkologie
eine wichtige Rolle spielen.

Summary: Estimation of flow forces
in cross-sections

Flow forces acting on the perimeter of a cross-section can
differ markedly from mean values that are usually used for
channel design. The paper presents a two-dimensional nu-
merical model that gives detailed information of the distri-
bution of the flow variables under uniform flow conditions.
It uses the standard k-epsilon turbulence model and the
log-law for bed friction. A comparison with measured bed
shear stresses confirms the reliability of the model. The
model can be applied to profiles of open channels and
closed ducts with smooth or rough walls.

1. Einleitung

Wie gross sind die angreifenden Kréfte an der Béschung
eines Trapezgerinnes? Welche maximalen Wandschub-
spannungen treten in einem Torbogenprofil auf? Bringt es
etwas, die Ecken eines Rechteckkastens auszurunden?

Ansétze zur Dimensionierung offener und geschlossener
Kanéle gehen Ublicherweise von Mittelwerten flr die
Fliessgeschwindigkeit und die Wandschubspannung aus.
Auf eine genauere Analyse lokaler Effekte wird bei dieser
Mittelwerthydraulik verzichtet. Zur Beantwortung der ein-
gangs gestellten Fragen reichen diese Betrachtungen allein
jedoch nicht aus, da zusétzliche Informationen Uber die
raumliche Verteilung der Strémungsgréssen nétig sind.
Wie aber gelangt man mit vertretbarem Aufwand zu diesen
Grossen?

Um die Problematik aufzuzeigen, betrachten wir ein lang-
gestrecktes, prismatisches Gerinne. In diesem entspricht
das Energiegefalle mit guter Naherung dem Sohlengefélle,
d.h. es herrschen Normalabflussbedingungen. Sind die
Abflussverhéltnisse ungleichférmig, beispielsweise bei
Aufweitungen und Verengungen, kann das Energiegefélle
mittels Staukurvenrechnung bestimmt werden. Damit ist
eine einfache und recht zuverldssige Abschétzung der
Abflusskapazitat und der mittleren Wandschubspannung
moglich. Letztere erhélt man aus der Beziehung

Te=pgRJ )
(Vischer und Huber, 1993) mit p = Dichte der Flissigkeit,
g = Erdbeschleunigung, R = hydraulischer Radius und

J = Energiegefélle. Zur Abschatzung der effektiven Stro-
mungskrafte waren nahere Kenntnisse Uber die lokale Ver-

teilung der Wandschubspannung nutzlich. Hydraulische
Modellversuche, kombiniert mit moderner Messtechnik
(z.B. Laser-Doppler-Anemometer), erlauben heute eine
direkte Bestimmung der turbulenten Schubspannungen in
Wandnahe. Der dazu nétige Aufwand lasst sich jedoch nur
im Ausnahmefall rechtfertigen. Alternativ kann man versu-
chen, mittels Modellrechnungen zu einem besseren Ver-
standnis zu gelangen. Fur offene Gerinne bietet die Strei-
fenmethode eine einfache Méglichkeit, lokale Grossen zu
erhalten. Dazu wird der benetzte Querschnitt gedanklich in
einzelne Streifen unterteilt, welche unabhangig voneinan-
der zum Abfluss beitragen. Fur einen Streifen mit der mitt-
leren Abflusshéhe h und dem B&schungswinkel « gilt dann
= pghcosa. J @)

Diese Gleichung ist nicht mehr exakt, da hier die turbu-
lenten Schubspannungen in Querrichtung vernachlassigt
werden. Flr manche Profile ist das zuldssig, beispielswei-
se an breiten Fllissen wie dem Hochrhein. Wir bezeichnen
diese deshalb als hydraulisch weit. Flr enge Profile gilt der
Ansatz aber nicht, wie auch die folgende Abschatzung
zeigt. Im Halbkreisprofil mit Radius r entspricht die lokale
Wandschubspannung aus Symmetriegriinden mit guter
Néherung der mittleren Wandschubspannung geméss
Gleichung (1) mit dem hydraulischen Radius R=r/2. Glei-
chung (2) liefert unter denselben Bedingungen in Profilmit-
te mit h = r einen doppelt so hohen Wert, und am Rand re-
sultiert entsprechend ein zu kleiner Wert. Gleichung (2)
fuhrt also flir das Kreisprofil - und wie wir noch sehen wer-
den auch flir das Dreiecks- und Trapezprofil - zu einer star-
ken Unterschatzung der Strémungskréafte am Profilrand.
Verbesserungen am Streifenmodell sind méglich durch
Berlicksichtigung der turbulenten Schubspannungen (Bef-
fa, 1994). In diesem Beitrag wird nun ein zweidimensiona-
les Modell vorgestellt, das sich gleichermassen flr offene
und geschlossene Gerinne eignet. Mit verhaltnisméassig ge-
ringem Aufwand erlaubt dieses Modell die Berechnung der
Geschwindigkeitsverteilung und des Verlaufs der Wand-
schubspannungen fiir Profile mit beliebiger Form.

2. Strémungsgleichung fir Normalabfluss

Die Gleichung zur Beschreibung der eindimensionalen,
stationdren Gerinnestrémung lasst sich aus den Reynolds-
gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen herleiten. Unter
Vernachlassigung der viskosen Spannungen lautet die Im-
pulsbilanz in Strdmungsrichtung (x -Achse) fir eindimen-
sionalen Abfluss

aT\‘\' (")T\‘: ()[7 _

dy "oz Tox )

mit den kartesischen Koordinaten x, y, z, den turbulenten
Schubspannungen 1y, 7. und dem hydrostatischen Druck
p. Die turbulenten Spannungen lassen sich nach dem
Ansatz von Boussinesq als Funktion der Gradienten der
Fliessgeschwindigkeit u ausdriicken. Wird weiter voraus-
gesetzt, dass der Druckgradient proportional zum Energie-
gefélle ist, fuhrt dies auf die Beziehung

u ¥
(% (pv, % >+ (%)— (pv/ %)+ pg/ =0 4)
Mit der Wirbelviskositat v: tritt in Gleichung (4) eine neue
Unbekannte auf. Fir Grenzschichtstromungen, und um ei-
nen solchen Stromungstyp handelt es sich hier, hat sich
das k-e-Modell bewahrt. Es basiert auf Dimensionsbe-
trachtungen und lautet

5

k- ©)

Vi=Cu €
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(Rodi, 1984) mit der kinetische Energie der turbulenten
Schwankungsbewegung k, der Dissipationsrate € und ei-
nem Proportionalitatskoeffizienten c,. Fiir beide Grossen k
und € sind zusétzliche Erhaltungsgleichungen zu lésen,
welche eine ahnliche Form haben wie Gleichung (4). Weite-
re Details zum Modell und Angaben Uber dessen Gliltig-
keitsbereich finden sich in Rodi, 1984.

Wichtig ist im weitern die korrekte Behandlung der Mo-
dellrander. Die Reibungsverluste am Gerinneumfang kén-
nen fur glatte und rauhe Wande mittels dem bekannten lo-
garithmischen Geschwindigkeitsgesetz abgeschétzt wer-
den (Schlichting, 1982). Damit lasst sich die Berechnung
der laminaren Unterschicht umgehen und der Rechnungs-
aufwand reduzieren. Eine weitere Randbedingung stellt die
freie Oberflache dar, wo die turbulenten Spannungen auf
Null zurlickgehen. Beim Wegfall &usserer Krafte (z.B.
Windlasten) ist diese Ebene Uberhaupt frei von Spannun-
gen und kann deshalb ndherungsweise als Symmetrieebe-
ne aufgefasst werden. Genau genommen ist die Situation
sehr viel komplizierter: Durch die Abnahme der turbulenten
Langenskala an der freien Oberflaiche werden Sekundar-
strdmungen angeregt. Diese Strémungen normal zur
Hauptstrémungsrichtung fiihren beispielsweise dazu, dass
in engen Profilen der Ort des Geschwindigkeitsmaximums
unter die freie Oberflache gedrickt wird. Die Details all der
ablaufenden Prozesse sind bis heute nicht abschliessend
geklart (Rhodes und Knight, 1994). In der Regel, dies zeigt
sich auch in den Anwendungen in Abschnitt 4, bleibt der
Einfluss der Sekundarstromungen auf die Verteilung der
Fliessgeschwindigkeiten und Wandschubspannungen be-
scheiden. Sekundarstromungen treten aber nicht nur in of-
fenen Gerinnen, sondern auch in geschlossenen Profilen
auf, beispielsweise in den Ecken eines Rechteckkastens.

3. Numerische Lésung
der Strémungsgleichung

Da eine direkte Losung der nichtlinearen Strémungsglei-
chung (4) nicht méglich ist, wird ein numerisches Verfahren
verwendet. Zur Diskretisierung benutzen wir ein regelmas-
siges Rechteckgitter (Bild 1). Unter Verwendung zentraler
finiter Differenzen lasst sich die Stromungsgleichung (4)
schreiben zu
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Bild 1. Finites Differenzennetz mit Anordnung und Bezeichnung
der diskreten Gitterpunkte.

Es handelt sich dabei um ein eigentliches Standardver-
fahren zur Diskretisierung parabolischer Gleichungen (sie-
he beispielsweise Patankar, 1980). Erklarung bedarf der
letzte Term auf der linken Seite von Gleichung (6), welcher
den Einfluss der Wandreibung beschreibt. Al; entspricht
dabei der Lédnge des Wandanteiles in Gitterzelle /, j und ist
nur fir Randzellen von Null verschieden. Zur Ermittlung der
Reibungsgeschwindigkeit u* wird das logarithmische Ge-
schwindigkeitsgesetz verwendet. Ahnliche diskrete Glei-
chungen ergeben sich auch fir die turbulenten Gréssen «
und e.

Gel6st werden die Gleichungen mit dem Gauss-Seidel-
Verfahren (Hirsch, 1988). Es handelt sich dabei um ein
explizites Verfahren, wonach die Gleichungen fur jeden Git-
terpunkt separat geldst werden. Dies im Gegensatz zu
einem impliziten Verfahren, bei dem mehrere Gleichungen
simultan geldst werden. Der Vorteil der expliziten Verfahren
liegt in der einfacheren Programmierung und dem geringe-
ren Speicherbedarf. Daflir konvergieren sie langsamer, was
zu einem erhéhten Rechenaufwand gegenuber den implizi-
ten Verfahren flhrt.

Um eine lterationsvorschrift zu erhalten, ersetzen wir die
Unbekannte w;; in Gleichung (6) durch den Ausdruck
ui+Aui,; und bezeichnen Aui; als die Verbesserung an ui.
Nach einigem Umformen und unter Beachtung, dass die
Fliessgeschwindigkeit quadratisch im Reibungsterm auf-
tritt, erhalt man flr die Verbesserung

linke Seite von Gleichung (6)

Auwi,y = B
Az Ay u*.’ (

+ 112 e VIS I g Wjelr2 Wj-112 — 2_‘—‘ "

(v, +v )Av+(v +V )A:+ - Al

7)

Dieser Ausdruck ist solange verschieden von Null, wie Glei-
chung (6) nicht erfillt ist. Der Ausdruck unter dem Bruch-
strich kann aufgefasst werden als Mass fir die Kopplung
der Unbekannten mit der Stromungsgleichung. Gleichung
(7) wird nun fortschreitend fir alle Gitterzellen gelést und
die Verbesserung jeweils zum alten Schéatzwert hinzuge-
schlagen. Dies wird solange wiederholt, bis Gleichung (6)
genilgend genau erfillt ist.

4. Anwendung des Modells

Das eben beschriebene Verfahren wird zuerst flr einige be-
kannte Falle angewandt, um einen direkten Vergleich mit
Messungen zu ermdglichen. Dazu werden publizierte
Messergebnisse aus der Literatur verwendet. Zuverlassige
Werte finden sich flr das glatte Dreieckprofil (Meyer, 1971),
fur gegliederte Profile (Pasche, 1984) sowie fiir das Recht-
eck- und das Trapezgerinne (Tominaga et al., 1989). Fur
alle Berechnungsfélle wird dabei vorausgesetzt, dass die
Strémung im voll-turbulenten Bereich liegt und somit vis-
kose Effekte keinen Einfluss haben. In Bild 2 sind die Mes-
sungen fir diese typischen Querprofilgeometrien darge-
stellt. Eingetragen sind auch die Resultate der in der Einlei-
tung beschriebenen Streifenmethode. Die Abweichungen
zu den Messungen sind offensichtlich, beispielsweise im
Dreieckprofil: zu kleine Schubspannungen entlang der Bo-
schungen und zu hohe Werte in Gerinnemitte. Recht gute
Resultate liefert hingegen das 2D-Modell, das die Grossen-
ordnung der Wandschubspannungen korrekt wiedergibt.
Die gréssten Abweichungen zwischen Messung und Rech-
nung sind an der Bdschung zwischen Hauptgerinne und
Vorland im gegliederten Profil festzustellen. Die Messun-
gen zeigen hier einen grossen Schwankungsbereich, was
moglicherweise auf den Einfluss von (instationédren?) Se-
kundarstromungen zurlickzufuihren ist. Sekundarstrémun-
gen fihren auch fur die Messungen im Dreieckprofil zu
lokalen Abweichungen vom symmetrischen Schubspan-
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nungsverlauf. Ursache dafiir sind der Einfluss der freien
Oberflache und die turbulenten Spannungen. Eine Berlick-
sichtigung dieser Effekte wére nur mit einem massiv, auf-
wendigeren 3D-Modell méglich. Diese Art Modelle stellen
jedoch vom Rechenaufwand her auch moderne Super-
computer an die Grenzen ihres Leistungsvermoégens.

Das 2D-Modell kommt im Vergleich dazu mit sehr viel
weniger Rechenzeit aus: Zur Losung der Gleichungen auf
einem Gitter mit 100x100 Gitterpunkten benétigt ein PC
(Intel Pentium 150 MHz) nur rund 5 Minuten. Auf einem so
feinen Gitter mit einheitlicher Maschenweite von 2 mm sind
einige weitere typische Querprofile gerechnet worden. Ab-
gebildet in Bild 3 sind die Isolinien der Fliessgeschwindig-
keit und, an ausgewahlten Punkten, die Werte der Wand-
schubspannung. Beide Angaben sind dimensionslos, wo-
bei der Wert 1,0 der mittleren Fliessgeschwindigkeit resp.
der mittleren Wandschubspannung gemass Gleichung (1)
entspricht. Ausgehend vom Kreisprofil illustrieren die Bilder
3a und 3b die Resultate fiir einen Sohleinbau resp. bei Ab-
fluss unter Teilfillung. Bild 3c gibt die Situation im Halb-
kreisprofil wieder, und Bild 3d illustriert den Einfluss eines
asymmetrischen Einbaus. Die lokalen Wandschubspan-
nungen weichen vor allem fiur die vorspringende Ecke recht
massiv vom Mittelwert ab. Das Torbogenprofil (Bild 3e) und
das U-Profil (Bild 3f) beschreiben dieselbe Grundform.
Durch die veranderten Randbedingungen ergeben sich,
wie erwartet, vollig verschiedene Resultate. Typische Pro-
filformen fur offene Gerinne sind nochmals in den Bildern
3g und 3h abgebildet. Die Wandschubspannungen im
Dreieckprofil sind minimal in Gerinnemitte und am Profil-
rand. Das Trapezprofil weist ein Minimum am B&schungs-
fuss auf. Hohere Werte fiir die Wandschubspannung finden

Dreieckprofil

sich hingegen in Gerinnemitte. Schliesslich sind in Bild 3i
und Bild 3j zwei Rechteckkasten dargestellt, einmal ohne
und einmal mit Ausrundung der Gerinneecken. Der Einfluss
auf das Geschwindigkeitsfeld ist nur gering, und auch die
Abflusskapazitat bleibt praktisch unverandert. Hingegen
ergibt sich durch die Ausrundung der Ecken eine gleich-
massigere Verteilung der Schubspannungen entlang des
Profilumfanges.

Alle hier vorgestellten Anwendungen sind fiir glatte Ge-
rinne gerechnet worden. Die dargestellten Resultate gelten
jedoch ohne Einschrankung auch fiir rauhe Gerinne. An-
ders ist die Situation, wenn, was in natlrlichen Gerinnen
haufig vorkommt, die Rauhigkeit variabel ist. Gegeniber
Profilen mit einheitlicher Rauhigkeit ergeben sich an Orten
mit grosseren Reibungsverlusten héhere Schubspannun-
gen, und umgekehrt werden die Gebiete mit kleinerer Rau-
higkeit weniger beansprucht. Das vorgestellte Modell ist
auch fir solche Félle in der Lage, das Fliessfeld und die zu
erwartenden Schubspannungen vorauszusagen.

5. Folgerungen

Der Vergleich zwischen gemessenen und gerechneten
Werten fur die Verteilung der Wandschubspannung in offe-
nen Gerinnen zeigt:

e Die Streifenmethode eignet sich nicht flr enge Profile.

e Das beschriebene 2D-Modell ist geeignet zur Bestim-
mung der Geschwindigkeits- und Wandschubspan-
nungsverteilung in offenen und geschlossenen Profilen
von beliebiger Form.

e Sekundérstrémungen konnen lokal zu Abweichungen
von den gerechneten Werten flihren. Eine exakte Model-
lierung dieser Effekte ware jedoch sehr aufwendig.

Rechteckprofil
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Bild 2. Vergleich zwischen gemessenen und berechneten Wandschubspannungen (dimensionslos) flir verschiedene Querprofile: Drei-
eckprofil, Rechteckprofil, Trapezprofil und asymmetrisches Profil mit Vorland (Wert 1,0 entspricht der mittleren Wandschubspannung).
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Bild 3. Isolinien der berechneten Fliessgeschwindigkeit und lokale
Wandschubspannungen (Zahlen, fett) fiir verschiedene Profile: (a)
Kreisprofil mit Sohleneinbau, (b) Kreisprofil teilgefllt, (c) Halbkreis-
profil, (d) Kreisprofil mit Einbau, (e) Torbogenprofil, (f) U-Profil, (g)
Dreieckprofil, (h) Trapezprofil, (i) Rechteckkasten, (j) Rechteckka-
sten mit ausgerundeten Ecken. Alle Grossen sind dimensionslos
(Wert 1,0 entspricht dem Mittelwert).

Dazu muss noch ergénzt werden, dass auch weitere
Storeinflisse (z.B. Rauhigkeits- und Geféllswechsel, Ge-
rinnekrimmungen usw.) zu zusétzlichen Abweichungen
fuhren kénnen.

Die vorgestellten Beispiele zeigen im weiteren:

e Maximal auftretende Fliessgeschwindigkeiten erreichen
selten das 1,2fache des Mittelwertes.

e Maximale Wandschubspannungen bleiben in der Regel
unter dem 1,2fachen des Mittelwertes (Ausnahme: vor-
springende Ecken).

e Minimale Wandschubspannungen vom 0,5fachen des
Mittelwertes und darunter treten in Ecken mit kleinem
Offnungswinkel auf.

e Ausrunden der Profilecken flihrt zu einer gleichmassige-
ren Wandschubspannungsverteilung. Die Abflusskapa-
zitat wird dadurch kaum beeinflusst.

Neben den hier prasentierten Resultaten liefert das Mo-
dell auch detaillierte Angaben Uber weitere hydraulische
Grossen, beispielsweise Uber die Verteilung der turbulen-
ten Spannungen und der Wirbelviskositéat. Diese Grossen
sind nutzlich zur Beurteilung von Transport- und Mischpro-
zessen, welche beispielsweise in der Gewasserdkologie ei-
nen wichtigen Platz einnehmen.
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