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Ueber Durchsehnittskurven von Flachen

zwelten Grades:

Einige typiseche Formen der Kurven mit unpaaren Aesten.
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Im Folgenden sind einige typische Formen derjenigen Raumkurven vierter Ordnung
erster Art Kkonstruiert, durch welche keine reellen Kegelfliichen gehen.') Dazu wurde nach-
stehende Methode verwendet: S; sei eine hyperbolische Fliche 2. Grades, A B 4, B, die Ecken
cines aul ihr liegenden windschiefen Vierseits mit den Gegenkanten 4 A, = p und B B, = g.
Auf p und g ist dann je ein zweites Punktepaar €' C; und D D; gewiihlt, so dass die Paare
A Ay und O, sowie B By und D D, einander trennen. Die 4 Punkte €' D €, D, sind dann als
die Ecken eines windschiefen Vierseits einer zweiten Fliche S, angenommen, die durch eine
weitere Bedingung eindeutig bestimmt wird. Die Geraden beider Flichen wurden dabei so
bezeichnet :

AB = a, A\ B, = a;; A B = b, AB, = b,;
CD = ¢ C\Dy =¢; CD=d, CD = d,.

S; und S, sind so einfach wie moglich gewiihlt; zur Verwendung kommen bloss das
gleichseitige Rotationshyperboloid und das hyperbolische Paraboloid in den einfachsten Lagen
gegeniitber dem Projektionssystem.  Hiebei zeigt sich, dass man bei dem Streben nach
moglichst bequemen Dispositionen auf Vierschlussfliichen des Biischels gefihrt
wird. Doch soll hier aul die Schliessungsprobleme nicht niher eingetreten werden; ich be-
schrinke mich im wesentlichen auf die Konstruktion von Punkten, Tangenten und Schmiegungs-
cbenen der Durchschnittskurve von S, und S,.

Die Tafeln sind nach meinen Zeichnungen auf photographischem Wege hergestellt;
die Schrift wurde durch die Topographische Anstalt Winterthur besorgt.

Allgemeines.

1. Die Durchschnittskurve 22, von §; und S, besteht im vorliegenden Fall aus 2 Aesten,
von denen jeder von einer beliebigen Ebene in einem Punkt oder in 3 Punkten geschnitten
wird. Daraus ergeben sich einige Hauptmerkmale der Projektionen dieser Kurven:

a) Jede Projektion von R, hat zwei reelle Doppelpunkte. Der ecine ist immer ein

Knotenpunkt, hervorgehend aus einem scheinbaren Durchschnitt beider Kurveniiste ;
der andere ist entweder auch ein Knotenpunkt, hervorgehend aus einem scheinbaren

) In der Litteratur finde ich sehr wenige Anhaltspunkte fiir die vorliegende Arbeit. Bekannt sind mir nur:
1. cine Figur von Ch. Wiener in seinem Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Bd. I1. pag. 306, 2. das schone Faden-
modell von H. Wiener aus dem Verlag von L. Brill in Darmstadt, 3. einige Bemerkungen in den Lehrbiichern der
darstellenden Geometrie von Fiedler (Bd. I1I) und Rohn und Papperitz (Bd. 1I). 4. die 20. Figur in der Arbeit von
W. Binder: _Ucber Plankurven vierter Ordnung vom Geschlechte p = 1 und ihre typischen Formen® im 28. Juahres-
bericht der niederdsterreichischen Landesoberrealschule und Fachschule fiir Maschinenwesen in Wiener-Neustadt, [893.



Durchschnitt des ndamlichen Astes (Schleife), oder ein Riickkehrpunkt oder ein iso-
lierter Doppelpunkt.
b) Jede Tangente an eine Projektion von R, trifft dieselbe ausser im Berithrungspunkt
in 2 weitern Punkten, die stets reell sind.
c¢) Die Doppeltangenten der Projektionen von R, sind imaginiir.
Hauptsichlich infolge der Eigenschaften @) und ¢) ist die Mannigfaltigkeit der Formen
der Projektionen von R, nicht gross.

2. Die Schnittkurve 8. Ordnung der abwickelbaren Tangentenfliche von R, mit einer
beliebigen Ebene besteht aus 2 Aesten. Die Kurve hat 4 Rickkehrpunkte in den Schnittpunkten
von R, mit der Querschnittebene, von denen der eine auf dem einen Ast liegt, wiithrend die
3 tlibrigen dem andern Ast angehoéren; mindestens 2 dieser Punkte sind reell. Ferner besitzt
die Schnittkurve 16 nicht reelle Doppelpunkte zu je vieren auf den Schnittlinien der gedachten
Ibene mit den Fliachen des gemeinsamen Polartetraeders von S; und S,. Die Zahl der Wende-
punkte der Kurve ist 3.8.6 — 8.4 —6.16 = 16; sie sind die Schnittpunkte der Ebene mit
den Tangenten in den Scheiteln der Kurve R,, also auch simtliche imaginir.

Tafel 1.

3. S, ist ein gleichseitiges Rotationshyperboloid, dessen Axe x auf der 3. Projektions-
ebene senkrecht steht. Die Gerade p sei der zur 1. Projektionsebene senkrechte Durchmesser z
der Fliche mit den Schnittpunkten 4 und 4,. Dann ist g die unendlich ferne Gerade der
1. Projektionsebene; ihre Schnittpunkte mit S; sind B_ und B, .

Fiir S, sei €' der Mittelpunkt der Strecke 4 4,, €; der unendlich ferne Punkt von p
und D, und D,, die Richtungen der Winkelhalbierenden zu den Richtungen von B, und
B,, . Zur cindeutigen Bestimmung des hyperbolischen Paraboloides S, ist noch die Gerade ¢,
angenommen, parallel zur 2. Projektionsebene und gegen die 1. Projektionsebene um 450 geneigt.
Aus ihr ergeben sich noch die weitern Geraden ¢y, dy und d; von .S,. Jede Ebene parallel zur
2. Projektionsebene enthiilt ausser d, ecine Gerade ¢ und jede Parallelebene zur 3. Projek-
tionsebene enthiilt ausser ¢;, eine Gerade d von S,.

4. Die Punkte P der Durchschnittskurve 22, ergeben sich auf Hiilfsebenen H, welche
zur 3. Projektionsebene parallel sind. Jede solche Ebene enthilt von S; einen Kreis, dessen
Radius gleich der Entfernung zwischen dem Schnittpunkt von /7 mit der Rotationsaxe und
dem Punkt A4 ist; von S, eine Gerade d, welche als Verbindungslinie der Schnittpunkte von
¢y und ¢; mit I/ zu konstruieren ist. Jede Hiilfsebene liefert also 2 reclle Punkte von R;;
die beiden andern Punkte sind die imaginidren Kreispunkte auf ¢, . Auf Tafel I ist die Kon-
struktion fir 2 symmetrisch zum Mittelpunkt von S, liegende Hiilfsebenen durchgefithrt. Dabel
sind, wie in den spiitern Figuren, die Punkte des einen Astes mit ungeraden und
die Punkte des andern Astes mit geraden Ziffern bezeichnet. Fir die 1. Projektion
von R, sind die Punkte D’ und D', Doppelpunkte, herriithrend von den Geraden ¢, und d_ ;

o

fir die 2. Projektion sind ' und €%, Doppelpunkte, entstehend aus den Geraden ¢;,, und d,;



)
far die 5. Projektion endlich sind ¢"“und )% Doppelpunkte, welche hervorgehen aus den
Geraden ¢ und 4, der Fliche S,. 2)

Die 4 reellen Kurvenpunkte 1 2 4 3, welche aul 2 symmetrisch zum Mittelpunkt von S,
liecgenden Iilfsebenen erhalten werden, bilden die Ecken eines auf S, liecgenden windschiefen
Vierseits; S, ist also eine Vierschlussfliiche des Biischels. Diese Eigenschaft besitzt aber
auch Sy, weil die Schnittpunkte der Geraden d, und d, mit S; die Ecken eines auf §; liegenden
windschiefen Vierseits bilden. Fir jede der 3 Projektionen von R, ergibt sich daraus einerseits
eine Erzeugung aus 2 projektiven Tangenteninvolutionen auf dem Umrisskegel-
schnitt und anderseits eine Erzeugung aus 2 projektiven Strahleninvolutionen.s)

Alle Geraden d von S, treffen 2, in zwei reellen Punkten. Unter den Geraden ¢ gibt
es 4 Tangenten an die Kurve. Zwei derselben sind die Geraden ¢, und ¢, welche die Fliche S,
im Unendlichen beriithren; die beiden andern, ¢, und ¢;, liegen in den Tangentialebenen an S,
in den Schnittpunkten mit ¢;, ihre ersten Projektionen fallen zusammen mit den Scheitel-
tangenten der Umrisshyperbel.

5. Die Tangente in einem Punkt /” an R, wird erhalten als Schnittlinie der Tangential-
ebenen in diesem Punkt an S; und S,;. Is ist zweckmiissig, die Spuren dieser Ebenen zu be-
stimmen auf einer durch den Mittelpunkt von S, gehenden Hilfsebene E, die zu einer Pro-
jektionsebene parallel ist. In Tafel 1 ist die Konstruktion ausgefihrt auf der Parallelebene
zur 1. Projektionsebene; die ebenso bequeme Konstruktion auf der Parallelebene zur 3. Pro-
jektionsebene soll bloss beschricben werden.

Die Tangentialebene in 2 an S; wird bestimmt durch die Geraden a und b der Fliche,
welche durch diesen Punkt gehen. Diese Geraden schneiden £ in 2 Punkten, deren Projek-
tionen die Beriithrungspunkte von e’ und & mit der Umrisshyperbel der 1. Projektion sind.
Die gesuchte Spur s der Tangentialebene in 2 an S ist also die Polare des Punktes I
in Bezug auft die Umrisshyperbel. Die Geraden ¢ und d von S, durch P stiitzen sich auf
die beiden Geraden € D, und C' D,, von S, in der Kbene F; diese Stitzpunkte sind zugleich
die Durchstosspunkte von ¢ und ¢ mit £. Die Spur ¢ der Tangentialebene in 2 an S,
ist also die Verbindungslinie der Fusspunkte der Lote aus I’ auf die Axen der
Umrisshyperbel von ;. Der Schnittpunkt # von s und ¢ ist der Durchstosspunkt der
Tangente in 2 an B, mit . Aus der entwickelten Konstruktion folgt, dass die Geraden s
und ¢ einander in ¥ rechtwinklig schneiden.

6. Der Ort von F ist die Schnittkurve von £ mit der abwickelbaren Tan-
gentenflivche von R2,. Dieser Ort ist eine Kurve 8. Ordnung Cy, fir welche die imaginiiren
Kreispunkte der Ebene F vierfache Punkte sind. Ausserdem besitzt €5 4 Doppelpunkte, welche
paarweise aul den Strahlen aus p' nach jenen imaginiren Kreispunkten liegen und 4 Riick-

%) Es ist Iehrreich, hier. wie auch bei den folgenden Beispiclen, die Formveriinderungen der Projektionen von
Ry zu mntersuchen bei veriinderlichen Projektionsebenen; besonders heachtenswert sind hier die verschiedenen Formen
der 1. Projektion bei Festhaltung der angenommenen 2. Projektionsebenc.

*) Man vergl. dazu Fiedler, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, 111, Aufl., Band 111 § 55.
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kehrpunkte, welche sich paarweise auf den Geraden x und y, den Axen der Umrisshyperbel,
befinden; das erste Paar imaginir, das zweite reell. Aus der in d. erwiihnten Eigenschaft,
dass die Geraden s und ¢ cinander in /' rechtwinklig schneiden, ergibt sich eine Konstruktion
der Tangente im Punkt # an die Spurkurve (g und damit eine Konstruktion der
Schmiegungsebene in £ an die Raumkurve R,. g ist der Ort des Scheitels I eines
rechten Winkels, der sich so bewegt, dass seine Schenkel s und ¢ fortwihrend 2 feste Kurven
2, und 2, berithren, nimlich die Enveloppen der Linien s und ¢ Ist also .S der Beriihrungs-
punkt von s an 2, und 7" der Berithrungspunkt von ¢ an 2, so schneidet die Senkrechte in S
auf s diejenige in 7'auf ¢ im augenblicklichen Drehungszentrum a7 und die Verbindungs-
linie M F ist dic Normale in I an (g, oder: Die Tangente in £ an (§ ist die Tangente
in ¥ an den Kreis, welcher durch S, 77und Fgeht. Namentlich die letztere Konstruktion
lisst sich bequem projektivisch verallgemeinern fir den Schnitt jeder Tangentenfliiche mit
einer beliebigen durch eine der Gegenkanten p oder g gehenden Ebene.

7. Die Kurven Y sind noch zu untersuchen und die Konstruktion der Punkte S und 7
zu ermitteln.

Die Tangentialebenen in den Punkten 72 von R, an eine der beiden Flichen S; bilden
die der Fliche nach R, umschriebene Developpable, welche R, in Bezug auf die betreffende
Fliche zweiten Grades polarreziprok entspricht; sie ist also eine Fliche 4. Klasse, welche
von jeder Ebene in einer Kurve 4. Klasse mit 2 Doppeltangenten geschnitten wird.  Die
Kurven 2 entsprechen also nach dem Prinzip der Dualitit den Projektionen von /£,.
Sie sind zweiteilig, derart, dass aus einem beliebigen Punkt der Ebene an den einen Teil
eine Tangente geht, withrend an den andern deren 3 gezogen werden konnen. In Tafel I
ist die Kurve 2, gezeichnet.

Nun ist der Bertiihrungspunkt § der Tangente s an X, der Durchstosspunkt derjenigen
Mantellinie der Developpablen Lings des Hyperboloides Sy, welche in der Tangentialebene
mit der Spur s liegt. Diese Mantellinie ist aber die polarreziproke Gerade ricksichtlich S|
zur Tangente in P an R,; sie liegt also zu dieser Tangente harmonisch in Bezug auf die
durch P gehenden Geraden a und » des Hyperboloides. Folglich ist § der vierte har-
monische Punkt zu I/ in Bezug auf die Schnittpunkte von s mit der Umrisshyperbel.
Aus den entsprechenden Griinden ist 7" der vierte harmonische Punkt zu F in Bezug
auf die Schnittpunkte von ¢ mit den Geraden ¢’ und 4, d. h. den Axen der Umriss-
hyperbel.

8. Fir die Konstruktion der Tangente in /2 an 22, mit der Ebene yz als Hilfsebene
) 1 ¥
sei noch folgendes bemerkt: Die Spur s* der Tangentialebene in 72 an S, ist die Polare des
2 | 8 1
Punktes £2/“ in Bezug aul den Umrisskreis von . S,. Die Spur ¢* der Tangentialebene in /?
’ te 1 T
an S, ist die Parallele zum Durchmesser 4'“ des Punktes 7' durch den Fusspunkt der Senk-
rechten aus 2 auf die Gerade y — d,"'; denn die Gerade d des Punktes 2 ist der Hiilfsebene
¥ 1
parallel und die Gerade ¢ des Punktes P projiciert sich in die Senkrechte aus P aul d,"
und ihr Durchstosspunkt mit der Hiilfsebene liegt auf d,. Der Beriihrungspunkt S* von s%
mit der Enveloppe ist der vierte harmonische Punkt zu /% in Bezug auf die Schnittpunkte



von s* mit dem Umrisskreis. Der Berithrungspunkt 7'% liegt symmetrisch zu F£#* in Bezug
auf die Gerade y, woraus ein einfacher Zusammenhang zwischen der Spurkurve Cg* und der
Enveloppe 2,* folgt.

Die Spurkurve Cg* besitzt vierfache Punkte in den Doppelpunkten der Involution 4 A,,
C'Cy auf p und Rickkehrpunkte in den imagindren Kreispunkten. Weil auch hier s* und ¢#
zu einander senkrecht stehen, so kann die Tangente in F# nach kinematischer Methode kon-
struiert werden. Anderseits findet man sie auch nach 6. als Tangente in F'* an denjenigen
Kegelschnitt, welcher durch S# 7% und F* geht und die genannte Involution auf p zu seiner
Involution harmonischer Pole hat.

9. In Tafel I ist noch der Schnitt Qg der Tangentenfliiche mit einer beliebigen Parallel-
cbene zur 1. Projektionsebene gezeichnet, indem direkt die Durchstosspunkte der Tangenten
an 2, mit dieser Ebene konstruiert wurden. Qg hat ebenfalls vierfache Punkte in den imagi-
niren Kreispunkten; die Tangenten in entsprechenden Punkten F und Q der beiden Spurkurven
sind zu einander parallel.

Die hier konstruierte Tangentenfliche von R, eignet sich vorziiglich fiir eine Dar-
stellung mit Niveaukurven parallel zur 1. oder 3. Projektionsebene. Und zwar
konnen aus 2 solchen Kurven die ibrigen in einfacher Weise abgeleitet werden. Ist z. B.
die Ebene der Kurve g von der Ebene der Kurve (g um z Einheiten entfernt, so hat man
nur die Strecke zwischen den Punkten F und Q‘ auf jeder Tangente in z gleiche Teile zu
teilen, so liefern die z—1 Teilpunkte Punkte fiir die Zwischenkurven und durch Fortsetzung
der Teilung iiber F und Q* hinaus erhilt man Punkte fir die weitern Kurven. Mit Hiilfe der
Niveaukurven kann die Fliche auch bequem modelliert werden.+4)

10. Fiir die analytische Behandlung der Aufgabe sei folgendes bemerkt: Die Gleichungen
der Flichen &; und S, sind

— a2 - = o (1)

2xy —2bz=o0 (2)
Eine beliebige Fliche S des durch S; und S; bestimmten Biischels wird dargestellt durch

(—a2 + 2 4+ 22 —a?2) — 2L 222y —2b2) =0 (3)

Die Polarebene des Punktes Z, in Bezug auf S hat die Gleichung

2+ Ab = o0

Der Umriss von S bei einer Orthogonalprojektion auf die Ebene axy ist daher bestimmt durch
— x? oy A2t — a? — 2 Axy — 2 2282 = o

oder 22+ 2wy + a2 — Yyt a? = o 4)

) Es ist interessant, die Schnitte der Tangentenfliche von R, mit Parallelebenen zur 1. Projektionsebene zu
vergleichen mit den Schnitten der Tangentenfliiche, welche bei folgender Anordnung der Durchdringung entsteht: S
und S, sind 2 Kegelflichen, deren Leitkurven in der niimlichen Ebene F gleichseitige Hyperbeln mit demselben Mittel-
punkt sind und deren Spitzen mit diesem Mittelpunkt in einer Geraden liegen. Auch hier sind die Schnittkurven der
Tangentenfliche mit F und den dazu parallelen Ebenen Kurven 8. Ordnung mit vierfachen Punkten in den imaginiiren
Kreispunkten. Jedoch sind diese Kurven einteilig und besitzen stets 4 reelle Wendepunkte auf den Paaren reeller Tan-
genten aus den Kegelspitzen an die Durchschnittskurve und 2 reelle Rickkehrpunkte. Zu diesen Kurven gehioren auch
diec 2 reellen Doppelkurven der Tangentenfliche, welche Bernoullische Lemniskaten sind.



Bei verinderlichem 2 stellt diese Gleichung eine Kegelschnittreihe vom Index 2 dar;
jedes Exemplar der Reihe berithrt die Projektion der Durchdringungskurve von S, und S,
auf @y in 4 Punkten, welche unpaar auf die beiden Aeste verteilt sind. Die (Gleichung dieser
Projektion lautet:
x2y? — b2 (a2 — y? L a?) = o.
In gleicher Weise ergeben sich die Gleichungen der Projektionen von £, auf die Ebenen iz
und y z; sie sind: '
x? (x2 — 22 L a?) — b222 = o
und y2 (y2 4 22 — a?) — b2z2 = o.
Stellt die Gleichung (4) fiir einen bestimmten Wert des Parameters 4 ein Linienpaar
dar, so ist die diesem Parameterwert entsprechende Fliche des Biischels ein Kegel. Zur Be-
stimmung der Parameter der 4 Kegel des Biischels erhilt man somit die Gleichung

1 / 0 |

A —1 0 ; = 0

0 0 az -}~ Az bz |
oder (a2 4 A282) (1 4 42) = o,

woraus folgt, dass alle 4 Kegel des Biischels nicht reell sind.

Tafel I1I.

11. S, ist ein gleichseitiges Rotationshyperboloid mit zur 1. Projektionsebene senkrechter
Axe z. Auf diesem ist das windschiefe Vierseit 4 B A, B, so gewiihlt, dass dessen 1. Projektion
das dem Umrisskreis umschriebene Quadrat ist, dessen Seiten zur 2. resp. 3. Projektionsebene,
d. h. zu den Axen x und y, parallel sind.

Sy enthiilt das windschiefe Vierseit ¢ Dy Dy, wo C* und D' die Mittelpunkte der Radien
nach 4‘ und By und ¢} und D; die unendlich fernen Punkte von p und g sind. Setzt man
noch fest, dass Z, auf S, liegen soll, so ist die Fliche eindeutig bestimmt. Auf §, liegen noch
die ausgezeichneten Geraden c,, ¢, ¢ und ¢;, deren Konstruktion aus der Figur leicht ersicht-
lich ist; sie sind Tangenten von R, und zwar c¢; und ¢; mit unendlich fernen Beriihrungspunkten.
Weil ¢, durch Z, geht, so muss die 1. Projektion von £, eine Kurve mit Riickkehrpunkt sein.

12. Da €| D, = ¢, die unendlich ferne Gerade der 1. Projektionsebene ist, so schneidet
jede Parallelebene zur 1. Projektionsebene S, noch in einer Geraden d. Diese Ebenen werden
daher zweckmissig als Hiilfsebenen fir die Konstruktion der Punkte P von £, verwendet:
man schneidet jede Gerade d mit dem Kreis von S;, welcher in der nimlichen Hiilfsebene
liegt. Jede Hiilfsebene liefert also ausser den unendlich fernen Kreispunkten 2 reelle Punkte
von R, einen fir jeden Ast. In der Figur sind ausser den 3 ausgezeichneten Hiilfsebenen
durch d, d, und d, 2 weitere durch d; und d; gewihlt, welche symmetrisch zum Mittelpunkt
von §; liegen und die vierten harmonischen zu ihnen durch d, und d; in Bezug auf die durch
p und g gehenden Hiilfsebenen.

Die 4 Kurvenpunkte, welche auf 2 symmetrischen Hilfsebenen liegen, bilden die
Ecken eines windschiefen Vierseits, welches auf S, liegt. Die 4 Punkte auf 2 harmonischen



g

Hiilfsebenen sind die Ecken eines Vierecks, von welchem 2 Gegenseiten auf S, liegen und
2 andere Gegenseiten sich auf die Geraden p und g stiitzen, also jener ausgezeichneten
Fliche 4. Ordnung angehoren, welche gebildet wird durch die Bisekanten von £,, welche p
und g schneiden. Das letztere wird am einfachsten dadurch bewiesen, dass man die Kurve R,
auf eine neue 2. Ebene projiciert, welche senkrecht zu p steht. Dann wird die geschaarte
Involution von £, ricksichtlich der Axen p und ¢ als zentrische Involution der
Projektion mit dem Punkt p” als Zentrum und der Geraden g als Axe projiciert.
Entsprechende Punkte der Involution liegen daher auf Parallelen zu ¢*, welche durch p*
und ¢* harmonisch getrennt werden.

13. Erwihnt sei noch eine Konstruktion der 1. Projektion von 2,, welche sich ergiebt
aus der Betrachtung der Projektion der Vierseite von S,, welche R, eingeschrieben sind.
Sie lautet: Gegeben sei ein Kreis mit dem Mittelpunkt O und den Durchmesser-
endpunkten Sund 75 zu O Serrichte man das Mittellot, welches den Kreis in A und B
schneidet. Von O und 7" aus bewegen sich 2 Punkte O’ und 7" in gleicher Richtung,
der zweite mit der doppelten Geschwindigkeit des ersten. Um den Mittelpunkt O«
ziecht man den Kreis durch 4 und B, welcher den angenommenen Durchmesser
in Y und Y; schneidet und durch diese Punkte die Senkrechten y und gy, zum
angenommenen Durchmesser. In 7" errichtet man die Senkrechte zum Durch-
messer und verbindet deren Schnittpunkte X und X; mit dem gegebenen Kreis
durch die Strahlen # und a; mit S. Der Ort der Schnittpunkte der Strahlenpaare
yy, und ax oy ist die erste Projektion unserer R,.

Durch Aenderung der Projektivitit zwischen O und 7', durch Aenderung der Punkte
A und B, durch Ersetzen des Kreises durch einen andern Kegelschnitt oder durch Aenderung
der Richtung von y und gy, kénnen andere Formen der ebenen Kurve und damit wieder neue
Formen von 22, gefunden werden. Folgende einfache Anordnungen fihren auf interessante
ebene Kurven 4. Ordnung mit unpaaren Aesten:

a) A und B seien die Endpunkte des zu 7'S senkrechten Durchmessers des Kreises ;

O' und 7 fallen immer zZusammen.

b) A und B liegen auf der Tangente in 7" an den Kreis in einer Entfernung von 7
gleich dem Radius des Kreises; O‘ und 7' fallen immer zusammen.

¢) 4 und B wie in a), aber O’ und 7" symmetrisch zu O.

d) A und B liegen auf der Tangente in § an den Kreis in einer Entfernung von S
gleich dem Radius des Kreises; O und 7' fallen immer zusammen.

e) An Stelle des Kreises tritt eine gleichseitige Hyperbel, S und 7' sind die Scheitel
derselben. 4 und B liegen auf der Scheiteltangente in 7} in einer Entfernung von 7
gleich der halben Axe der Hyperbel. O‘und 7' bewegen sich von 7"aus in gleicher
Richtung, 7" mit der doppelten Geschwindigkeit von O‘.

Dabei sind die Strahlen y und y, immer senkrecht zu S 7' zu nehmen.

14. Die Tangenten in den Punkten von R, sind konstruiert mit Beniitzung der Spuren «
und ¢ der Tangentialebenen in der Parallelebene E zur 1. Projektionsebene durch die Gerade p.
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Es ist zweckmissiger, diese Ebene zu benitzen als die Mittelebene, weil man auf ihr nach 6.
die Spur der Schmiegungsebene bestimmen kann.

Die Tangentialebene in P an §; ist bestimmt durch die Geraden a und b dieses Punktes;
ihre Projektionen sind die Tangenten aus P?* an den Umrisskreis und ihre Durchstosspunkte
mit der Ebene £ liegen auf dem in dieser Ebene enthaltenen Parallelkreis von S;. Die Kurve
Y, ist in der Figur punktiert. Einfacher gestaltet sich die Konstruktion der Kurve Y,: Die
Gerade d des Punktes P ist zu E parallel, also eine Spurparallele der Tangentialebene in P
an S,. Die Gerade ¢ durch P stiitzt sich auf die in £ liegende Gerade d,, der Stutzpunkt ist
ein Punkt von ¢ Diese Gerade wird also erhalten, wenn man durch den Schnittpunkt der
Parallelen zur «-Axe durch P’ mit d* eine Gerade zieht, welche mit der Verbindungslinie
des Rickkehrpunktes von R, mit P’ gleich gerichtet ist. d,' ist eine Doppeltangente von 2',,
die andere Doppeltangente ist die unendlich ferne Gerade. Der Zusammenhang der Geraden ¢,
welche den 8 reellen Punkten einer Gruppe von 4 Hiilfsebenen entsprechen, ist aus der Figur
zu ersehen.

Der Beriithrungspunkt von s mit 2 ist der vierte harmonische Punkt zu F in Bezug
auf die Schnittpunkte von s mit dem Kreis in der Ebene E; der Berihrungspunkt von ¢ mit
2, liegt symmetrisch zu # in Bezug auf den Schnittpunkt von ¢ mit der Doppeltangente d,*.

Die Spurkurve Cy der Tangentenfliche von R, hat vierfache Punkte in den Doppel-
punkten der Involution auf p. Die Tangenten an diese Kurve werden konstruiert nach dem
in 6. entwickelten Verfahren. '

Einfach werden hier die Schnitte der Tangentenfliiche mit den Ebenen zy und z ..
Beide sind Schmiegungsebenen von £, schneiden also die Tangentenfliicche in 2 unendlich
benachbarten Mantellinien und einer Kurve 6. Ordnung mit 8 imaginiren Doppelpimkten und
cinem Rickkehrpunkt. Die Kurve in yz besteht aus einem Oval und ecinem kardioiden-
formigen Ast; diejenige in axz besteht aus einem hyperbolischen Ast mit den Asymptoten
x4 z=o0und x -} 22z =0, und einem andern Ast, fiir welchen die z- Axe Asymptote und
die unendlich ferne Gerade Riickkehrtangente ist.

15. Es sollen noch die wichtigsten Gleichungen aufgestellt werden. Die Gleichung
von §; ist
m2_}_y2_22:a2.
S, enthiilt die Schnittlinien folgender Ebenenpaare:

z2—a=o0 und y=—ax—a
zt+a=o ;y:scifav
Z—a=o0 :t+a=o
Yy=—x—a Yy=x—a

Also muss die Gleichung von S, die Form haben
(z—a) (@ —y—a)—u(zta) (x+y-+a)—o.
Beachtet man, dass auf S, der Punkt mit den Koordinaten x = o, y = o, z = o liegt,
so folgt « = 1 und daraus die Gleichung von S,

yz+a (x4 2) =o.




Die Gleichungen der Projektionen von R, lauten:
1. Projektion: (22 4 y2— a?) (y + a)2 — a2ax? — o

2, » (2 --22) 22t atx (x22) =0
8 » 22 (y 4 a2 — a2 (— y2 -} 22 -+ a?) = o.

Die Parameter der 4 Kegelflichen sind die Wurzeln der Gleichung

Mded1—=o,

insofern die Gleichung des Biischels lautet

x2fyt—22—a2—271 (yzt+ax 4 az) =o,
woraus folgt

o=

Tafel III

16. S, ist ein gleichseitiges Rotationshyperboloid, dessen Axe z zur 1. Projektionsebene
senkrecht steht. Auf diesem Hyperboloid ist das windschiefe Vierseit 4 B 4, B, angenommen,
durch welches die Geraden p und g bestimmt sind.

C' ist der Mittelpunkt von 4 4,, C; der unendlich ferne Punkt von p; D ist der Mittel-
punkt von B By, D, der unendlich ferne Punkt von g. Fiir die Fliache S, ist also die Gerade ¢
die Axe von 8;; die Gerade ¢, ist die unendlich ferne Gerade der 1. Projektionsebene. Zur
eindeutigen Bestimmung des hyperbolischen Paraboloides .S, ist noch die Gerade ¢, gegeben,
deren eine Projektion beliebig angenommen werden kann, wiihrend die andere Projektion
durch die Bedingung, dass ¢, die Geraden d und d, schneiden muss, bestimmt ist. Die erste
projicierende Ebene von ¢, ist die eine Richtungsebene von Sy;; die 1. Projektionen der
Geraden ¢ sind daher zu ¢, parallel. Die 2. Projektionen der Geraden ¢ gehen durch den
Schnittpunkt von ¢* und ¢, weil die projicierende Gerade dieses Punktes eine Gerade d
von Sy ist.

Die Punkte von 2, werden konstruiert mit Hilfsebenen, welche zur 1. Projektions-
ebene parallel sind. Jede solche Ebene schneidet aus S; einen Kreis und aus S, die unendlich
ferne Gerade ¢; und eine Gerade d, welche Durchmesser des Kreises ist. 72, geht also durch
die Kreispunkte auf der Geraden ¢,,.. Die Kurve besitzt eine orthogonale Axensymmetrie
in Bezug auf die Axe z, d. h. die Gerade ¢; diese Symmetrie projiciert sich als zentrische
Symmetrie fiir die 1. und als Axensymmetrie fiir die 2. und 3. Projektion.

Speziell zu beachten sind die Punkte 5, 6, 13, 14, die Kcken eines auf S; liegenden
Vierseits P; Py, Py Py

17. Die unendlich fernen Punkte von £, sind die Schnittpunkte der in der un-
endlich fernen Ebene liegenden Geraden ¢ und d mit dem unendlich fernen Querschnitt des
Hyperboloides. Zwei dieser Punkte sind die schon erwihnten unendlich fernen Kreispunkte
auf der Geraden ¢,. Um die Richtungen der zwei andern zu ermitteln, schneidet man die zur
1. Projektionsebene senkrechte Ibene iiber m, parallel ¢/, mit dem Richtungskegel des Hyper-
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boloides von der Spitze L; wobei L so bestimmt ist, dass der Grundkreis des Richtungskegels
auf der Parallelebene zur 1. Projektionsebene durch den Mittelpunkt von S; dieselbe 1. Pro-
jektion hat, wie die Kreise des Hyperboloides in den Hiilfsebenen durch 9 und 10 oder 11
und 12. Die Schnittlinien «,* und w,* der Richtungsebene mit dem Richtungskegel geben die
Richtungen der reellen Asymptoten von R,. Man leitet daraus die Geraden ¢ und ¢, ab, deren
unendlich ferne Punkte auf R, liegen. Die 2. Projektionen derselben sind parallel zu «,* und wu,*;
die 1. Projektionen konnen aus den 2. gefunden werden durch Beniitzung der Bezichung, dass
die Geraden ¢ die Geraden d schneiden.

Die Tangentialebenen in den unendlich fernen Punkten von ¢; und ¢, an S, gehen durch
die Gerade d, ; sie stehen also senkrecht zur 1. Projektionsebene, folglich sind ¢;* und ¢, auch
die 1. Projektionen der Asymptoten «, und «, von 2,. Die Tangentialebenen in jenen unendlich
fernen Punkten an S; gehen durch den zu m senkrechten Durchmesser s des Kehlkreises des
Hyperboloides. Die Schnittpunkte von s mit den Geratlen ¢;' und ¢’ sind die Durchstosspunkte
der Asymptoten #; und w, mit der Kehlkreisebene xy.

18. Um die Tangente in P an R, zu konstruieren, sucht man am besten den Durch-
stosspunkt derselben mit der Ebene xy oder mit einer Parallelebene dazu durch p oder g.
In Tafel III sind die Tangenten einzelner Punkte konstruiert durch Bestimmung der Durch-
stosspunkte mit der zuerst genannten Ebene. Die Gerade s fiir die Tangentialebene des Punktes 72
an S; ist die Polare des Punktes P’ in Bezug auf den Umrisskreis. ¢ wird erhalten als Parallele
zam Durchmesser des Punktes P‘ durch den Schnittpunkt der Geraden ¢’ durch £‘ mit der
Geraden d, in der Ebene des Umrisskreises. Auch hier stehen entsprechende Gerade s und ¢
auf einander senkrecht; fiir die Konstruktion der Spur der Schmiegungsebene ist daher das
frithere kinematische Verfahren anwendbar.

Besonders zu beachten sind die Tangenten in den schon erwiihnten Punkten 5, 6, 13
und 14. Die Gerade dy’ ist symmetrisch zu m in Bezug auf ¢’ und p’. Also bildet die Gerade
¢’ durch einen dieser Punkte, z. B. 5, mit dy' und g¢* ein gleichschenkliges Dreieck. Die Spitze
dieses Dreiecks, d. h. der Schnittpunkt von ¢’ und d,’ oder der Durchstosspunkt der Geraden ¢
mit der Ebene xy, liegt auf dem Mittellot des Radius von 5‘, welches zugleich die Linie s fiir
den Punkt 5 ist. ¢ liegt also in der Tangentialebene des Punktes H an S, ist daher selbst
die Tangente dieses Punktes. Die Tangenten in 5‘, 6, 13, 14’ sind parallel zu m; die
Tangenten in der 2. Projektion gehen durch den Knotenpunkt von R *“.

Fig. a gibt die neue 2. Projektion von R, auf eine Ebene, welche zu d, senkrecht steht;
Fig. 0 diejenige auf eine Normalebene zu m. In der letzten Figur sind die Projektionen der
Geraden ¢ parallel zur z-Axe; speziell haben also auch die Tangenten in 5* 6" 13* 14“
diese Richtung. Interessant ist noch die Projektion von R, aus dem unendlich fernen Punkt
von p oder g, wo eine Kurve entsteht, die mit sich selbst in ciner zentrischen Involution
steht, jedoch bei wesentlich anderer Form als in Art. 12.

19. Auch hier sollen die Gleichungen der sich durchschneidenden Flichen aufgestellt
werden. S; ist gegeben durch
x? + y? — 2?2 = a?



Auf S, liegen die Schnittlinien folgender Ebenenpaare:
z—a=o0 und x4 y=o
+a=o0 x—y=o0
z2+a=o
rT—y =0 xt+y=o0
Also lautet die Gleichung von S,:
@—y) (z—a)—a(@ty +a=o
oder z{;r—y——u.(;r—{—y)}-—a{aj—y—{—a(x—}—y)}:0,
wo « cinen Parameter bedeutet, der durch eine weitere der Fliche auferlegte Bedingung
bestimmt werden kann. -
Die Richtungsebenen von S, sind z =0 und « — y — « (x -} y) = o. Die ersten Pro-
jektionen der Geraden ¢ sind daher parallel zur Linie

1 —u

Ak e

woraus sich die geometrische Bedeutung des Parameters « ergibt. Die Gleichung der 1. Pro-
jektion von £, heisst
(2 4 y2 — a‘—"){a- —y— (x4 y)}2v a? {1, — Yy a(x4 y)}2 = p
oder (@ -y {r — gy — o (@) — 2a{@e — g2 + @ (@ + y)?)
Bringt man die Gleichung des Flichenbiischels auf die Form )
r? Loy — 22— a2 — 2] [z{fc —y—a (x4 y)} —a {cc —y-toa (a:—}—y)}J == 1;

so sind “die Parameter der Kegelfliichen des Biischels bestimmt durch die Gleichung

()

N
l
IS
|
=}

I
S

1+ A2 (1 — )2 — 22 (1 — a2) A1+ a) i
— A2 (1 — «a?) 1+ 201 4 a)p — Al —a)| = o0
A1 a) — A (1 —a) —1
also 16 a2 24 | 4 (1 - a2) 2241 =0,
woraus sich die Werte + ~)ZA und + - ergeben.
2 - 2a
Tafel IV.

20. S, ist ein hyperbolisches Paraboloid, bestimmt durch das windschiefe Vierseit
A B A, B S, ist konstruiert wie auf Tafel III. Die Gerade d, durch Z, geht durch den
Beriithrungspunkt von §; mit der unendlich fernen Ebene; sie ist also Tangente an £,. Folglich
besitzt R, einen parabolischen Ast. Ferner hat die Kurve 2 unendlich ferne Punkte in
den Schnittpunkten der Geraden a und & im Scheitel von .S; mit der Geraden ¢, . Die Tangenten
in diesen beiden Punkten sind die Geraden dy, und d,. Die letzte Gerade d, welche R, beriihrt,
geht durch den Scheitel von S;. Die 1. Projektion von R, ist eine Kurve 3. Ordnung,
deren 3. Asymptote die Linie m ist, hervorgehend aus der Tangente 4 .

Die Punkte von R, sind konstruiert mit Hiilfsebenen, welche zur 1. Projektionsebene
parallel laufen. Jede dieser Ebenen H schneidet aus §; eine gleichseitige Hyperbel, deren
Axen mit p' und g’ zusammenfallen und deren Hauptaxe der Linge nach mit der Sehne iiber-



einstimmt, welche H aus der Umrissparabel der 2. Projektion schneidet; [ schneidet aus S,
ausser ¢, eine Gerade d, welche Durchmesser der Hyperbel ist. Die Schnittpunkte der Hyperbel
mit diesem Durchmesser sind Punkte von £,.

Fur die vorliegenden Verhiltnisse ist folgende Konstruktion der Schnittpunkte einer
gleichseitigen Hyperbel mit einem Durchmesser g zweckmiissig: Man beschreibe (Fig. ¢) um
den Mittelpunkt der Hyperbel einen Kreis, welcher die Kurve in den Scheiteln beriihrt. Im
einen Scheitel zieht man die Tangente s, welche ¢ in § schneidet. Durch § zieht man die
Parallele ¢’ zur Hauptaxe und projiciert deren Schnittpunkte G‘ und H’ aus dem andern
Scheitel ¢ aut g. Die Projektionen sind die gesuchten Punkte, deren Genauigkeit mit Hiilfe
der Schmittpunkte H, H; und Gy Gy auf den Asymptoten kontroliert werden kann. Der Beweis
der Konstruktion ergibt sich aus der zentrischen Kollineation zwischen der Hyperbel und
dem Kreis.

Auch hier ist R, orthogonal symmetrisch in Bezug auf die z-Axe; jedoch hat diese
Symmetrie einen andern Charakter als diejenige der vorigen Figur: die 2 Punkte von £
auf der nimlichen Geraden d gehoren hier demselben Ast an; unter diesen Geraden befinden
sich daher auch die reellen Tangenten von S, an £,.

Die Konstruktion ist auf Tafel IV speziell durchgefiihrt fir 2 Hiilfsebenen H, welche
durch p* und g" harmonisch getrennt werden. Die 2. Projektion von £, ist mit sich
selbst in einer zentrischen Involution mit g* als Zentrum und p* als Axe. Weil die
Geraden 1, 4 und 2, 3 die Gerade d, schneiden, so gehdren die Seiten des Vierseits 1, 3, 2, 4
der Fliche S, an. Diese eingeschriebenen Vierseite projicieren sich namentlich in der 1. Pro-
jektion von 72, einfach: die Projektionen der Gegenecken sind konjugierte Punkte der (.
Die Vierseite von S§;, welche I, eingeschrieben sind, projicieren sich als eingeschriebene
Rechtecke der (3, deren Gegenecken ein weiteres System konjugierter Punkte dieser Kurve
liefern.

Fig. a gibt die Projektion von I, auf eine zu m senkrechte Ebene; es entsteht eine
Kurve, fiir welche der eine Doppelpunkt ein unendlich ferner Rickkehrpunkt mit der
z-Axe als Riuckkehrtangente ist. Fig. b gibt die Projektion von R, awf eine zu d,
senkrechte Ebene; die 2. Projektion von R, und die Transformationen ) und 5) zeigen also
die eingangs erwiithnten 3 Moglichkeiten fiir die scheinbaren Doppelpunkte.

21. R, kann hier auch konstruiert werden, indem man nach Angabe der notigen
Bestimmungselemente die Kurve (3 direkt nach planimetrischer Methode konstruiert. Nach
den von Steiner und Clebsch entwickelten Theorien findet man bequem die Endpunkte
von Durchmessern der (5 und daraus dann die Punkte von R, auf Geraden d von &,.

Es ist tiberhaupt in gewissen Fiéllen zweckmissig, die Durchdringungs-
kurve zweier Flachen 2. Grades dadurch zu bestimmen, dass man zunichst die
gegebenen Elemente beider Flichen ciner Transformation unterwirft, so dass die
neue Projektion der Kurve 2, von der 3. Ordnung wird, dann diese Kurve nach
planimetrischer Methode konstruiert und endlich daraus die urspriinglichen
Projektionen ableitet.

Die néchste Tafel bietet ein Beispiel fiir dieses Verfahren.
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22. Die Tangentenkonstruktion ist fir Tafel IV einfach, wenn man die Durch-
stosspunkte der Tangenten in der Parallelebene zur 1. Projektionsebene durch den Scheitel
von S, sucht. s ist die Verbindungslinie der Fusspunkte der Senkrechten aus P’ auf die
Mittellinien des Quadrates A B* 4, B. t geht durch den Schnittpunkt von d;* mit der
Parallelen durch £’ zu m und ist gleich gerichtet wie der Duarchmesser d‘ von P

Die Spurkurve der Tangentenfliche zerfillt in die Gerade d; und eine Kurve 7. Ord-
nung, fir welche die unendlich ferne Gerade eine doppelte Riickkehrtangente ist. (' besitzt
12 imaginire Doppelpunkte zu je dreien in 4 nicht reellen Geraden.

Tafeln V und VI.

23. Beide Tafeln gehoren zusammen. Tafel VI enthiilt in orthogonal-axonometrischer
Darstellung das, was in Tafel V innerhalb eines rechtwinkligen Parallelepipedes, dessen
Dimensionen aus den angegebenen Pfeilen ersichtlich sind, gezeichnet ist.

S ist ein gleichseitiges Rotationshyperboloid mit zur 3. Projektionsebene senkrechter
Axe. Das Vierseit 4 B 4, B; ist so gewiihlt, dass seine 1. Projektion ein der Umrisshyperbel
umschriebenes Parallelogramm ist, von welchem 2 Gegenseiten mit den Scheiteltangenten
zusammen fallen. p‘ und ¢' bilden ein Paar konjugierte Durchmesser der Umrisshyperbel.
S, ist so gewihlt, wie in den beiden vorhergehenden Fiillen, jedoch mit Riicksicht darauf,
dass 2, 4 reelle unendlich ferne Punkte erhalte.

Die Konstruktion der Punkte von R, ist nach dem in Art. 20 entwickelten Verfahren
ausgefiithrt. Man kann jedoch hier mit Vorteil die in Art. 21 besprochene Methode verwenden:
Man konstruiert zunichst fir die notige Anzahl von Bestimmungselementen von 2, eine neue
2. Projektion auf eine Ebene, welche senkrecht steht zu einer Asymptote der Umrisshyperbel
der 1. Projektion. Diese neue 2. Projektion ist cine Kurve 3. Ordnung, fir welche die z-Axe
eine Axe orthogonaler Symmetrie ist. Die Schnittpunkte von €5 mit den zur z-Axe senk-
rechten Sehnen liefern die neuen 2. Projektionen der Schnittpunkte von R, mit den Geraden d
von S, woraus dann die urspringlichen Projektionen hergeleitet werden koénnen.

Von den Geraden d sind auch hier 4 Tangenten an R,; 2 derselben, d, und d,, haben
unendlich ferne Bertihrungspunkte; ihre 1. Projektionen fallen mit den Asymptoten der Umriss-
hyperbel zusammen. '

Die 2 weitern Asymptoten von R, ergeben sich so: Die Normalebene iiber m zur
1. Projektionsebene ist eine Richtungsebene des hyperbolischen Paraboloides S, (die andere
Richtungsebene ist die erste Projektionsebene selbst); sie schneidet den Asymptotenkegel von
Sy in 2 Geraden u,* und wu,* del‘im unendlich ferne Punkte Qu’r R, liegen. Um diese GGeraden
zu bestimmen, ist eine Hiilfsebene pm allel zur 3. Plolektlonsebone gelegt, deren zweite Spur &
ist. Diese Hiulfsebene schneidet die Richtungsebene nach einer Geraden und den Asymptoten-
kegel nach einem Kreis. -.Die Schnittpunkte K der Geraden mit dem; Kreis sind Punkte von
us* und wu,*. Die Konstruktion der Punkte K ist ausgefithrt mit emef“ Umklappung der Ebene
in die Parallelebene zur 2. Projektionsebene durch den Mittelpunkt M des Kreises. Auch die
Drehung der Hiilfsebene in eine Parallelebene zur 1. Projektionsebene durch M ist gezeichnet.
Nachdem w,* und «,* gefunden sind, bestimmt man die zu ihnen parallelen Geraden ¢ von S,
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namlich ¢; und ¢;: man findet zunichst die 2. Projektionen derselben und daraus dann die
ersten. Weil die Tangentialebenen in den unendlich fernen Punkten von ¢, und ¢; durch d_
gehen, also ricksichtlich der 1. Projektionsebene projicierend sind, fallen die 1. Projektionen
der Asymtoten u, und u, mit ¢,' und ¢,/ zusammen. Die Durchstosspunkte von w, und u, mit
der Parallelebene zur 1. Projektionsebene durch den Mittelpunkt von S; liegen aul dem zu m
konjugierten Durchmesser der Umrisshyperbel, woraus auch u,” und »“ abgeleitet werden
konnen.

Der unendlich ferne Doppelpunkt der 1. Projektion von 72, hat hier einen wesentlich
andern Charakter als der unendlich ferne Doppelpunkt in der 1. Projektion von Tafel I, II
oder III: in ihm schneiden sich die Projektionen von 2 Ziigen des niumlichen Astes von £,.
Die 3 Asymptoten dieses Astes sind w,, w, und d,; d, ist die Asyvmptote des zweiten Astes.

Interessante Kurvenformen entstehen, wenn man die 2. Projektionsebene so transformiert,
dass sie senkrecht steht zu einer der Geraden d;, d;, d,,, ds, d,s, p, g, oder m.

24. In Tafel V sind noch die Tangenten an R, in 1 und 3 konstruiert mit Hilfe der
Durchstosspunkte auf der Parallelebene zur 1. Projektionsebene durch den Mittelpunkt von 8.
s ist die Polare von P’ in Bezug auf die Umrisshyperbel; ¢ wird erhalten, wenn man durch
den Schnittpunkt der Geraden ¢ des Punktes P2 mit d,, die Parallele zum Durchmesser
von P* zieht.
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