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Neue Herleitung der unendlichen Potenz-
reihen für cos x und sin x.

"Von

F. R. Scherrer,

Lehrer der Mathematik an der thurg. Kantonsschule.

Die Exponentialreihe

ZW ^ + « + 77 + +
convergirt und ist daher eine stetige Funktion der Yariabeln
2 fur jeden endlichen sowohl reellen als auch complexes
Wert der letzteren; überdies ist

/"(zi) • /(Za) — /(z, + Za)*

Die Summen der beiden unendlichen Eeihen

j,2 „3 „4
/(iy) * + »1/ — 77 - * 57 + 77 + " ; •

und

/• i y) ^ — Y/ + *57 + 77—
sind conjugirt complexe Grössen; daher ist, wenn man ihren
Modul mit r bezeichnet

^ ftiy) /t-iy) t(0)

d. h.

r= f ;

mithin kann
f(iy) ® ^
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und insbesondere

y*
cos » 1 — — U — i— _i_

2 / ' 4/ 6/ '

2/® y
®

y '
a; ?/ — -4- -— — — }-^ 3 / 5 / 7/

gesetzt werden, wobei » das analytische Mass eines Kreis-
bogens darstellt, welcher für jeden reellen Wert yon 2/ so

gewählt werden mag, dass

0 <C » <C 5 TT

ist. Man erhält nun, wenn 7/ zwischen 0 und 7 liegt, posi-
tive Werte für cos» und sc»», also ist in diesem Falle »
ein Bogen des ersten Quadranten, welcher mit 7/ zugleich
verschwindet.

Da f (»—«/), wenn und ^ zwei relative Primzahlen

sind, eine der Wurzeln von ist, so hat man

ftë-y)
2 2

& S Tt
_ _

fc 5 TC

cos -j- i sîw
p p

cos — a; -f~ ^ — a;

2 2

wo ä: eine noch zu bestimmende ganze Zahl bedeutet, welche
der Ungleichheit genügt

• 0 < & < g-

und welche ausserdem zufolge der Stetigkeit von jf(i —y)

nicht von 2/ abhängen kann. Lässt man, um dieselbe zu
ermitteln, 7/ allmälig gleich 0 werden, so nehmen nach dem
oben Gesagten die linke Seite und der erste Faktor der
rechten Seite der letzten Gleichung den Wert 1 an; mithin
ist der zweite Faktor der rechten Seite ebenfalls gleich
2, also

& 0

und
P P

/(»— «) cos — » -j- » siw — ».
« 2 2

Hieraus kann man, gestützt auf die Stetigkeit der hier
in Betracht fallenden Funktionen, auf die Gültigkeit der
Gleichung

cos w» -)- « sm m»
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für jedes reelle w scliliessen; d.h. es ist ï zu y proportional,
so dass man

y X»

setzen kann, wo X eine Constante ist. Der Wert der letz-
teren ergibt sich leicht, wenn man bedenkt, dass

f (i Xa:) cos « -j- i si« er,

daher insbesondere

X* er® X®a;® X'er'
5m a; A# —

3 / 5.' 7 /
und

si« a; X® X® es'*' a' a7

a;
~ * ~~ 3/ "" 57 ^T7

ist. Nähert sich nämlich a; ohne Ende der Grenze 0, so

gelangt die linke Seite der letzten Gleichung zu dem Grenz-
wert X, während die rechte Seite gleich X wird ; also ist

X 7

und man hat
/V«; cos a? —(— i si» a;,

woraus folgt
y.2ar

cos a: X 4- — — — 4-2/ ' -i/ 3/ '

sin a; a; — 4-^ / I

a:'

3/ ' 77 ~~ 77 •

Für den Argumentwert 7t erhält man hieraus

/Y»7t; —- i;
und

/y» ^ it; 4- J,
folglich ist

/Yî /a: -j- 2 X'Tty; ffïaY
Definirt man also die Potenz 4* durch die Gleichung

/W
so erhält man für jeden reellen Wert Yon a;

4® cos a; -f- i si« a\

März 1884.
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