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Neue Herleitung der unendlichen Potenz-
reihen fiir cos x und sin x.

Von
F. R. Scherrer,

Lehrer der Mathematik an der thurg. Kantonsschule.

Die Exponentialreihe

2'2 z:-}
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convergirt und 1ist daher eine stetige Funktion der Variabeln
z fir jeden endlichen sowohl reellen als auch complexen
Wert der letzteren; iiberdies ist

f(z;) . f(zz} iz f(zl + z9)-
Die Summen der beiden unendlichen Reihen
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und
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sind conjugirt complexe Grissen; daher ist, wenn man ihren
Modul mit » bezeichnet

r* = fuy - fi-1y = fo)
d. h.
0
mithin kann
fiy) = cosx |t sinx



183

und insbesondere

B y? y y
oomE = L — 5 27-—?—}— ........
Py Y3 y® y
SIMEx = Yy — 3!-1_5!——-7!—}— .......

gesetzt werden, wobei x das analytische Mass eines Kreis-
bogens darstellt, welcher tiir jeden reellen Wert von % so
gewahlt werden mag, dass

0 Z = 2T
ist.  Man erhilt nun, wenn y zwischen 0 und 7 liegt, posi-
tive Werte fiir cosax und sina, also ist in diesem Falle «
ein Bogen des ersten Quadranten, welcher mit y zugleich
verschwindet.
Da f(z'qﬂy), wenu p und ¢ zwei relative Primzahlen

sind, eine der ¢"” Wurzeln von fipy ist, so hat man

f(l'%?/) == |-¢08 Zix —| 7 sin Ea: ] [cos k2ﬂ— —+- i sin et

q q q q
wo k eine noch zu bestimmende ganze Zahl bedeutet, welche
der Ungleichheit geniigt
und welche ausserdem zufolge der Stetigkeit von f(ig—y)
nicht von 7 abhéngen kann. Lésst man, um dieselbe zu
ermitteln, y allmélig gleich 0 werden, so nehmen nach dem
oben Gesagten die linke Seite und der erste Faktor der
rechten Seite der letzten Gleichung den Wert 1 an; mithin
ist der zweite Faktor der rechten Seite ebenfalls gleich
1, also

k=10

und

fEZy) = coszix e isin}—)—w.
¥ q /i
Hieraus kann man, gestiitzt auf die Stetigkeit der hier
in Betracht fallenden Funktionen, auf die Giltigkeit der
Gleichung
f any) = cos nx - i sin nx
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fiir jedes reelle »n schliessen; d.h. es ist # zu y proportional,
so dass man
if =A%
setzen kann, wo A eine Constante ist. Der Wert der letz-
teren ergibt sich leicht, wenn man bedenkt, dass
flAx) = cosx + isinx,

daher insbesondere

A3 3 A3 P AT z?
ST = AL — = e U R
ok g7 "l 77 T
und
Sin x A3 o? AP xt AR

e e e

ist. Néhert sich nédmlich z ohne Ende der Grenze 0, so
gelangt die linke Seite der letzten Gleichung zu dem Grenz-
wert 1, wihrend die rechte Seite gleich A wird; also ist
A= 1
und man hat
Lriay = G083 | 1.800 &,
woraus folgt
2

S 17 G
COS"E:I""’“":?—!-I— 4/ —W—|— ......
: 3 40 57
smx:x—féj -+ 57— 77 s 1 P
Fir den Argumentwert 7 erhilt man hieraus
fagn) = — 1;

und

fim) = fG2n) = 4 1,
fi [z 2kn]) = f(iz)

Definirt man also die Potenz ¢'# durch die Gleichung
6% = [ Gan
so erhilt man fiir jeden reellen Wert von x

folglich ist

e'® — cos x -+ i sin x.

Méarz 1884.
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