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Geometrische Lösung

einer einfachen Aufgabe aus der Optik.

Von Dr. A. Kiefer in Frauenfeld.

T.

Die Aufgabe lautet: „Um/ giragr 9g9g6g»g» JTww (fig Aa^g
«mgs teicÄZgwcfg« P«<«/cfes 6gsZw?wrag», so cfows öXrcA i/i« gf«g

^rg^g&gwg Ggrarfg a» vor^gscÄm&ewgr SïgZZg mö^ZicAsf sZar& 6g-
ZgwcAZgZ wgrcZg."

(Fig. 1.) Bezeichnet A die vorgeschriebene Stelle auf
der gegebenen Geraden 9, X irgend einen Punkt der Kurve C,

cp den Winkel zwischen XX und 9, so handelt es sich darum,
sm cp

auf C den Punkt X so zu bestimmen, dass möglichst
nx* xx*

gross, oder — möglichst klein wird. Das Perpendikel in
Sm Cp

X auf 9 möge das Perpendikel in X auf XX im Punkte F
schneiden; dann ist AVinkel XFX cp, XX X F si» cp und

also XX AF, welcher Ausdruck also möglichst klein
SiW cp

werden soll. Dieser Umstand tritt bekanntlich ein, wenn
iX. XF XX' XF' ist, wobei X' der unendlich benach-
barte Punkt zu X auf (7 ist und F' in ähnlicher Weise zu
X' gehört wie F zu X. Der Schnittpunkt von XX' mit
XF sei X; da XF auf XX senkrecht steht, so muss bei
Tinendlicher Nähe von X und X' XX XX und daher
XX XF XX' XF' sein, oder

XX XF'
XX ~ Xf



106

Aus dieser Gleichung folgt, dass .ZT' parallel X' T sein

muss; bezeichnet P den Schnittpunkt von XT und X'T,
so muss AP die Strecken ZT' und X'T halbiren, und
wenn die Punkte X' und X sich unbegrenzt nähern, so ist
die Gvewz/age vow P die iM/7/e vow XT. Bei der Bewegung
des Punktes X auf C umhüllt die Gerade XP die negative
Fusspunktkurve von C; der Berührungspunkt von XT ist
der Schnittpunkt mit der unendlich benachbarten Geraden
X'T'. Man hat also den Satz:

X ist eiw ^es'MCÄter Pww/rf aw/" C, weww das Perjjewdi/cei
XT «w MX die sw M a/s Po/ geÄöwgo wega/ive P«ss£>Mw7MÄ,wve

vow C iw der .Mï/te awiscAew XT èeri/Art.
Yon den verschiedenen Konstruktionen des gesuchten

Punktes, die sich aus diesem Satz ergeben, mag bloss die
folgende angegeben werden :

.Zw C èestiwMwt wiaw /w M a/s Po/ die negative PwssjwwH-
ftwrv«, schneidet gede ï'awgewte derse/5ew wit dew Pe»yewdifcet
g' atf/' g dwrcÄ M îmd trägt das Pti/efc 2w/scÄew <few PerwArwwgs-
jww/c/ wwd g' rwc7c«värts a&, awf die ^er/äwgewcwg i<&er dew

PeriiTî.rwwgspMw/bt Tw'waws; der Ort e/er so ewtsteüewdew Pwwfcte

ist eiwe wewe Xwrve 0", «ve/c7»e c/wvcA die geswc7»tew Pww/fcte

awf 0 ÄmäwcÄ ge7»t. (Es wird in Abschnitt VIII gezeigt,
wie in einfacher Weise von jeder Tangente der negativen
Fusspunktkurve der Berührungspunkt gefunden wird.)

Im Folgenden sollen einige spezielle Fälle der Aufgabe
behandelt werden.

IL

(Fig. 2.) 0 sei eine gerade Linie, welche im Punkte &
auf g senkrecht steht. Die Gerade g' wird zu 0 parallel ;

die negative Fusspunktkurve von 0 für den Pol M ist eine
Parabel mit M als Brennpunkt und 0 als Scheiteltangente.
(Der Ort der Fusspunkte der vom Brennpunkt einer Parabel
auf ihre Tangenten gezogenen Lote ist die Scheiteltangente.)
Da der Berührungspunkt von XT mit der Parabel in der
Mitte zwischen XF liegen muss, so ist nach einer bekannten
Parabeleigenschaft das Stück XT der Verlängerung von TX
bis nach g gleich der Hälfte von XF, daher auch SP 1/2 Mä.
Man hat somit folgende Konstruktion:
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Jfaw reriäwjrert J.5" mot die „Hedffe iê&er S AiMat(s 67s

waeA P; da«» scA7ö<;7 otmm ii&er MP a7s „DarcAiwesser ei»e»

Kreis, weicAer P 7m dm gesifcAte» PM»A£e» Xi M»d Xa scAweideP

III.

(Pig. 3.) P sei eine beliebige gerade Linie. In diesem
Falle ist die negative Fusspunktkurve von P für den Pol M
wieder die Parabel mit M als Brennpunkt, (7 als Scheitel-
tangente und also dem Perpendikel MPP von M auf P als Axe.
Wenn Xi ein gesuchter Punkt auf P ist, so muss die Parabel
die Gerade Xi Fi in der Mitte zwischen den Punkten Xi, Fi
berühren. Dann ist aber auch PXi XiP PYi ; daher ist
der Abstand des Punktes P von P halb so gross als der
Abstand des Punktes Fi von C, und der Abstand des

Punktes P von der Geraden MP ist ^/s von dem Abstand
des Punktes Fi von der letztern Geraden. Daraus folgt weiter,
dass der Punkt P und die Mitte Mi von MP und der Punkt &,

aS"$1
der die Strecke P'P im Verhältnis ———= 1/2 teilt, aufeiner

OOl
Geraden liegen.

Diese Gerade ist d«<rcA Mi, Pi AestiwOTt, M»d iAre PeAwitt-
£>M»7cte mit der Para&eZ si«d die Pw»Ate P; die Para&eitawi/eMte»
7m diesen Ptmfcte« scAweide» (7 in den <7esMcAte» PawAfe» X.

Eine einfachere Konstruktion ergibt sich, indem man
von der Geraden Mi Pi in Bezug auf die Parabel den Pol
konstruirt, — als Schnittpunkt der Polaren von Mi und der
Richtung von Mi Pi in Bezug auf die Parabel — und dann
von Ç aus die Tangenten legt. Nämlich:

Fon M faßt man das Perj?e»diAe7 awf Mi Pi M«d «er-
7äM#ert dassei&e Dis «mot PcAmttjwwAt P mit (7; dann rer7ä«</ert
man die PtrecAe Mi P mot sicA se76st M&er P Ai«a«s 6is «ac7» Ç.

Pe^rt »na« den Kreis, der ÇM «mot PhwcAOTesser Aat, so
scA»eidet er P 7« de« ^esMcÄteM PM»Ate» Xi M»d X2. Man
bemerkt, dass die Punkte Xr, X2 stets reell sind.

IV.

(Fig. 4.) P sei ein Kreis, welcher durch den Punkt M hin-
durch geht. In diesem Falle ist die negative Fusspunktkurve
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von G ein Punkt, nämlich der andere Endpunkt D des durch
A gehenden Kreisdurchmessers. Daher ergehen sich die
gesuchten Punkte so :

jlfaw vePä»<7«rt dm ÄreiscfowcAmesser AR «6er D
««»» sicA seZ&st wwd zieAt d»reA dm so erAaßmm Pw-wAt P'
die ParaKeZe sw <7

' ; diessZ&e scAwe«'de< de» Preis G i» de» <?e-

swcAfe» PwwAtm Xi X2.
Die Punkte Xi, X2 können zusammenfallen oder imaginär

werden. Sie fallen zusammen, wenn der Mittelpunkt des Kreises
von (?' einen Abstand hat, der gleich dem dritten Teil seines
Abstandes von A ist. Der geometrische Ort der Mittelpunkte
aller Kreise durch A, bei denen die (2) gesuchten Punkte
zusammenfallen, besteht also aus 2 durch A gehenden Geraden ;

sie trennen die Regionen der Ebene von einander, in denen
die Mittelpunkte der Kreise mit reellen, respektive imaginären
Lösungen gelegen sind. Der Ort der gesuchten Punkte besteht
ebenfalls aus 2 Geraden durch A.

Y.

(Fig. 5a.) G sei ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf (7

liegt.*) Die negative Fusspunktkurve von G für den Pol A
ist ein Kegelschnitt, für welchen A Brennpunkt und der
gegebene Kreis der Kreis über der Hauptaxe als Durchmesser
ist. (Der Ort der Fusspunkte der von den Brennpunkten
eines Kegelschnittes auf seine Tangenten gefällten Perpen-
dikel ist der Kreis über der Hauptaxe des Kegelschnittes als

Durchmesser.) Der auf <7 gelegene Durchmesser des Kreises G
heisse DP; ist X irgend ein Punkt auf G, so ziehe man
XiS_|_(7 und XP_|_AX. Konstruirt man jetzt den vierten
harmonischen Punkt P von P in Bezug auf DP, so schneidet
das Perpendikel in T auf 9 die Gerade XT im Berührungs-
punkt mit dem Kegelschnitt. X ist also ein gesuchter Punkt
auf G, wenn T' in der Mitte zwischen AS gelegen ist. Lässt
man den Punkt P sich auf <7 bewegen, so beschreiben die
Punkte <S) T zwei zur Reihe der Punkte P projektivische
Punktreihen; denn zu jedem Punkte P gehört ein Punkt S

*) Dieser Fall tritt ungefähr auf, wenn es sich bei einem Klavier darum
handelt, den Leuchter so zu stellen, dass das Notenblatt möglichst stark be-
leuchtet ist.
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und umgekehrt, und zu jedem Punkte S gehört ein Punkt P
und umgekehrt. Durch Verschieben eines jeden Punktes T
in den doppelten Abstand von A nach 5" entsteht eine neue
Punktreihe, welche ebenfalls zur Reihe der Punkte S pro-
jektivisch ist. Wenn X ein gesuchter Punkt auf C ist, so
fallen die zusammengehörigen Punkte & und £' aufeinander.
Fällt P nach D, so kommt auch $ nach D, und £' fällt nach
D', wobei AD' 2 AD. Fällt P nach D, so kommt auch
£ nach D, und £' fällt nach D', wobei AD' 2 AD. Fällt
P ins Unendliche, so kommt £ nach A und £' nach A',
wobei A ' yon A doppelt so weit absteht, als der Mittelpunkt
des Kreises C. (Fällt P in die Mitte von DD, so kommt
£ in den harmonischen Punkt Ai yon A in Bezug auf DD,
und £' fällt ins Unendliche. Fällt P in den Punkt A', der
von A doppelt so weit absteht, als der Mittelpunkt des Kreises D,

so rückt £ ins Unendliche und £' fällt nach dem Punkte,
der gefunden wird, indem man den vierten harmonischen
Punkt von A ' nach D, D konstruirt und dann diesen in den
doppelten Abstand von A verschiebt u. s. f.)

Jetzt hat man folgende Lösung des Problems:
(Fig. 5 b.) Ya» setet die Seide« Dwn/etreiAe« A,D,D und

A', D', D' (AD' 2 AD, AD' 2 AD, AA' AD + AD) i«
^rro;'e/rfii»scAe DmeZ««<7, so dass die Xword«««^ der DeiAew/bS/e
der Se»eicZ«ete« Pw«Zfe ewispric/d ««d Zo«s7rm>7 die Dopj)ei-
jw«7cfe der Seide« PeiZe« ; ei««« errieZtet mm i« de« ^e/M«de»e«
Pît«7cte» die Pe«^?e«d77cg7 s« <7, «ee/cZe D i« de« ^esweZte« P««7cfe«
scZweide«.

Von diesen Punkten sind 2 imaginär. Man könnte um-
gekehrt den einen Doppelpunkt der beiden projektivischen
Punktreihen durch einen optischen Versuch bestimmen. (In
der Figur sind die Konstruktionslinien, welche zur Bestimm-
ung der Doppelpunkte G, Y nötig waren, weggelassen.)

VI.

(Fig. 6.) D sei ein beliebig gelegener Kreis. Die negative
Fusspunktkurve von (7 für den Pol A ist wieder ein Kegel-
schnitt, für welchen A der eine Brennpunkt und der Kreis C
der Kreis über der Hauptaxe des Kegelschnittes als Durch-
messer ist. Ist Y der Mittelpunkt von P, so wird der andere
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Brennpunkt des Kegelschnittes gefunden, indem -4-M über
ihT hinaus um sich selbst verlängert wird. Wenn X irgend
ein Punkt auf C und XFJ_MX ist, so findet man bekanntlich
den Berührungspunkt P von XF mit dem Kegelschnitt, indem
man den Gegenpunkt M" von in Bezug auf die Gerade XF
konstruirt und die Gerade M" M mit XF schneidet. (Die
Mitte von -4' M" ist der zweite Schnittpunkt von FX mit C.)

X ist nun ein gesuchter Punkt, wenn P in der Mitte von
XF gelegen ist. Zieht man dann MP' parallel zu XF, oder
was dasselbe ist, senkrecht zu M'M", so bilden die 4 Strahlen
MF, MP, MX, MP' eine harmonische Gruppe. Die Parallel-
strahlen dazu durch den Punkt 4'/ schneiden M'M" in 4

harmonischen Punkten, von denen der eine ins Unendliche
fällt (MX ist parallel zu M'M"); von den andern ist der eine
G, der Schnittpunkt von M'M" mit der Parallelen <7" zu <?'

durch Hf; der zweite, M*, in der Mitte von M'M" liegt auf
C und der dritte ist der Fusspunkt P des von itf auf M' M"
gefällten Perpendikels. Der Ort von P ist, wenn M'M"
gedreht wird, der Kreis C", der M'M zum Durchmesser hat.
Wenn X ein gesuchter Punkt ist, so muss FG GM* sein;
man hat also folgende Konstruktion:

DwrcÄ Af Zejrt ma» die Gorad« 2>arait«t «w (?', M»d
«6er ATM' ats Dwrc7»w«ss«r %t ware do» Pr«is C". Da«»
.sieÄt ma» dwrcA M' atte mögdicA«» Gerade», scAweidet Jede
•mit dem Preis C' «««d der Gerade» i» F, G »»d maeAt
stets GM* GF, d. A. «» »er/ä»^ert PG «» sicA set&st ü&er
G Aiwa-as. Per Ort ro» M* ist da»» ei»e Pwrce 6, we/eÄe

0 i» gewisse» PawAte» scA»eid«t. Ferôiwdet ma» ei»e» sotcA««

GcAwittywwAt M* mit M', so scAwêidet das Perj?e«di7:et i» M*
a«f M'M* de» Preis 0 i» ei»em ^eswcAte» P«»At Xi.

Es ist ersichtlich, dass die Kurve © von dem Radius
des Kreises 0 unabhängig ist. Diese Konstruktion ist sehr
scharf und kann auch im Falle Y angewendet werden.

YII.
Im vorigen Abschnitt ist eine Kurve © verwendet worden,

von der im folgenden noch einiges ausgesagt werden soll.
© entsteht so : Wenn ATM' Durchmesser eines Kreises und

eine Gerade durch i¥ ist, so schneidet man jede Gerade
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durch -4' mit dem Kreis und der Geraden <7" in P resp. G
und verlängert stets PCr um sich selbst über Cr hinaus bis
nach 4* ; dann ist der Ort der Punkte 4* die Kurve 6.
Die Geraden durch _F und 4* parallel zu 9" liegen sym-
metrisch zu 9". Daher hat man folgende Erzeugung der
Kurve 6 :

Afa» wäAZt die PtraAZewiwwZwtio» mit dem ScAeiteZ 4',
dem» PoZ i» Pe«»9 awf de» Preis der »»ewdZicA /erwe P»»At
ro» 9" ist »»d »immt 0» 9'eder PMrcA&oArwwpsseAwe die s?/m-
metriscAe Gerade i» Pe«»9 awf 9"; dadwrcA ewtsteAt ei» «im*

/»DoZMtio» ywo/eAtiriscAes PwseAeZ ^araZZeZer StraAZe», das mit
der J»roZ»tio» die /fwrre © er0«wgt.

Daraus folgt ohne weiteres :

6 ist eine Pwrre dritter OrtZwiMig' mit 4' aZs PopywZ^Mwfct.
Pie pe&t dwrcA de» »«ewdZicA /er»e» Pw»At «0« 51" w»d e«t-
AäZt awcA die ima^iware» PreisyumZcte. Pie reeZZe 4s«/»iptote
Aat do» 9" dewseZ&e» 4Asta»d wie 4' (ist aZso 9') w»d scA»eidet
de» Preis i» dewy'ew^e» P»»Ate», dwreA weZcAe die PoppeZ^jMW&ts-

tawpewte» peAe» müsse». Per dritte PcA»iZtpw»K der 4s)/my)tote
mit der P»rre ist (Zer /SfcA»itZp»«fct (Zer 4s?/mptote mit (Zer

PTreisZfimpewte (Zes P»»Ates 4'. Pie Pwrre peAt awcA dwrcA
cZie ScA»itt£>»»Ate ro» 9" mit (Zern Preis. Pie Ta»(/e»Ze« (Zer

P»r»e, weZcAe 0»r 4si/my)tote 99araZZeZ si»d, werde» erAaZte»,
i»(Zem ma» a» de» Preis die Pa»^e»te» Ze^t, weZcAe 0» 9"
_paraZZeZ si»(Z w»(Z da»» die 0M iA»e» i» Pe«»9 aw/ 9" s?/m-
metriscA ^eZe^ewe» Perade» a»/s»cAt; die Per»Ar»M9sj?M»AZe
dieser 2 Pa»^e»te» mit © werde» ro» 4' a»s »»ter recAtem
TFiwAeZ ^eseAe». Pie P»rrewta«9e»te im Pw»Ate üf wird 9e-
/»»de», i»dem ma» im 0weite» PeA»iZt£iwwAt ro» 9" mit dem

Preis a» diese» die Tawgewte Ze<?t, mit der Tawgewte i» 4'
scAweidet M»d de» ScA»ittpw»Zbt mit Jf rerAi»det. Pie P»rre«-
ta»pe«te im «weite» Sc7>»iZtpM«At do» 9" mit dem Preis steAt

awf 4'4f se»ArecAt.

Wählt man eine Tangente ,-r des Kreises mit dem Durch-
messer 4f4' und konstruirt die Kurve, die zu ihr in der-
selben Beziehung steht, wie © zu dem Kreis, so erhält man
eine Hyperbel, welche © berührt und zwar in dem Punkte,
welcher dem Berührungspunkt der Kreistangente entspricht.
Diese Hyperbel geht durch 4' und den Schnittpunkt von a;

mit 9"; die eine 4symptote ist die Gerade 9' (V ist parallel
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zu </" und <f ' halbirt das Lot A' auf <f) und die andere
Asymptote ist parallel zu a; und liegt so, dass A' sich in
der Mitte zwischen ihr und a; befindet.*) Diese Asymptote
berührt einen Kreis, der mit dem Kreis i¥"A' gleichen
Durchmesser hat und ihn in A' berührt. Daraus folgt nun
z. B. folgende Tangentenkonstruktion für ©:

.Man w&iwdet den Pnwlt P anf C, in wefctoi di« Paw-
(/ewfe <?ef«nd«n werden sott wit A'; Aw zweiten Se/mittpnwlt
dieser Geraden mit den» Kreis ie<?t man die Paw(?ewie a; an
diesen Kreis nnd schneidet sie mit (/". Pen SVKnittjwnlt »er-
inndet wan mit A' nnd schneidet diese Pinie mit der Paraiieiew
.zn aj dwreA P. Pe^i man endiicÄ d»<rcA den erAaitewew P»«nlt
eine Paraiieie «w A'P, so schneidet sie <7" in einen» Pww&t,
dnrcA weieAew die #es»«cAte Pan^ente jre&en m»«ss. Schneller
erhält man die Tangente durch Benützen der zwei Asymptoten.

Ferner hat man den Satz : liait wan row einer iP/y>er&ei
die eine As»/jwptote nnd einen Pww&t fest nnd Aewegt die andere
As»/wj)tote ats Panjrewte eines Kreises, der dnrei den festen
Pnnlt geAt, so ist die Knreto^pe der IfgperAeZ eine Kwrre dritte»'
Ordwnnjr 6, weieAe den festen Pnn7ct «nm Dcgjpei^wnAt nnd
die feste As»/»wy)tote znr Asymptote Aat. Denkt man sich die
zu © in Bezug auf A' centrisch-symmetrisch gelegene Kurve
©', so gestattet dieser Satz folgende Umkehrung: ifö'ii wan
ron einer IZi/per&ei die eine As«/wy»tote nnd einen PnwAt fest
nnd Aewegt die andere Asj/wptote ats Pawgente cter c»/&iiscAen

Kwrre dritter Ordnwng ©', so ist die Knretoyjpe der 12i/j?erAeZ

ein Kreis, der dnrcA ctew festen Pnn&t AiwdwrcA geAt.
Nunmehr ist man auch im Stande, die Inflexionsstellen

von © zu finden. Denkt man sich nämlich zu einer Inflexions-
tangente diejenige Hyperbel konstruirt, welche zu ihr in

*) Also: üfteZd wem dwrcTt. emew Pmm&Z «mer iP/pter&eZ AtoeZ ParaZZeZe am deM
JsympZoZeM, so 7>esZe7tZ die PwveZojjpe «i«er Geraden vom der PZ<j'eMSc7ia/'Z, dass t'Ttr
u47>se7tMZZZ AM>Zsc7ieM dew (/etod/dZeM Gerader. grZeZe7i ZsZ dew ^4 7>sc7iMiZZ Awdsc&en den
eiMew (oder awderM) Sc7imZZZj?mm&Z MMd den einen (oder andern) Sc7wZZZj>mm&Z wZZ der
J/?/j?er&eZ aus 2 PMn&Zen. PZese 5 Pan&Ze </e7tören der Pi/_per&eZ seZ&er an nnd i7Zre
Fer&ZwdMn^sZinie tvird vom den 2 ^reioäTiZZen Geraden ZrZsecZrZ. Pa«Z»rc7t erscheinen
die Pan&Ze einer iZt/perieZ j?aarioeise prrwpjpirZ ; die Fer&indwMg'S.ö'eradeM dieser Paare
wntÄwZZen eine JPfperZieZ, M>eZc7te miZ der ersZen ^rZe/eZte .AsywpZoZen 7taZ and deren _4.-ren
sic7i am den Altve« der ersZen verÄaZZen ?oie 5 : 4. a(m/ et«er UjrperôeZ icä7tZe wan einen
/'e.sZen Pkm&Z nnd Aie7ie eine ParaZZeZe tc am einer ^4sy»y?ZoZe, so dass der PttM&Z Zm

der AZZZZe s;vZsc7teM t'Är î<Md der ^4st/wpZoZe ^reZe^eM ZsZ; steZtZ »taM mmm dwrCÄ deM
Pt«tÄ;Z etMe ôeZie&i'^re Gerade, so ZsZ der peomeZWscTte OrZ der AZt'ZZe der a«/" Z7tr vom
tr and der JP/per&eZ fte^reM^ZeM SZrecfce et/te gerade iiMie, toeZc7te Aar aadera ^Lsywip-
ZoZe jiaraZZeZ ZsZ und tv awjf der J3jtper6eZ sc7metdeZ.



113

in derselben Beziehung steht wie der Kreis zu ©, so muss
diese Hyperbel durch A' gehen, die Gerade zur Asymptote
haben und den Kreis über .MA' als Durchmesser oskuliren.
AZso AawdeZt es sicA dar»««, die 3 .Hj/perAeZw zw Aowstrwirew,
«eefcAe dwrcA A' 9eAew, 9' «w As«/mjjtote AaAew wwd dew Preis
os&wZirew. Wählt man auf dem Kreis ausser A' noch einen
Punkt F, so schneiden alle Kegelschnitte durch A', F, welche
9' zur Asymptote haben, den Kreis in Punktepaaren einer
Involution; der Pol derselben wird erhalten, indem man durch
A' und P parallele Geraden zu 9' legt, ihre 2 Schnittpunkte
-B', F' mit dem Kreis mit einander verbindet und mit <7' schneidet.
Geht die Polare dieses Schnittpunktes in Bezug auf den Kreis
durch den Punkt 1?, so ist F eine Oskulationsstelle ; legt
man den Kreisdurchmesser, der auf 9' senkrecht steht, so

muss die in Bezug auf ihn zu P'A' symmetrisch gelegene
Gerade durch A' und P hindurch gehen, wonach sich folgende
Konstruktion ergibt :

Pw dew P«w7ctew ®ow 9' Aesti/wmt «m das PüseAeZ der
PoZarew iw Pe«4«9 at«/' dew Preis wwd wimwd ««« dew Pww&Zew

die sjwwmeZriscAew iw Pe£W9 aw/" dew «w ,9' sew/erecAiew ZhtrcA-

Messer; rerAiwdet »jaw diese Pww&Ze mit A', so ewZsZeAZ eiw

SZraAZewAüscAeZ, das zw dem BwscAei der PoZarew j)ro;'eÄtmscA
ist wwd mit iAm eiwew Pet/eZscAwiZZ erzew^, der dew Preis iw dew

^esîicAiew P-ww/eiew scAweidet. FerAiwdet »waw eiwew soZcAew Pww&Z

»wiZ A' «wd rerZäw9ert die Pirec/ce swiscAew dem P«iw7c<e wwd 9"
iZAer iefetere Gerade Aiwaws wm sicAseZAst, so ewtsZeAZeiw Iw/Zeawows-

pwwAZ der Pwrre 6. — Per PegeZscAwiZZ, «eeZcAer dew Preis
iw dew ^eswcAiew PwwAZew scAweideZ, ist eiwe ^ieicAseiti^e Pî/perAeZ.
Piwwwt maw dew »w ATA' sew/rrecAtew PreisdwrcAmesser wwd
aieAZ dwrcA seiwe Pwd^wwAde die ParaZZeZew «w 9", so scAweidew

sie dew Preis iw 5 Pww7cZew, derew FerAiwdww^süwiew writ dem
Pww&Ze A' die As«/»w^totewricAt»(W9ew ^e&ew. (Da clie Inflexions-
punkte von © auf einer Geraden liegen, so müssen die 3

Punkte F auf dem Kreise so liegen, dass man durch sie und
A' eine Hyperbel legen kann, welche 9' zur Asymptote hat.)

Man kann auch leicht das allgemeine Tangentenproblem
lösen, d. h. die Aufgabe, von einem beliebigen Punkte P aus
an © die möglichen 4 Tangenten zu konstruiren.

JMaw verAiwdeZ dew Pwwfct P wit A', rerZà'wjrert die PZrecAe

amscAew P îtwd 9" 4»w sicA seZAst «Aer 9" Aiwaws Ais waeA P'.
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Dawn le<d »«an die 4 Ae£relsc7mitle d-aroA A', P', welelie dew

Preis &er&7»rew nnd <f 2wr Asî/wptote TîaAen. Die enfcy>rec7jenden
Pnn&te 2« de« DernTinw^spMnAlen sind die DerwArww^sjjnnHe
der Tangente« anf @. Zur Konstruktion der Berührungs-
punkte auf dem Kreis handelt es sich bekanntlich um die
Ermittelung der gemeinsamen Tangenten des Kreises und
eines leicht angebbaren Kegelschnittes Sî. S ist der In-
Yolutionskegelschnitt des Kreises für die Kegelschnitte durch
4', P', welche <f zur Asymptote haben. Di« 2»eeite Asymptote
dieser Ae<7elsc7mitle länfl dnrcÄ «inen festen Pnw/cf der ge-
funden wird, indem man A'P' mit <f schneidet und das Stück
zwischen P' und <f von A' aus in derselben Richtung ab-

trägt. Wird der feste Punkt zum Mittelpunkt des Kreises,
so kann die eine oder andere Gerade durch ihn nach den
unendlich fernen imaginären Kreispunkten als Asymptote be-
trachtet werden und der Kegelschnitt berührt dann den Kreis
in einem imaginären Kreispunkt. Der Punkt P' liegt dann
auf der Verlängerung von A'Jf über (f hinaus und zwar ist
die Verlängerung gleich dem Radius des Kreises. Ferlänaerl
wan da7»er JfA' ww die iïalfie itèer A' Ainans, so erAält
wan den iïanpt&rennpwH&t tier Anrre © d. 7». tien PcAwiltjjwn&t
tier Pnrnentawc/ewtew in tien iwat/iwären Areispnw&ten. Wenn
der Mittelpunkt des Kreises für den vorhin erwähnten Kegel-
schnitt SÏ Brennpunkt ist, so ist der Punkt P, der zu diesem

Kegelschnitt gehört, der Hauptbrennpunkt von 6.

VIII.

In diesem Abschnitt soll von den negativen Fusspunkt-
kurven im allgemeinen noch kurz die Rede sein.

Die gegebene Kurve heisse C, der Pol sei A und die
negative Fusspunktkurve von C sei C". Denkt man sich jetzt
eine Tangente a» von O, so ist die negative Fusspunktkurve
von a? für den gleichen Pol A eine Parabel mit A als Brenn-
punkt und a; als Scheiteltangente ; diese Parabel muss die
Kurve C' berühren, weil a; die Kurve C berührt. Also : Di«
wet/alire Ftmjjnn&tfcnrne einer Ahr«;« 0 ist die Pnreloiape alien

Para&eln, welcAe den festen Pol A «ww Prennj3M«7rt wnd die

Tangente« row C swccessire sw ÄAeiteltaw/entew 7ia&en; oder:
Da'll man non einer Para&el den DrennpwnH fest wnd Aeweptf



115

die Pc7«eiteZta»<;e«te aZs Pa»<;ewZe eiwer Pwrre C, so ist die

P»reZo/?pe der Para&eZ die »e^atire F«sspw»&Z&wrTO »o« C.

Wenn P ein Punkt yon C und somit das Perpendikel in P
auf AP eine Tangente von C' ist, so ergibt sich also der
Berührungspunkt derselben mit C' folgendermassen : Mos« vor-
Zdw^ert AP it&er P Äiwcws «w» sic7« seZôst Z>is «acÄ A »wd
fdZZt »0» Ai awf die 'Pam/ewte der Püree C i?» Pü»fcZe P das

Pot; dasseZ&e sc7meidet die jwä'ÄZte Ta»ge»te ro» C' m </e-

sweiite« PerwAr«?«;spw»&Ze Ç. (Diese Konstruktion könnte ge-
braucht werden, um die unter II u. s. w. behandelten Auf-
gaben auf andere Art zu lösen.) Es ist eine bekannte Parabel-
eigenschaft, dass der Kreis über ÇA als Durchmesser die
Gerade a: im Punkte P berührt. D. h. : Pe</t ma» dterc7« ei«e»
feste» Pi«»7it atZe mö'(?Zic7«e» dfreise, weZcTie ei»e P«rre C öe-

rwÄre», so ist der <;eometriscÄe Ort der «weite» P»dp»»Äde der
dwrcT« de» feste» P«»Z:Z <;e/«e«de» iG'eiseZzwcAwesse»' die »egutwe
P»ssj9?«»/tt/tM)Te C »0» C. Pe<;Z »a« d»rc7« eiwe» fester« P««»&t
aZZe Preise, die ei»e ^e^e5e«e /fwrre 0 èeriZ/îre», so ist der
Ort iÄrer TfitZeZpawPZe eiwe Pwrre, «eeZcAe «wr »e</atire» Pass-
pîwdt&Mrre to» C äAwZic/z »wd äA»ZicA (/eZe^e» ist; das Ae7î»-
Zic7«&eiZs«e»ZrM?» ist der feste P»»7et tmd das &o»sta»te Fer-
/«äZZwis der PocZiew re&Zore» 1: 5.

Um die Tangenten der negativen Fusspunktkurve zu
bekommen, die durch einen beliebigen Punkt gehen, ver-
bindet man ihn mit A und legt über dieser Linie als Durch-
messer einen Kreis; die gesuchten Tangenten gehen von dem
gewählten Punkt nach den Schnittpunkten des Kreises mit
der gegebenen Kurve 6'. Die Schnittpunkte einer beliebigen
Geraden mit der negativen Fusspunktkurve C' ergeben sich
so : Fo» A «ieAt ma» twf die Gerade das Pot »wd Aestimmt

die/e»i</e» Preise drercÄ A rmd de» Pwssjwwtct cZes Potes, «oeZcÄe

die Pwr»e C èeriZAre»; die weiter» ScAwitZpîm&te dieser Preise
mit der Gerade» si»d die <;es«/c7de« Pc7«»iZZpM»7cte.

Aus diesen Konstruktionen oder durch direkte Betrachtung
ergibt sich, dass wenn die gegebene Kurve C eine allgemeine
Kurve •»'*'' Ordnung ist, die PZasse»«a7d der «e^ratire» Pwss-

^M»/ets/a«r«e 2» »»d die Ord»îm<;s«a7«Z » (» + d) ist.
Die negative Fusspunktkurve hat drei »fache Tangenten,

nämlich die unendlich ferne Gerade und die auf sich selbst
senkrecht stehenden Geraden vom Pol nach den imaginären
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Kreispunkten, so dass man nach der zweiten Pliickerschen
Gleichung für die Ordnungszahl in der Tat 5« (A«—i) —
3«f«—d) «fw+i) erhält. (Dass die Klassenzahl der nega-
tiven Fusspunktkurve eines Kreises bloss 2 ist, erklärt sich
einfach daraus, dass der Kreis durch die imaginären Kreispunkte
geht.) Indem die gegebene Kurve 3«(w—3) "Wendepunkte
besitzt, wird die negative Fusspunktkurve von ebenso viel
Parabeln oskulirt, die A zum Brennpunkt haben. Besitzt die
Kurve O Doppel- resp. Rückkehrpunkte, so entsprechen ihnen
bei der Fusspunktkurve Doppeltangenten, resp. W"ende-

tangenten ; die Berührungspunkte derselben ergeben sich
ebenfalls nach dem auf pag. 115 angegebenen Verfahren. Es
lassen sich daher die Charaktere der negativen Fusspunkt-
kurve ohne weiteres finden.

Auf eine andere, ebenso einfache Weise finden sich die
Charaktere der negativen Fusspunktkurve in Artikel 123 von
Salmon-Fiedlers „Analytische Geometrie der höhern ebenen
Kurven" bestimmt; daselbst ist noch Rücksicht darauf ge-
nommen, ob die gegebene Kurve durch den Pol geht, die
unendlich ferne Gerade, oder die Geraden nach den Kreis-
punkten berührt. In Artikel 122 desselben Buches ist gesagt,
dass, wie Roberts bemerkte, die Bestimmung der negativen
Fusspunktkurve und der Parallelkurve einer gegebenen Kurve
auf dasselbe analytische Problem zurückkommen. Die #eo-
metriscAe Dr&tà'nmjr dieses Umstawdes iie^t i« der
aw(?e^e&e«ew Ifcwstrw&tio# des -BerMArwMjrsp««&tes eiwer Ta«ye«fe
der «ejratire« pMSspMw/cfAMrre. Nämlich: Nach jener Kon-
struktion ist das Dreieck AAi Ç gleichschenklig, ÇA ÇAt ;

verbindet man daher die Mitte P von ÇA mit P (P ist auf
C und die Mitte von AAi), so ist PP PA. Da PP parallel
zu ÇAi, ' so steAt PP iw P awf der Taw^ewte row C sewArecAt.

Bezeichnet man also die Koordinaten von Ç in Bezug auf
ein durch A gelegtes rechtwinkliges Axensystem mit X, Y,

so ist PP^ —|—r- A und die Koordinaten von P sind
4 4 ^ '

X X
— u. —. Ufo« erAà'fô somit i« der Tat a«(s der <7teicAw«<; der

ParattetAarre ro« C (BP t) die 6rteieA««</ der «e^atire« Dass-
x^ y^ x y

jw«AtA«r»e, iwdew «a« A^ —j- + -j— «. a: —, — setet.
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In irgend einem Punkte P yon O denke man sich den

Krümmungskreis mit dem Mittelpunkte -M" konstruirt. Die
negative Pusspunktkurve dieses Kreises ist dann ein Kegel-
schnitt, der mit der negativen Fusspunktkurve C von 0
3 unendlich benachbarte Tangenten gemein hat, d. h. dieselbe
oskuliren muss und zwar in demjenigen Punkte <3, der dem
Punkte P entspricht (Q ist der Berührungspunkt des Perpen-
dikels P<3 auf AP). Der Kri«MmMM<?swillelpM«Al (fer Mepalirew
pMSSjJMwMawre m PîmAfe <3 Aaww also als KriwmMMMps-
wilfelpww/rf eiwes pemssew Ke^elscAwilles ^e/imden wierdew. Dieser
Kegelschnitt hat M zum Brennpunkt, IF zum Mittelpunkt und
fjP zur Tangente in Errichtet man noch im Punkte IF
das Perpendikel auf AIF, so hat man z. B. folgende Kon-
struktion des Krümmungsmittelpunktes im Punkte <3 der
negativen Pusspunktkurve : DwrcA <3 zieAi ma« die Parallele
SM AP; diese Parallele Mwd die Gerade QP Aesii/Mmew mil der
Geradelt -4P tmd iArem Kol m IF zwei reeAfeeiwAlipe Dreiecke,
die iwa« 2« PecAiecAew er^awsew Aaww. Die Fer5iwdMw^erade
der zwei /reiew Kc&ew dieser PeeAlec&e scAweidel die «wersl pe-
«opewe Parallele sm AP dwreA <3 iw pesMcAlew KriMMiwMwps-

.wilielpimAl. Hiernach stellt sich für einen Punkt eines Kegel-
Schnittes der Krümmungsmittelpunkt als der iwwere AeAwlijA-
Aeilsj»w»Al sweier Kreise dar, deren IFiilelpww/cle die iSeAm'll-

_pwwAle der IVbrmale« mil den Aa;e» wnd dereM Padien die
AAscAwille der PawpeMle zwiscAew dm DerilArMm/spMMAle Mwd

den Arrew des KepelscAwilles sind.
Aus der angegebenen Konstruktion folgt von neuem,

dass einer Spitze von (7 eine Wendetangente der negativen
Pusspunktkurve entspricht. Ferner folgt, dass die negative
Fusspunktkurve Spitzen haben muss und dass dieselben so

gefunden werden : IFaw lepl dwrcA A dieJewii/eM Kreis«, welcAe

die ^e^e&ewe Kdrre C os7cMlirew; die zwiteM KwdjmwAle iArer
dwreA A peAewde» DwreAmesser siwd iS^iteew der wepaiivew
KMSspimAl/cwrw C. (Man vergleiche einen Satz auf pag. 115,
der ebenfalls zu diesem Resultate führt.) Die negative Fuss-
punktkurve einer allgemeinen Kurve Ordnung hat also

(m—73 Spitzen.
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Schlussbemerkung.

In YII und YIII sind Kurven C" betrachtet worden, die
sich punkt- oder tangentenweise aus den Punkten einer ge-
gebenen Kurve C ergeben ; in beiden Fällen ist von dem
Umstände Gebrauch gemacht worden, dass die, in gleicher
Weise wie C" zu 6', zu einer Tangente von (7 gehörige Kurve
die Kurve C' berühren muss. Dieses Prinzip lässt sich in
allen derartigen Fällen mit Vorteil verwenden, z. B. auch
bei der Steinerschen Hypocycloide. Diese ist bekanntlich die
Enveloppe der Geraden, auf der die Fusspunkte der Lote
liegen, die von irgend einem Punkte des einem Dreieck um-
schriebenen Kreises auf seine Seiten gezogen werden können.
Wählt man nämlich eine Tangente des Kreises und zieht von
allen Punkten derselben auf 2 Seiten des Dreiecks Perpen-
dikel, so ist die Enveloppe der Verbindungslinie ihrer Fuss-
punkte eine Parabel, welche die 2 Seiten des Dreiecks be-
rührt, den Fusspunkt des von ihrem Schnitt auf die Tangente
gefällten Lotes zum Brennpunkt hat und welche die Hypo-
cycloide berührt. Darnach ergibt sich die Kurve als Enve-
loppe von Parabeln, ferner eine einfache Konstruktion der
Berührungspunkte ihrer Tangenten ; dann kann man andere
Erzeugungsarten der Kurve und die von Steiner ohne Beweis
über die Kurve gegebenen Sätze ableiten, wie der Verfasser
vor längerer Zeit bei einem andern Anlass gefunden hat.

Frauenfeld, im Mai 1888.
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