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Schweizerische Zeitschrift fiir Forstwesen
Journal forestier suisse

145, Jahrgang September 1994 Nummer 9

Uberlegungen zur Planung und Auswertung systematischer
Stichproben

Von Christoph Kleinn und Adelheid Jost FDK 524.63: UDK 519.22

Einfiihrung und Fragestellungen

Systematische Stichproben besitzen eine sehr weite Verbreitung. Bei
vielen Fragestellungen in der Forstwirtschaft und insbesondere im Bereich der
Forstinventur sind sie Standardverfahren. Die Vorteile hinsichtlich Planung,
Durchfiihrung, Genauigkeit und Ergebnisdarstellung sind hdufig genannt und
sollen hier nicht wiederholt werden (zum Beispiel Cochran 1977, Saborowski
1992, Jost 1993). Da sich die Anwendung systematischer Stichproben insbe-
sondere hinsichtlich der Fehlerrechnung nicht auf Standardverfahren der
Statistik stiitzen kann, sind sie regelmissig Gegenstand wissenschaftlicher
Studien. Die vorliegende Arbeit behandelt einige Einzelfragen aus dem
Bereich rdumlich systematischer Stichproben, welche zum Teil aus theore-
tischer, zum Teil aus praktischer Sicht fiir Planung und Auswertung interes-
sierende Aspekte ansprechen.

Eine rdumlich systematische Stichprobe ergibt sich, wenn die Stichproben-
orte nach einem vordefinierten Muster (Raster) lokalisiert werden. Der erste
Abschnitt der Studie befasst sich mit Varianten dieser Raster und einigen ihrer
Eigenschaften. Um eine Stichprobe im eigentlichen Sinne handelt es sich nur,
wenn das Raster zuféllig positioniert wird. Es ergibt sich dann eine Stichprobe
vom Umfang 1. Im zweiten Abschnitt wird beschrieben, welche Auswirkun-
gen es auf den Stichprobenfehler haben kann, wenn die Festlegung des Rasters
nicht zuféllig erfolgt. Ein zentraler Punkt bei systematischen Stichproben ist
die statistische Effizienz bzw. der Stichprobenfehler. Da er nicht exakt berech-
net werden kann, behilft man sich hdufig mit Naherungsformeln. Zu einer
dieser Formeln, der Paardifferenzenformel, liefert der dritte Abschnitt einige
Bemerkungen. Verhalten und Eignung der systematischen Stichprobe hingen
von der rdumlichen Struktur der untersuchten Population ab. Diese lésst sich
iber die Autokorrelation beschreiben, womit sich das vierte Kapitel befasst.
Hinsichtlich der Genauigkeit systematischer Stichproben stellt sich die Frage
nach der Tendenzfreiheit der Erwartungswertschiatzung. Bisweilen sind — auch
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in Lehrbiichern — warnende Hinweise zu finden, dass systematische Stich-
proben zwar einen geringeren Stichprobenfehler aufweisen als Zufallsstich-
proben, dass aber die Tendenzfreiheit der resultierenden Erwartungswert-
schitzungen nicht immer garantiert sei. Uberlegungen zu dieser Fragestellung
finden sich im fiinften Abschnitt.

1. Rasterformen

Systematische Stichproben lassen sich in unterschiedlichen Formen als

Raster ausbringen. Die geldufigsten Rasterformen sind:

— Rechteckraster: Die Punktabstdnde sind in den beiden senkrecht zuein-
ander stehenden Rasterrichtungen unterschiedlich gross.

— Quadratraster: Die Punktabstinde in den senkrecht zueinander stehenden
Rasterrichtungen sind gleich. Das Quadratraster ist ein Spezialfall der
Rechteckraster.

— Dreieckraster: Die Punkte befinden sich jeweils an den Ecken gleich-
schenkliger Dreiecke.

— Gleichseitiges Dreieckraster: Die Punkte befinden sich an den Ecken
gleichseitiger Dreiecke.

In Abbildung I sind diese Rasterformen dargestellt. Es ist dabei zu erken-
nen, dass mit kiirzer werdendem Abstand zwischen den Punkten Rechteck-
und Dreieckraster immer mehr den Charakter einer Linienstichprobe anneh-
men. Diesen Ubergang beschreibt Matérn (1989).
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Die verschiedenen Rasterformen besitzen unterschiedliche Eigenschaften
hinsichtlich ihrer statistischen Effizienz und - falls Feldaufnahmen anstehen —
hinsichtlich des Arbeitsaufwandes. Ein Vergleich der statistischen Effizienz
verschiedener Rasterformen muss bei gleichem Stichprobenumfang erfolgen,
das heisst, die Punktdichte pro Flicheneinheit muss gleich sein. Um dies zu
gewihrleisten, sei angenommen, dass sich pro Einheitsfldche ein Rasterpunkt
befinde. Es ergeben sich dann folgende Punktabstédnde:

— Im Rechteckraster mit Seitenverhéltnis 1:b mit b > 1 ist der Abstand zwi-
schen den Reihen b, innerhalb der Reihen 1/b.

— Im Quadratraster betriagt der Abstand in beide Richtungen 1.

— Ist im gleichschenkligen Dreieckraster der Punktabstand innerhalb der
Reihe, also die Grundseite des gleichschenkligen Dreiecks, ¢, so ist der
Abstand zwischen den Reihen 1/c und der Punktabstand zwischen den
Reihen, das heisst die Lange der Dreieckschenkel,

\/cz + 4/c?/2.

— Im gleichseitigen Dreieckraster schliesslich ist der Punktabstand einheit-
lich 4/4/3 und der Abstand zwischen den Reihen 1/4\/4/3.

Wenige Studien befassen sich mit Gegeniiberstellungen dieser Art. Hin-
weise finden sich beispielsweise in der schon klassischen Abhandlung von
Matérn (1986/1960), welcher die folgenden Ergebnisse entnommen sind. Er
stellt verschiedene Rasterformen bei unterschiedlichen Populationsstrukturen
— charakterisiert durch theoretische Kovarianzfunktionen (siche auch Ab-
schnitt 4) — gegeniiber. Das Dreieckraster hat dabei durchweg den geringsten
Stichprobenfehler. Die Unterschiede zum Quadratraster sind jedoch sehr
klein; sie sind in der genannten Studie um etwa 1% bis 4 % grosser als beim
Dreieckraster. In empirischen Studien diirfte diese Uberlegenheit des
Dreieckrasters kaum erkennbar sein. Schon méssige Abweichungen von der
Quadratform fiihren allerdings bei den untersuchten Populationen zu nen-
nenswerten Einbussen an Genauigkeit: Beim Rechteckraster mit einem
Seitenverhiltnis von 2:1 liegt der Fehler bereits um 20 % bis 70 % iiber dem
des Quadratrasters. Bei noch ungiinstigeren Seitenverhiltnissen verliert die
systematische Stichprobe schliesslich ihre Uberlegenheit iiber die Zufallsaus-
wahl. Diesen Ubergang stellte Matérn (a.a. O.) bereits beim Seitenverhiltnis
1:8 fiir verschiedene Populationsstrukturen fest. In einem solchen Fall wiirde
man allerdings weniger von einer systematischen Stichprobe mit einem Recht-
eckraster als vielmehr von einer Variante der Linienstichprobe («line-plot-
survey») sprechen, bei welcher die Probefldchen relativ eng auf Linien auf-
gereiht sind.

Man kann sich die Uberlegenheit von Dreieck- und Quadratraster
anschaulich durch die Gleichmaissigkeit der Abdeckung des Inventurgebietes
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erklaren, welche beim gleichseitigen Dreieckraster und dem Quadratraster
deutlich besser ist als bei Rechteckrastern. Bezieht man allerdings 6kono-
mische Aspekte in die Uberlegungen mit ein, so erhalten — wenn es sich um
terrestrische Aufnahmen handelt — die Wegezeiten eine herausragende
Bedeuturig, so dass eine kombinierte statistische/6konomische Optimierung
durchaus fiir Rechteckraster sprechen kann.

2. Auswirkung fester Rasterrichtung

Von Stichproben im Sinne der Stichprobentheorie spricht man, wenn die
Auswahl der Elemente, seien es einzelne Probeflichen oder Klumpen von
Probefldchen, in irgendeiner Form zuféllig geschieht. Bei einer systematischen
Stichprobe betrégt der Stichprobenumfang 1, das gesamte Raster wird als ein
Klumpen (Cluster), bestehend aus einer bestimmten Anzahl von Punkten
betrachtet. Eine statistische Auswahl ist dies jedoch nur dann, wenn das Raster
zufillig plaziert wird (Cochran 1977, S. 207), was bei rdumlichen Stichproben
bedeutet, dass ein Punkt des Rasters («Einhéngepunkt») und die Richtung des
Rasters zufillig zu bestimmen sind. In der Praxis ist dies oft nicht so. In vielen
Inventuren orientiert sich die Rasterrichtung — fest definiert von Anfang an —
am geldufigen geodétischen Koordinatensystem. Die Koordinaten der Raster-
punkte sind im Falle der meistens zur Anwendung kommenden Rechteck-
oder Quadratraster runde Werte wie zum Beispiel 100 m oder 2 km, was die
Planung der Inventur und das Aufsuchen der Stichprobenorte im Gelidnde
erleichtert.

Die Fragestellung, wie sich die Nicht-Zufilligkeit bei der Auswahl der
Rasterrichtung auswirkt, wird in der Literatur kaum behandelt. Quantitative
und generalisierende Aussagen dariiber zu machen, ob und gegebenenfalls
welche Auswirkungen eine willkiirliche Festlegung des Rasters hat, ist sicher-
lich auch nicht moéglich, da eine Abhingigkeit von der jeweils vorliegenden
rdaumlichen Verteilung der untersuchten Variablen besteht.

Anhand von zwei einfachen Beispielen, der Fldchenschidtzung eines Qua-
drates und einer Waldverteilungskarte jeweils mit Punkterastern, lassen sich
jedoch grundsétzliche Erkenntnisse ableiten, wie die Auswirkungen einer
Fixierung der Rasterrichtung hinsichtlich des Stichprobenfehlers zu beurteilen
sind:

Die Fliache eines Quadrates der Seitenldnge s soll mit einem quadratischen
Einheitsraster geschitzt werden, was dquivalent ist zu Rastern unterschied-
licher Weite bei festgelegter Quadratdimension. In Abbildung 2 ist das sich
ergebende Stichprobenfehlerprozent als Funktion der Quadratseite s darge-
stellt, zum einen fiir eine zufillige Festlegung des Rasters (durchgezogene
Linie), zum anderen fiir eine parallel zum Quadrat fixierte Rasterrichtung
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Abbildung 2. Vergleich der Flachenschidtzgenauigkeit bei Quadraten unterschiedlicher Seiten-
linge mit einem Einheitsraster (Rasterweite 1). Dargestellt ist die Beziehung zwischen Standard-
fehler-Prozent und Seitenlinge des Quadrates. Die durchgezogene Linie gibt den Verlauf fiir
zufillig gewihlte Rasterrichtungen, die gestrichelte Linie den Verlauf fiir eine den Quadratseiten

parallel fixierte Rasterrichtung (aus Kleinn 1991).

(gestrichelte Linie), bei der lediglich der Einhdngepunkt des Rasters zufillig
festgelegt wurde. Die entsprechenden Berechnungsformeln finden sich zum
Beispiel bei Matérn (1989) und Kendall und Moran (1963). Folgendes fillt auf:
— Die Schwankungen der Fehlerwerte sind fiir die fixierte Rasterrichtung
deutlich hoher als bei einer zufilligen Auswahl. Sie weisen zudem einen
glatten Schwingungsverlauf auf, wdhrend man fiir die Zufallsauswahl
anschaulich von einer «Zitterbewegung» spricht (Matérn 1989).

— Im Mittel ist der Fehler fiir die festgelegte Rasterrichtung grosser, wobei
der relative Unterschied besonders ausgeprigt ist bei grossem s bzw., 4qui-
valent ausgedriickt, bei engen Rastern. Wegen der geometrischen Uber-
einstimmung der Objektform und des Rasters kommt es bei geradzah-
ligem s immer zu einem Stichprobenfehler von 0.
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Natiirlich ist ein solches Modell mit einer einfachen Flachenform und der
Festlegung der Rasterrichtung parallel zu ihr nur beschrinkt aussagefihig. Es
wiirden sich zudem andere Werte ergeben, wiirde man die Rasterrichtung
nicht parallel zu den Quadratseiten fixieren, wobei insbesondere das starke
Abfallen des Standardfehlers auf O fiir geradzahlige Quadratseiten entfiele.

In einer weiteren Modellstudie wurde daher eine unregelméassige Wald-
flichenverteilung, die in Abbildung 3 zu sehen ist, herangezogen und iiber ein
Quadratraster geschitzt. Die Gesamtkarte hat in beiden Richtungen eine Aus-
dehnung von 10000 Einheiten. Fiir verschiedene Rasterweiten wurde per
Simulation der Stichprobenfehler bestimmt, wiederum zum einen fiir eine
zufillige Positionierung des Rasters, zum anderen fiir eine feste Rasterrich-
tung parallel zur Kartenseite. In doppelt logarithmischer Darstellung (siehe
Abbildung 4) ergibt sich ein linearer Verlauf des asymptotischen Mittelwertes.
Die Werte fiir eine feste Rasterrichtung sind wie auch beim Beispiel des
Quadrates hoher und weisen stirkere Schwankungen auf als diejenigen fiir
eine zufdllige Auswahl der Rasterrichtung. Fiir grosse Rasterweiten, das

heisst geringe Stichprobenintensitdten, sind hier die Unterschiede etwas
geringer.

Abbildung 3. Beispiel fiir eine Waldverteilungskarte.
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Abbildung 4. Vergleich der Stichprobenfehler bei fester (gestrichelte Linie) und zufillig gewihl-
ter (durchgezogene Linie) Ausrichtung von Punkterastern fiir die Waldkarte in Abbildung 3 (Kar-
tenbreite 10 000 Einheiten). Die feste Ausrichtung erfolgte parallel zu den Seiten der Karte (aus
Kleinn 1991).

Die beiden Studien zeigen, dass die Frage nach der Zufallsauswahl nicht
ganz unberechtigt ist. Natiirlich hingen die Unterschiede ganz wesentlich von
der rdumlichen Anordnung der untersuchten Variablen ab. Liegt strenge
Isotropie vor, das heisst verhilt sich die betrachtete Variable in alle Richtun-
gen gleich, so hat der Modus der Auswahl der Rasterrichtung keinen Einfluss.
Es kann aber durchaus sein, dass sich bei einer Fixierung der Rasterrichtung
in unterschiedlichen Richtungen sehr unterschiedliche Standardfehler erge-
ben, insbesondere in kleineren Inventurregionen oder in Gebieten, in welchen
aufgrund topographischer Gegebenheiten eine rdumliche Ausrichtung von
Landschaftselementen vorliegt, zum Beispiel Wasserfldchen in Skandinavien,
die sich bevorzugt in die Richtung der ehemaligen Gletscherbewegungen
erstrecken (siehe auch Matérn 1986/1960).

3. Zur Fehlerapproximation

In der Literatur sind unter der Voraussetzung, dass die Population bekannt
ist, einige Vorschldge zur Berechnung des Stichprobenfehlers bei systema-
tischen Stichproben genannt (zum Beispiel Cochran 1977, S. 207ff). Verfahren,
die den Fehler ausschliesslich aus den Daten einer einzigen Stichprobe berech-
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nen, existieren nicht, wohl aber eine Reihe von Nédherungsverfahren (Wolter
1984). Jost (1993) gibt einen komprimierten Uberblick iiber die Vielfalt der
Ansitze zur Fehlerschdtzung bei systematischen Stichproben. Viele Néhe-
rungsverfahren haben in einer Reihe von verifizierenden Studien und prak-
tischen Anwendungen ihre Berechtigung bewiesen. Sie fiihren korrekt ange-
wendet zu einer deutlich besseren Annidherung des wahren Fehlers als dies die
haufig angewendete Fehlerformel fiir die einfache Zufallsauswahl vermag.
Wie gut die Anndherung ist, bleibt allerdings auch hier unklar.

Eines der iltesten dieser Nidherungsverfahren, die Paardifferenzenme-
thode, soll hier betrachtet werden. Sie wurde in den 20er Jahren entwickelt
und in den ersten forstlichen Nationalinventuren in Skandinavien eingesetzt
(Lindeberg 1924, Langseter 1926). Grundlage dieses Verfahrens ist die Diffe-
renz der Merkmalsauspriagungen x, und x, von jeweils zwei benachbarten
Punkten im Stichprobenraster. Werden np, dieser Paardifferenzen gebildet
bei insgesamt N aufgenommenen Stichprobenpunkten, so ergibt sich eine
Schitzung fiir die Fehlervarianz nach:

Z(xl 5 x2)2

Var (%)= NN (1)

Diese Formel ist kein Hexenwerk, sondern ldsst sich sehr einfach iiber die
Vorstellung herleiten, dass die Stichprobe in Straten eingeteilt ist, die jeweils
zwel Punkte enthalten. Im Unterschied zur stratifizierten Stichprobe, bei
welcher die Punkte innerhalb des Stratums zuféllig zu nehmen wiren, sind hier
die Stichproben fest vorgegeben. Daher liefert diese Formel auch keine exak-
ten Werte, sondern lediglich Approximationen.

Betrachtet man Variablen, welche nur zwei Werte annehmen konnen («0»
und «1», «vorhanden» und «nicht vorhanden», «Wald» und «Nichtwald»), so
lasst sich diese Formel vereinfachen: Geht man von n,, = N/2 sich nicht iiber-
lappenden Paaren benachbarter Rasterpunkte aus, so ergibt sich nach Loga-
rithmierung:

log SE% =2 +0,51ogn, , —logn, (2)

mit n = Anzahl Punkttreffer, das heisst Anzahl Stichprobenpunkte im
Wald und
n, , = Anzahl 0-1-Ubergiinge, das heisst Paare von benachbarten Punk-
ten, bei denen ein Punkt innerhalb, der andere ausserhalb des
Waldes liegt.

Da nur die Merkmalsauspriagungen «0» und «1» moglich sind, ist der
Zihler in (1) gleich der Anzahl 0-1-Ubergéinge.

Zwei Effekte sind an dieser Beziehung deutlich zu sehen: Der Stich-
probenfehler nimmt ab, wenn die Anzahl Punkttreffer und damit der Stich-
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probenumfang steigt. Der Stichprobenfehler nimmt zu — dies ist der zweite
Effekt — mit zunehmender Anzahl 0-1-Uberginge. Je zergliederter also die
Verteilung einer 0-1-Variablen einer Region ist, desto ungenauer ist ihre
Schitzung bei vorgegebener Rasterweite. In empirischen Studien (Kleinn und
Pelz 1992), bei denen der «wahre» Stichprobenfehler iiber Simulationen her-
geleitet wurde, ergab sich in analoger Notation zu (2).

log SE% =1,60894 + 0,55296 log n, , —1,10157 log n. (3)

Die Variablen n und n, , besitzen in den Gleichungen (2) und (3) einen
etwa gleich grossen Einflu}, die Unterschiede in den zugehorigen Koeffi-
zienten liegen in einer Grossenordnung von etwa 10%. Am y-Achsen-
Abschnitt von 1,60894 in Gleichung (3) ist aber zu erkennen, dass der berech-
nete wahre Standardfehler in den untersuchten Karten deutlich geringer ist als
er durch die Anwendung von Formel (2) angenéhert wiirde. Dies stimmt iiber-
ein mit einer Reihe weiterer Untersuchungen, in welchen festgestellt wird,
dass die Paardifferenzenformel zu einer deutlichen Uberschitzung des wahren
Fehlers neigt (zum Beispiel Nyssonen et al. 1967, Kleinn 1991, Jost 1993).

Da der Stichprobenfehler bei systematischen Stichproben nur grob abge-
schitzt werden kann, bereitet auch eine exakte Herleitung von Stichproben-
umfingen Schwierigkeiten, ein Problem, auf das zum Beispiel auch Sabo-
rowski (1992) hinweist. Der Stichprobenumfang ist bei systematischen Stich-
proben der betrachteten Art grundsitzlich eine Zufallsvariable. Es wird ein
Raster fester Weite iiber ein Untersuchungsgebiet gelegt, wobei die genaue
Anzahl der Rasterpunkte, die schliesslich in das Gebiet fallen, schwankt. Wie
sehr sie schwankt, hingt ausschliesslich von der Form des Gebietes ab. Die
Festlegung des Stichprobenumfanges erfolgt in der Praxis meist indirekt iiber
die Festlegung der Rasterweite, welche zudem in den meisten Fillen runde
Werte annimmt (zum Beispiel 100 m oder 4 km).

4. Die systematische Stichprobe in autokorrelierten Populationen

Die oben beschriebene Fehlerschidtzung iiber Paardifferenzen lédsst sich
als schematisierte Poststratifizierung betrachten. Auf diesem Wege kann die
rdaumliche Strukturiertheit einer Population, die die Effizienz der systema-
tischen Stichprobe entscheidend beeinflusst, bis zu einem gewissen Mass in die
Fehlerrechnung miteinbezogen werden. Eine derartige Struktur ldsst sich ein-
fach am Beispiel einer Betriebsinventur mit systematisch iiber den ganzen
Betrieb verteilten Probeflachen veranschaulichen: Der Holzvorrat auf den
verschiedenen Probefldchen ist nicht rdumlich zufillig verteilt. Vielmehr zei-
gen sich deutliche Muster. Eine Probefldche hoheren Holzvorrates ist meist in
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unmittelbarer Nachbarschaft von Probeflichen umgeben, die ebenfalls einen
hoheren Holzvorrat aufweisen. Dieser Effekt kommt im schlagweisen Wirt-
schaftswald vor allem dadurch zustande, dass benachbarte Probeflichen mit
hoher Wahrscheinlichkeit demselben Bestand entstammen. Den Grad der
Ahnlichkeit nahe beieinanderliegender Populationselemente kann man durch
die sogenannte Autokorrelation beschreiben. Im Unterschied zur Korrela-
tion, die den Zusammenhang zweier verschiedener Variablen betrachtet, zielt
die Autokorrelation auf die Gesetzmdssigkeiten bei der raumlichen Vertei-
lung einer einzigen Variablen. Die meisten natiirlichen Populationen weisen
eine gewisse Autokorrelation in ihrer rdumlichen Verteilung auf, und zwar in
der Form, dass sich nahe beieinanderliegende Elemente im Mittel dhnlicher
sind als weit voneinander entfernte.

Der Stichprobenfehler der systematischen Stichprobe hingt nun ganz ent-
scheidend von der Autokorrelation der Population ab. Dabei ist der Fehler
umso geringer, je starker die rdumlichen Strukturen ausgeprégt sind. Dieser
wesentliche Zusammenhang wird bei der einfachen Fehlerrechnung mit der
Zufallsfehlerformel vollig ignoriert, da bei der Berechnung der klassischen
Standardabweichung alle Beobachtungen «in einen Topf geworfen» werden,
ohne ihre rdumliche Lage zueinander zu beachten. Wird die Fehlerschidtzung
iiber Paardifferenzen durchgefiihrt, kann die Autokorreliertheit der Popula-
tion zumindest zu einem Teil berticksichtigt werden. Um aber mehr an rium-
licher Information miteinzubeziehen, muss die Autokorrelation auf der Basis
der jeweiligen Stichprobe beschrieben werden und unmittelbar in die Fehler-
rechnung eingehen. Dies kann mit Hilfe des sogenannten Korrelogramms r(h)
erfolgen. Es beschreibt die Autokorrelation zwischen zwei Populationsele-
menten in Abhidngigkeit von der Entfernung /& zwischen ihnen. Der typische
Verlauf eines Korrelogramms ist in Abbildung 5 dargestellt.

105
)
L
A
=
Abbildung 5.
0.0 R T e T, B S e Beispiel fiir ein Korrelo-
Entfernung h gramm.

712



Bei einer Entfernung £=0 wird jedes Element mit sich selbst verglichen.
Die Autokorrelation nimmt hier ihren Maximalwert 1 an. Mit zunehmender
Entfernung sinken die Werte, da sich die Elemente immer unédhnlicher wer-
den. Die zugehorige Kovarianz c(h) ergibt sich, wenn das Korrelogramm r(h)
mit der Populationsvarianz multipliziert wird. Derartige Kovarianzfunktionen
sind in der Forstinventur vor allem im Zusammenhang mit Punktstichproben
zur Waldflachenschidtzung bekannt (Matérn 1986, Kleinn 1991). Je ndher zwei
Stichprobenpunkte beieinanderliegen, umso grosser ist die Wahrscheinlich-
keit, dass sie derselben Kategorie («Wald» oder «Nicht-Wald») angehoren,
was sich in einem hohen Kovarianzwert c(h) dussert. Abbildung 6 zeigt bei-
spielhaft eine Kovarianzfunktion fiir die in Abbildung 3 dargestellte Waldver-
teilungskarte.

= T T T 1
0 200 400 600 800 1000

Abbildung 6. Kovarianzfunktion c(h) fiir die Variable «Wald» fiir die in Abbildung 3 gegebene
Waldverteilungskarte. Die Punkte markieren die Ergebnisse von Simulationen, die durchge-
zogene Linie beschreibt beispielhaft den Verlauf einer nichtlinearen Ausgleichskurve.

Die rdumliche Information, die in der Kovarianzfunktion enthalten ist,
lasst sich vollig gleichwertig liber das sogenannte Semi-Variogramm 7 (4) aus-
driicken:

Y (h) = c(0) —c(h) (4)
mit ¢(0) = Populationsvarianz, ein Spezialfall der Kovarianz fiir 2=0.
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Das Semi-Variogramm ist Kernstiick der Geostatistik, die in den 60er und
70er Jahren von Bergbau-Mathematikern zur Auswertung riaumlich verteilter
Daten entwickelt wurde (Matheron 1970, Journel und Huijbregts 1978) und
derzeit auch in der Forstinventur zunehmendes Interesse findet (Ramirez-
Maldonado 1988, Mandallaz 1992, Jost 1993). Das Semi-Variogramm stellt
eine Differenzierung der Populationsvarianz nach der Entfernung zwischen
den Populationselementen dar. Damit trégt es der Beobachtung Rechnung,
dass die Gesamtvariation in autokorrelierten Populationen auf Grund von
lokalen Ahnlichkeiten erst ab bestimmten Entfernungen erreicht wird. Unter
solchen Bedingungen hat die klassische Varianz nur sehr beschriankten, ledig-
lich summarischen Aussagewert. Aus den Daten einer Stichprobe wird das
Semi-Variogramm iiber folgende Beziehung geschétzt:

_ 2
E[z(x) 2z()c+h)] (5)

mit z(x): Merkmalsauspragung am Punkt x
z(x+h): Merkmalsauspragung am Punkt x+h

Y (h) =

Abbildung 7 zeigt das Semi-Variogramm des Holzvorrates am Beispiel
einer Betriebsinventur. Bei dieser Inventur wurden Probekreise in einem
Raster von 100 m x 200 m aufgenommen. Zur Schidtzung des Semi-Vario-
gramms wurden sukzessive die verschiedenen in der Stichprobe vorkommen-
den Entfernungen 4 (zum Beispiel £=100 m, & = 200 m, £=223,6 m usw.) her-
angezogen. Zu jeder Entfernung 4 wurden alle zugehorigen Probeflidchen-
paare in der Stichprobe gebildet und der jeweilige Semi-Variogramm-Wert
tiber Formel (5) berechnet. Das Semi-Variogramm in Abbildung 7 zeigt einen
typischen Verlauf (Jost 1993): Es steigt bis zu einer bestimmten Entfernung a,
der sogenannten Reichweite der Autokorrelation an (in Abbildung 7 bei rund
1000 m). Stichprobenelemente, die weiter als a voneinander entfernt liegen,
sind nicht mehr miteinander korreliert. Die oberhalb von a erreichte Maxi-
malvarianz (in Abbildung 7 bei rund 50 000 Einheiten) wird als Schwellenwert
¢ bezeichnet.

Im ndchsten Schritt der geostatistischen Auswertung wird der empirische
Verlauf des Semi-Variogramms modelliert. Auf der Basis dieses Modells kon-
nen Varianzen als mittlere Semi-Variogramm-Werte geschatzt werden. So ent-
spricht zum Beispiel die klassische Stichprobenvarianz s> dem mittleren Semi-
Variogramm-Wert ¥ (v, v) der Stichprobe v mit n Stichprobenelementen.

Der Wert ¥ (v, v) wird hergeleitet, indem alle moglichen n? Paare aus den
Stichprobenelementen gebildet und die Semi-Variogramm-Werte der zuge-
horigen n’ Entfernungen gemittelt werden. Die Berechnung mittlerer Semi-
Variogramm-Werte leitet also Varianzen her, indem sie das Semi-Variogramm
mit den jeweiligen geometrischen Verhédltnissen kombiniert.

Die Konsequenz dieses Vorgehens wird an einem einfachen, in Abbil-
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Abbildung 7. Empirisches Semi-Variogramm des Holzvorrates bei einer Betriebsinventur.
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a. b.

Abbildung 8. Anordnung systematisch verteilter Stichprobenelemente.
a.: Gleichmaissige Abdeckung, b.: Klumpung,.

dung 8 illustrierten Beispiel deutlich. In einer autokorrelierten Population soll
eine Inventur mit einem Stichprobenumfang n=4 durchgefiihrt werden. Ver-
teilt man die Stichprobenelemente moglichst gleichmissig (Abbildung 8a),
spielen die Ahnlichkeiten benachbarter Bereiche in der Population fiir die
Stichprobe keine Rolle. Hier ist eine hohe Stichprobenvarianz zu erwarten.
Diese Feststellung deckt sich damit, dass bei der Berechnung von ¥ (v, v) nur
relativ grosse Entfernungen, also grosse Semi-Variogramm-Werte eingehen.
Anders ist dies im Fall aus Abbildung 8b. Die — zum Beispiel aus Kosten-
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griinden — nahe beieinanderliegenden Stichprobenelemente sind stidrker auto-
korreliert, die Stichprobenvarianz ¥ (v, v) ist folglich gering.

Auf Grundlage dieser theoretischen Uberlegung lisst sich die hohe Effi-
zienz der systematischen Stichprobe in autokorrelierten Populationen leicht
nachvollziehen. Durch die gleichmissige Abdeckung mit Mindestabstdnden
werden hohe Varianzen innerhalb der Stichprobe erreicht, das heisst die Streu-
ung zwischen den moglichen Stichprobenrealisationen, also der Stichproben-
fehler, wird gering. Fiihrt man die Fehlerschiatzung auf klassischem Wege iiber
die einfache Standardfehlerformel durch, wird der beschriebene statistische
Vorteil der systematischen Stichprobe ins Gegenteil verkehrt, da man mit
dieser Methode aus grossen Variationen innerhalb der Stichprobe auf grosse
Stichprobenfehler schliesst. Gerade dann, wenn die systematische Stichprobe
besonders effizient ist, eignet sich also die Standardfehlerformel am wenig-
sten, den «wahren» Fehler zu approximieren.

Mit den geostatistischen Verfahren ldsst sich der Stichprobenfehler der
Stichprobe v in der Population V fiir jedes beliebige Stichprobendesign nach
der folgenden Beziehung schétzen:

G =2Y(Y, v)-T(V,V)-T (v ) (6)

Die geostatistischen Methoden fithren — theoretisch betrachtet — zu erwar-
tungstreuen Varianz- und Fehlerschédtzungen. Praktisch gesehen gibt es jedoch
Einschriankungen. Diese liegen vor allem darin begriindet, dass das Semi-
Variogramm nur aus einer Stichprobe abgeleitet werden kann. Auch mit den
Verfahren der Geostatistik kann somit die unbekannte Population nicht voll-
stindig beschrieben werden. Im Vergleich zu vielen anderen Schétzverfahren
nutzt die geostatistische Fehlerrechnung jedoch einen wesentlich grosseren
Teil der Information, die durch die Stichprobe bereitgestellt wird. Die Geosta-
tistik orientiert sich stark an den Gegebenheiten des einzelnen Falles und ist
damit den klassischen Methoden (zum Beispiel Zufallsfehlerformel, Paar-
differenzen, Kreuzdifferenzen), die von pauschalen Voraussetzungen (zum
Beispiel random forest bei der Zufallsfehlerformel) ausgehen, iiberlegen.

5. Ist der Erwartungswert verzerrt?

Bei der kritischen Wiirdigung von systematischen Stichproben und deren
Gegeniiberstellung mit anderen Stichprobenkonzepten taucht héaufig die
Argumentation auf, dass im Vergleich zu randomisierten Verfahren zwar
geringere Stichprobenfehler erreicht werden konnten, dass jedoch die Ten-
denzfreiheit der Mittelwertschdtzung nicht immer gewihrleistet sei. Tendenz-
freiheit ist aber eine der wesentlichen Eigenschaften, die bei Schédtzungen aus
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Stichproben vorausgesetzt werden: Ein Verfahren ist dann tendenzfrei, wenn
der Erwartungswert des Schitzers mit dem Populationswert {ibereinstimmt,
oder aber: Wiirde man die Stichprobennahme mit demselben Konzept oft
wiederholen, so wiirden die jeweiligen Ergebnisse exakt um den wahren Wert
streuen. Hierbei sind Mittelwert- und Varianzschédtzung zu unterscheiden. Aus
dem Vorangegangenen wird klar, dass eine tendenzfreie Varianzschitzung
tatsachlich nicht moglich ist. Entscheidender jedoch ist die Tendenzfreiheit der
Mittelwertschiatzung, denn diese stellt das zentrale Element aller Ergebnis-
darstellungen von Stichprobenerhebungen dar. In vielen Publikationen finden
sich warnende Hinweise auf eine mogliche Verletzung der Tendenzfreiheit des
Mittelwertes durch systematische Stichproben. Zum einen ist es dann aber ver-
wunderlich, daf3 systematische Stichproben sich trotzdem zum Standardver-
fahren entwickelt haben, zum anderen sind den Verfassern keine publizierten
Beispiele bekannt, in welchen tatsdchlich die Tendenzfreiheit durch syste-
matische Stichproben verletzt worden wire. Héufig werden als Beispiel
Grossrauminventuren in Regionen mit parallel verlaufenden Gebirgsziigen
genannt: Hier kann bei entsprechender Lage und Weite des Rasters ein liber-
proportional hoher Anteil der Rasterpunkte beispielsweise in Tallagen fallen,
dagegen nur sehr wenige in hohere Lagen (oder umgekehrt); die Schitzwerte
aus der Inventur werden dann tatsdchlich stark vom wahren Populationswert
abweichen. Dies kann jedoch nicht als Verzerrung gewertet werden, sondern
ist lediglich Ausdruck des Stichprobenfehlers, welcher in Regionen der
genannten Art hoher ist als in homogeneren Regionen.

Die Verfasser sehen keine Hinweise darauf, dal3 das Problem der Mittel-
wertverzerrung der Erwartungswertschétzung bei systematischen Stichproben
gegeben ist. Das Problem scheint eher begrifflicher Natur zu sein: Bei den
meisten angewendeten systematischen Stichproben handelt es sich ndmlich im
eigentlichen Sinne nicht um Stichproben vom Umfang 1, da Rasteranfangs-
punkt und -richtung nicht zufillig ausgewihlt werden. Man sollte daher eher
von systematischen Aufnahmen als von systematischen Stichproben sprechen.
Es handelt sich dann nicht um ein Stichprobenverfahren im statistischen Sinne,
sondern eher um eine Messvorschrift, deren Ergebnisse zwar eine Abweichung
vom wahren Wert haben, aber keinen Stichprobenfehler. Die Grosse der
Abweichung (Messfehler) bleibt aber bei einmaligen Beobachtungen unbe-
kannt — wie grundsitzlich auch Verzerrung und Abweichung zwischen Stich-
probenstatistik und Populationsparameter bei Stichprobenverfahren.

Die Ausfithrungen in diesem Abschnitt haben sich im wesentlichen mit
begrifflichen Fragen befasst und sich teilweise im Bereich der Stichproben-
philosophie bewegt. Wie stark die Ergebnisse systematischer Erhebungen
dadurch beeinflusst werden, dass die Festlegung des Rasters nicht zufillig ist,
kann nicht allgemein beantwortet werden, da auch hier eine starke Abhédngig-
keit von der Populationsstruktur bzw. auch von der Grosse des Untersu-
chungsgebietes besteht.
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Résumé

Réflexions sur la planification et I'interprétation de relevés par
échantillonnage systématique

Dans la pratique des inventaires forestiers, les relevés par échantillonnage systéma-
tique ont une importance considérable. Ce document traite certaines questions parti-
culiéres qui se posent en relation avec la planification et I'interprétation de ce genre de
relevés:

1. Propriétés statistiques de certaines formes de grilles (grilles triangulaires, carrées
ou rectangulaires).
2. Les conséquences possibles sur I'erreur lors d’une définition non-aléatoire de

'orientation de la grille.

3. Laméthode de différence par paires comme approche possible de I’'approximation
de 'erreur.
4. Les propriétés d’échantillons systématiques dans des populations autocorrélées.
5. La question du biais possible de I’espérance des estimateurs.
Traduction: Christina Giesch
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